Temat 8. Drgania sieci krystalicznej. Monoatomowy t  ancuch
liniowy.

Do tej pory nie rozwzalismy ruchu atomow w sieci krystalicznej. Z mechaniki kwantowej
wynika jednak,ze nawet w temperaturze zera bezwdgkego drgania sieci nie mpgatkowicie
usta. Energia oscylatora o ¢ztotliwosci v to

(n+¥)hy, n=0,1,2, .... (8.1)

Dalej rozwaymy drgania spizyste sieci atomowej (jonowej) wagjiu klasycznym. Zatoymy, ze:

1. Srednie potaenie rownowagowe kalego atomu nadalg w wezle sieci Bravais'go.

2. Wychylenia atomow z paten rOwnowagi § mate w poroéwnaniu z odlegiciami miedzy
atomami. Zataenie to prowadzi dprzyblizenia harmonicznego pozwalagcego na uproszczenie
rachunkow.

3. Wykorzystamyprzyblizenie adiabatyczne Borna-Openhaimera: predkosci ruchu elektronow g
rzedu 1¢ cm/s, natomiast pdkasci jader w atomach edlu co najwyej 10 cm/s. Rozwaajac
ruch catych atomoéw lub jondw moa wic przygé, ze elektrony znajdygj sic zawsze w swym
stanie podstawowym dla okienej pozycji atomow.

Jezeli fale rozchodz sie w krysztale o strukturze regularnej w kierunkach [100], [110] i
[111], to cale ptaszczyzny sieciowe porugzsig zgodnie w fazie, w kierunku albo réwnolegtym
albo prostopadtym do kierunku rozchodzenia fili. Takie drgania mma wkc rozwayé w
jednym wymiarze. Stosag inne moduly sztywniei maozna opisa w analogiczny sposob drgania
podiuzne oraz porzeczne. Rozpatrzmy zbiér jednakowych atoméw o rivhs@mieszczonych
wzdtuz pewnej osix w rownych odsfpacha dla polazen réwnowagowych. Oznaczmy przez
wychylenien-tego atomu z pofenia rownowagna.

potozenia rownowagi
(n—2)a (n-1l)a na (rtl)a (n+2)a (n+3)a
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Rys. 8.1. Drgapcy tancuch liniowy atomow. Chwilowe poienie n-tego atomu o pole@niu
rownowagina opisuje jego wychylenig.

Chwilowe potaenien-tego atomu
Xn = Na + pn. (8.2)

Dla uproszczenia zatgmy, ze w sieci oddziataj ze soh jedynie najblisi gisiedzi, zatem energia
potencjalna sieci

U =3 001 = %), (8.3)

gdzie

Xnt1—=Xn =a+ Pn+1 —Pn - (8.4)
Rozwinmy kazda z energii potencjalnyclu(x,:1 —x,) we wzorze (8.3) w szereg Taylora wokot
odlegtcci rownowagowep
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2
Ld U(a)(pn+1_pn)2 dl;(a)( Pn+1 pn) t.... (8.5)

du(a)

U= ZU(a)'*' (pn+1 pn) 2' da 2 3'
Wyznaczenle sumy wyrazow liniowych w poggym wzorze wymaga rozwenia atomow na
koncach tacucha. Jeeli liczba atomOwN jest dua i nie interesuj nas efekty brzegowe, to
wygodnie jest przyc periodyczne warunki brzegowe Borna-Karmana. Jezeli sumowanie po
numerach atoméw ma zakres od INjdo odpowiedni warunek brzegowy ima zapiséa

p(N + 1)=p(2). (8.6)
co mana interpretowanp. jako zamkricie taicucha atoméw w okg.
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Rys. 8.2. Jedna z mdiwych realizacji perlodycznych warunkéw brzegowyBbrna-Karmana dla
tancuch liniowego.

Z warunku (8.6)

Zdlé(a) (Pn+1=Pn) = du(a) (Pn+1—P1) =0. (8.7)
n=1 0a

Wobec znikania wyrazu liniowego w rozwggiu (8.5) pierwsz poprawk do energii
rownowagoweju(a) jest wyraz kwadratowy. W przylkniu harmonicznym pomijamy wszystkie
wyrazy wyzszego stopnia, zatem catkowita energia potencjalna

U ~ Uréwn + Uharm (8.8)

gdzieU™"" oznacza réwnowagamenergé potencjala
U =3 u(a) = Nu(a), (8.9)

n
za
1
Uharm:EKZ(pnﬂ—pn)z. (8.10)
n

gdzie przezK oznaczono modut sprystcsci dla oddziatywania midzy dwoma sgsiednimi
atomami

oF (a) _ d’u(a)

K= 8.11
% a2 (8.11)
Wiemy, ze sita dziatajca nan-ty atom
ouU
Fo=——=-K(@py —Pn-1—Pn+1) - (8.12)
0Py,
Réwnanie ruchu-tego atomu
52
M atp2n =F, =-K (2P, ~Ppg—Prsa) (8.13)
Zaproponujmy rozvgzanie w postaci
pn(t) = A expli(kna — wt)]. (8.14)

gdzie i oznacza jedké urojorg, A — amplituda drga k — liczba falowa (&/A, A - diuga¢ fali),
w — czstaé¢ kotowa. Po podstawieniu wzoru (8.14) do (8.13ywtmujemy

- MAW? exp[i(kna—wt)] = -KA[2-exp(ika) —expika)]exp[i(kna—wt)], (8.15)
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Mw? = 2K (L-coska). (8.16)

w=J2Ka_“B“”=2/K‘gnH@. (8.17)
M M 2
Zaleznos¢é w(k) nazywamyzwiazkiem dysper syjnym.

Stad czstas¢ drgan

27 7 0 T 2T
¥

| strefa Brillouina
Rys. 8.3. Krzywa dyspersji dla monoatomowegadacha liniowego.

Zauwamy, ze rozwgzanie w postaci (8.14) spetnia warunek Borna-Kaem@6) gdy

exp[ikNa] = 1, (8.18)
co z kolei sprowadzagsdo warunku
k=2""Nn (8.19)
a N

gdzien jest dowoln liczbg catkowity. Wartaci k réznigce s¢ 0 2r7a odpowiadaj takim samym
wychyleniomp,, opisanym wzorem (8.14). W rezultacie istnie tyfkavartcci k odpowiadajcych
réznym rozwgzaniom py(t). Poniewa tylko | strefa Brillouina ma znaczenie fizycznetGiany
warunek,ze wszystkie wartai k

T T

-—<ks—. (8.20)
a a
Stad wynika,ze istnieje minimalna dtugo fali, ktdra mae wystpi¢ w tancuchu (rys. 8.4)
Amn:km1:2a. (8.21)

max
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