Temat 8. Drgania sieci krystalicznej. Monoatomowy tancuch
liniowy.

Do tej pory nie rozwazaliSmy ruchu atoméw w sieci krystalicznej. Z mechaniki kwantowe;j
wynika jednak, ze nawet w temperaturze zera bezwzglednego drgania sieci nie moga catkowicie
usta¢. Energia oscylatora o czgstotliwosci Vto

(m+%)hv, n=0,1,2,.... (8.1)

Dalej rozwazymy drgania sprezyste sieci atomowej (jonowej) w ujeciu klasycznym. Zatozymy, ze:

1. Srednie potozenie réwnowagowe kazdego atomu nadal lezy w wezle sieci Bravais’go.

2. Wychylenia atoméw z potozen réwnowagi sg mate w poréwnaniu z odlegtosciami miedzy
atomami. Zalozenie to prowadzi do przyblizenia harmonicznego pozwalajacego na uproszczenie
rachunkéw.

3. Wykorzystamy przyblizenie adiabatyczne Borna-Openhaimera: predkosci ruchu elektronéw sa
rzedu 10® cm/s, natomiast predkosci jader w atomach rzedu co najwyzej 10° cm/s. Rozwazajac
ruch catych atoméw lub jonéw mozna wiec przyjac, ze elektrony znajdujg si¢ zawsze w swym
stanie podstawowym dla okreslonej pozycji atomow.

Jezeli fale rozchodzg si¢ w krysztale o strukturze regularnej w kierunkach [100], [110] i
[111], to cale ptaszczyzny sieciowe poruszaja si¢ zgodnie w fazie, w kierunku albo réwnolegtym
albo prostopadtym do kierunku rozchodzenia si¢ fali. Takie drgania mozna wigc rozwazy¢ w
jednym wymiarze. Stosujgc inne moduty sztywnosci mozna opisa¢ w analogiczny sposéb drgania
podtuzne oraz porzeczne. Rozpatrzmy zbiér jednakowych atoméw o masie M rozmieszczonych
wzdtuz pewnej osi x w rownych odstepach a dla potozen réwnowagowych. Oznaczmy przez p,
wychylenie n-tego atomu z polozenia rownowagi na.

polozenia rownowagi
n-2)a (n-l)a na (n+la (m+2)a (m+3)a
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Rys. 8.1. Drgajacy tancuch liniowy atoméw. Chwilowe potozenie n-tego atomu o potozeniu
rownowagi na opisuje jego wychylenie p,,.

Chwilowe potozenie n-tego atomu
Xp = na + Pp. (8.2)

Dla uproszczenia zalozymy, ze w sieci oddziatujg ze sobg jedynie najblizsi sgsiedzi, zatem energia
potencjalna sieci

U= u(x,s =x,), (8.3)

gdzie

Xntl —Xn=a + Pp+1 — P - (84)
Rozwinmy kazda z energii potencjalnych u(x,,; —x,) we wzorze (8.3) w szereg Taylora wokot
odlegtosci rownowagowej a
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Wyznaczeme sumy wyrazow hmowych W poOwyzszym Wzorze wymaga rozwazenia atomow na
koncach tancucha. Jezeli liczba atoméw N jest duza i nie interesuja nas efekty brzegowe, to
wygodnie jest przyja¢ periodyczne warunki brzegowe Borna-Karama. Jezeli sumowanie po
numerach atoméw ma zakres od 1 do N, to odpowiedni warunek brzegowy mozna zapisac

PNV + 1) =p(1). (8.0)
co mozna interpretowac np. jako zamknigcie fancucha atoméw w okreg.
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Rys. 8.2. Jedna z mozliwych realizacji perlodycznych warunkéw brzegowych Borna-Karma dla
fancuch liniowego.

Z warunku (8.6)
N
Z(md(cj)( Pu+1 ~Py) = du(a) —  (Py+1 P =0. 8.7
n=l1

Wobec znikania wyrazu liniowego w rozwinigciu (8.5) pierwsza poprawka do energii
rownowagowej u(a) jest wyraz kwadratowy. W przyblizeniu harmonicznym pomijamy wszystkie
wyrazy wyzszego stopnia, zatem catkowita energia potencjalna

, U=U*"+ u™m, (8.8)
gdzie U™ oznacza rownowagowg energie potencjalng
U™ =>"u(a) = Nu(a), (8.9)
n
za$
g ham — ; KY (01 —p)’ - (8.10)
n

gdzie przez K oznaczono modut sprezystosci dla oddzialywania miedzy dwoma sgsiednimi
atomami

0F (a) _ dzu(a)

K= 8.11
da 12 (8.11)
Wiemy, ze sila dzialajaca na n-ty atom
oU
F,=- =-K(2p,, =P,-1 ~P,+1)- (8.12)
op,,
Réwnanie ruchu n-tego atomu
62
Matp;:Fn =—K(2p, ~Py—1 —Pys1) - (8.13)
Zaproponujmy rozwigzanie w postaci
P.(f) = A expli(kna — wr)]. (8.14)

gdzie i oznacza jedno$¢ urojong, A — amplituda drgan, k — liczba falowa (2TVA, A - dtugos¢ fali),
W — czestos¢ kotowa. Po podstawieniu wzoru (8.14) do (8.13) otrzymujemy

- MAWY? explitkna —wt)] = —KA[2 —exp(—ika) —exp(+ika)]exp[i(kna — wr)], (8.15)
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M =2K (1-cos ka). (8.16)

(,0=\/2K(1_COS ka) =2, /5 ‘sinlka‘ . (8.17)
M M 2

Zaleznos¢ (k) nazywamy zwigzkiem dyspersyjnym.

Stad czgstos¢ drgan

29T 7 0 B 2T
3 ¥

I strefa Brillouina

Rys. 8.3. Krzywa dyspersji dla monoatomowego tancucha liniowego.

Zauwazmy, 7e rozwigzanie w postaci (8.14) spetnia warunek Borna-Karmana (8.6) gdy

expli kNa] =1, (8.18)
co z kolei sprowadza si¢ do warunku
p=2"n (8.19)
a N

gdzie n jest dowolng liczbg catkowitg. Wartosci k réznigce si¢ o 2TVa odpowiadajg takim samym
wychyleniom p, opisanym wzorem (8.14). W rezultacie istnie tylko N wartosci k odpowiadajacych

réznym rozwigzaniom pP,(#). Poniewaz tylko I strefa Brillouina ma znaczenie fizyczne natézmy
warunek, ze wszystkie wartosci k

n n

——<k<—. (8.20)
a a
Stad wynika, ze istnieje minimalna dtugos¢ fali, ktéra moze wystapi¢ w tancuchu (rys. 8.4)
A =20 =0 8.21)

max
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Predkos¢ fazowa fali rozchodzacej si¢ wzdtuz tancucha wynosi ¢ = wk. Przenoszenie energii w
osrodku opisuje jednak predkos¢ grupowa
ow
Vo TR (8.22)

Rozpatrzmy dwa krancowe przypadki dtugosci fal:
1).Na krancach pierwszej strefy Brillouina, gdzie k = TWa, predkos¢ grupowa jest rowna zero. Fala o

minimalnej dlugosci Ayin = 2a jest wigc falg stojaca.
2).Dla fal o bardzo duzej dlugosci (matej wartosci liczby falowej), czesto$C staje si¢ wprost

proporcjonalna do wektora falowego

w=2 X ‘sinlka‘ =~ K (8.23)
v 2 M

co powoduje, ze predkoSc¢ fali v, staje si¢ niezalezna od jej czgstosci W
K

Vo 2\/; a. (8.24)
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