Temat 11. Widmo drgan sieci.

Jednym z waznych zagadnie fizyki ciata statego jest wyznaczenie energii drgeeplnych
krysztatu. Energi ta mazemy zapisé jako sung energii po wszystkich rodzajach dfigav
krysztale, ktGre oznaczamy licgkalows k i wskaznikiem p okreslajagcym polaryzagj

E=)Y <ngp>hoy,, (11.1)
k p
gdzie:
<ngp > Oznacza obsadzenie w stanie rownowagi cieplnegpiogth stanow fononami o liczbie
falowejk,
huwx — energia fononu.
Poniewa rozwaana liczba standw jest zwykle ogromna, wygodnie jesggi@sgumowanie catk

E= j D(w) <n(w) >awdw, (dla polaryzacji jednego rodzaju) (11.2)

gdzie D(w) jest liczly standw hodow drgar przypadajcych na jednostkowy przedziatgstcsci
wokot w. Srednia liczba fotonéw o enerdiio jest opisana rozktadem Plancka (przypadek statystyki
Bosego-Einsteina dla zerowego potencjatu chemicznego)

1

ex . -1
kgT
gdziekg = 1,38-10% J/K jest stat Boltzmanna. Celem dalszych obliézs:dzie znalezienie funkcji

D(w).

< n((,o) >= (11.3)

11.1. Gesto $¢ standéw w liniowym krysztale monoatomowym

Rozwamy drgania w tacuchu o diugéci L, skltadagcym sk z N jednakowych atoméw
rozmieszczonych w rownych odlegémach a. Wczéniej, wykorzystugc cykliczne warunki
brzegowe Borna-Karmana wyprowadzono wzoér (8.19)dapoy mazliwe wartaici wektora
falowego

2n n _2n
-—— —=—n

a N L
Analogiczny wynik otrzymuje gitakze rozwaajgc tancuch N + 1 atoméw, w ktérym krecowe
atomy numer O N 53 unieruchomione.

Kolejne dozwolone wartai ky+1 i K, rOznia sic zawsze o stat

Ak = 2: : (11.5)
Stad gestas¢ stanow przypadagych na jednostkowy przedziat waito liczby falowej wokot
wartasci k

K (11.4)

1 L, dla/k <1 (w | strefieBrillouina),
2a

W(k) =~ =421

A . (11.6)
Ak 0, dlak > o (pozal stref, Brillouina).
a

Liczba stanéw w przedzialé, (k + k) jest dana wzorem
2W(K) dk = D(w) dw, (11.7)
gdzie mnanik 2 wynika z dwéch mdiwych wartasci k (dodatniej i ujemnej) odpowiadgjych
jednej wartéci w w zwigzku dyspersyjnymw(k). Ze wzoréw (11.6) i (11.7) wynikae
L dk

D(@=— " (11.8)
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Zaleznos¢ dyspersyjnan(k) zostata wyprowadzona wczeej (Temat 8, wzoér 8.17)

= zﬁ sin;ka* (11.9)

Stad
k = Earcsini : (11.10)
a Wmax
dk 2 1

e, (11.11)
dw a W2, — 00

gdzie wmax 0ZNacza agstasé maksymaln wynlkaja}Ca} ze wzoru (11.9)

K
Wnax =2,/ - (11.12)

Ostatecznie ze wzoréw (11.8) i (11 11) otrzymujemy
_2N
D(w) =

\/ wmax - n \ wmax -
W modelu Einsteinadrgania sieci zioonej zN atomow rozpatruje sijako N niezalenych
oscylatoréw (dla jednego typu polaryzacji) o identycznyeaistcliwosciachwe
D(w) =N-d(w- wx), (11.14)
gdzied oznacza dejtKroneckera. Model ten wykazuje shalbgodnd¢ z danymi déwiadczalnymi.
W modelu Debye’azaktada si proporcjonalnéc czestasci wi liczby falowejk

(11.13)

w=V-Kk, (11.15)
gdzie pedkos¢ dzwieku v = const. w catym przedziale gstotliwosci. Sgd i ze wzoru (11.8)
L
D) =7’ dla w<1wv/a, (11.16)

0 dlaw>mnv/a

Czestotliwos¢ odckcia wp w modelu Debye’a wynika z istnienidl stanéw o wszystkich
dozwolonych cestotliwosciach. Czstotliwos¢ ta r@ni sie od czstotliwosci odcicia wmax (11.12)
dla rozwizania doktadnego

N vV _ T

D(w<s Wiax) Z 2
Model ten sprawdza ginajlepiej w niskich temperaturach. Porownanie r@zai doktadnych i
otrzymanych dla przybienia Debye’a przedstawiono na wykresach na rys. 11.1.

Wp = — Whax (11.17)

w D (w) 5 5
przyblzenie ! !
Debye'a : :
:(i?bliwd;é !
Wmax [T77 77777 L~ TTTT i i
przybhzenlé Debye'a :
k R | | .
a) mla b) Wmax WD

Rys. 11.1.Por6éwnanie rozvgzan doktadnych (11.9) i (11.13) z przybdiniem Debye’a dla drga
liniowego taicucha monoatomoweg(a) krzywa dyspersji(b) gestas¢ stanow fononowych.
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11.2. Gesto $¢ standw w liniowym krysztale diatomowym

Rozpatrzmy jednowymiaroysiet Bravais’go z dwoma tdymi jonami o masach; i Mo w
prymitywnej komorce elementarnej. Zahdy, ze kade dwa ssiednie jony leg w takiej samej
odlegtcci i pofaczone § wigzaniem o takiej samej sgystasci. RoOwnanie krzywej dyspersji
takiego uktadu zostato wyprowadzone wagre] we wzorze (9.9)

2 .2
ek Tty [ 1,1 dsinkal (11.18)
My M, My M, MM
a gstas¢ stanow fononowych nmima wyznaczy ze wzoru
D(w) -k % (11.19)
mdw

Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcétdre zostam tutaj pomingte, otrzymuje si funkcije
gestaéci standwD(w) przedstawiogna rys. 11.2.

D (w)

drgania
akustyczne drgania

optycz.

pasmo wzbronione

w

KK«
M, My H

Rys. 11.2.Ge¢stas¢ stanéw fononowych w liniowym teuchu diatomowym.

11.3. Gesto $¢ stanOw w krysztale tréjwymiarowym

Zastosujmy cykliczne warunki brzegowe Borna-Karmana dla trojagomiego krysztatu w
ksztalcie szé&ianu o boku. o sieci prostej regularnej zionego zN* komérek. Wektor falowyk
jest wowczas okgbony wzorem

expli(k,x +k, y +k,2)] = exgilk, (x + L) +k, (y + L) + k,(z+ L)]}, (11.20)

skad otrzymujemyze:
2n 4an Nn
Ko, ky, Kk, =0, £—; £—; ..,; £—.
e L L L
W przestrzenk przypada wic jedna dozwolona wargé k na obgtosé (2r7L)°. Std ilosé stanéw
na jednostk objetosci

(11.21)

1 (LY
W(k)_m_(an . (11.22)

Liczba dozwolonych standéw w krysztale trojwymiarawydla ktorych cgstos¢ fonondw jest
pomidzy wi w + dw
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3
D(w)dw= jW(k)dsk:[Lj jd?’k, (11.23)
warstwa 2 warstwa
gdzie catkowanie nagiuje po objtosci warstwy w przestrzerk, dla ktérej cestas¢ fonondw
zawiera s} w przedzialew i w + dw. Oznaczmy przez ), element powierzchni o zadanej statej
czestasci w (rys. 11.3).

K.

[ powierzchnia @ + dw = constans

dX,

/ powierzchnia @ = constans

Rys. 11.3. Element powierzchni &, w Rys. 11.4.Wielkos¢ dkp jako odlegtéci w
przestrzeni k  odpowiadajce] statej przestrzenik pomkdzy powierzchniami o
czestasci w [2]. statych czstotliwosciachw orazw + dw [2].

Element objtosci warstwy dk mozemy przedstawijako walec o podstawieSd i wysokdici dk |
ktora jest odleglcia pomkdzy powierzchniami o statych eztotliwosciach w oraz w+ dw
(rys. 11.4), tak wic

L 3
D(w)dco:[znj J'dSwde . (11.24)

Zaréwno odlegté¢ dkg jak i gradientw w przestrzenk s prostopadie do powierzchoi = const.,
wiec

dw=dk M, w=0,wdky, (11.25)
gdzie gradient w przestrzekijest zdefiniowany jako
O, = 9 : g : 0 : (11.26)
ok, ok, 0k,
Element objtosci w calce ze wzoru (11.24) jestggirowny
ds, dk, =ds, 3¢ =gs, 9% (11.27)
Okw Vg
gdzievy jest wartdcia predkosci grupowej fononwyg = [Jx w]. Wzor (11.24) mzna wkc przepiséa
W postaci
3
d
D(0) =(Lj | LNy (11.28)
AL V,
pow. 9

gdzie cailka jest liczona po powierzchni o stalejst@ci w w przestrzenk. Wynik ten odnosi i
do jednej gaizi zaleznosci dyspersyjneik) zwigzanej z jednym rodzajem polaryzacji.
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Gestas¢ standw w krysztale tréjwymiarowymw modelu Einsteinajest opisana identycznie
jak w krysztale jednowymiarowym, tzn. wzorem (11.14).

W modelu Debye’azaktada si proporcjonalnét w(k) =v k, tak wiec predkos¢ dzwieku jest
stata dla kadego rodzaju polaryzacji

V =Vy = const. (11.29)
Gestas¢ stanow opisana ogolnym wzorem (11.28) upraszezdospostaci
3
1(L
D(w) :—(—j ds, . (11.30)
Vg 21 pE)[w.

Powierzchnia statej estaici w w przestrzenk przyjmuje w przyblieniu Debye’a ksztalt sfery i
catka w powyszym wzorze jest polem jej powierzchni

2
[ds, =4mk? = 4”‘; (11.31)
pow. v
Ze wzorow (11.30) i (11.31) otrzymujemy
w?L3
D(w) = or? | (11.32)

przy czym wynik ten odnosigdo jednego rodzaju polaryzacji.
Jezeli krysztat sktada siz N komorek elementarnych, to catkowita liczba mod@nanow

akustycznych wynosN dla jednego rodzaju polaryzacji. Liczimodow maemy take obliczy

catkujgc gestas¢ standéw dagpwzorem (11.32)

o L3

6Iove

Wp
N= [D(wdw= (11.33)
0

Stad wynika istnienie skicczonejczestotliwasci odcicia wp oraz odpowiadggego jej promienia
ko kuli Debye’a w przestrzerki

wp = (enzN)l’S‘L’ | (11.34)
Ko = "f’D = (6”2LN)1/3 . (11.35)

W modelu Debye’a nie dopuszcza drgar o wartgciach wektora falowego wkszych odkp. Dla
czestotliwosci odcicia w = wp rozktad stanowD(w) w przyblizeniu Debye’a jest niegity, co
nazywane jesbsobliwacig Van Hove'a(rys. 11.5).

D(w) D(w)

osobliwasé

v

(495] w

a) b)

Rys. 11.5.Zaleznosé gestasci standw od ogstasci: (a) przyblizeniu Debye’a(b) w rzeczywistym
krysztale [2].
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