Temat 13. Rozszerzalno s$¢€ cieplna i przewodnictwo cieplne ciat
statych.

W temacie 8 wykazalmy przy wykorzystaniu warunkow brzegowych Borna-Karmazea,
wyraz liniowy w rozwingciu energii potencjalnej w szereg pgowy w funkcji odlegtéci miedzy
atomami zeruje 8ii wyraz kwadratowy jest pierwszym niezerowym skiladnikieneregu.
Przyblzenie polegajce na obegiciu szeregu za wyrazem kwadratowym, zwane przghiem
harmonicznym, okazatogwystarczajce np. do znalezienia zywku dyspersyjnegoxk), jednake
istnieje szereg zjawisk, ktérych wyjdenie wymaga rozpatrzenia wpltywu cztondw
anharmonicznych — jest to edizy innymi rozszerzalr$d cieplna i rozpraszanie fononéw na innych
fononach bdace przyczyg oporu cieplnego gazu fononowego.

13.1. Fononowe przewodnictwo cieplne ciat statych

W ciatach statych ciepto jest przenoszone przez fonony i swobodk&ogly. W metalach
przewodnictwo elektronowe me by dominupce. Rozwamy zatem izolatory, w ktorych za
przewodnictwo cieplne odpowiedzialnefenony.

Fonon o wektorze falowyrk i czgstaéci w oddziatuje z innymi castkami (fotony, neutrony,
elektrony, inne fonony) jak gstka o gdzie:

p=h-k (13.2)
oraz energii

E=h-w (13.2)
Wspoirzdne fononu opisana przez wzgidne wspotrzdne potaenia atomow. W konsekwenciji,
fonony nie g nosnikami pedu krysztatu, tzn. wzbudzenie fononu w sieci krystalicznej nie wptywa
na rd catego krysztatu liczony jako sumed@w wszystkich atoméw. Z tego powodedpfononu
nazywany jestkwazipedem. Wyjagtkowa sytuacja wyspuje tylko w przypadkuk =0, ktory
odpowiada jednorodnej translacji catego krysztatu i z ruchem tymzany jest pewien niezerowy

ped.

Definicja 13.1
Wspotczynnik przewodnictwa cieplnegoK [J/(m-K)] ciata statego w warunkach ustalonego

przeptywu ciepta przez diugi girzdefiniowany jest rownaniem
dT
_K —_—
dx
gdzie Jy jest strumieniem energii cieplnej [JArs)] = [W/nf], czyli energi przechodaca przez
jednostk powierzchni w jednostce czasu,/dx jest gradientem temperatury wzelosi petax.

Gdyby naéniki energii rozchodzity si przez prébk bez odchylé, to strumié ciepta bytby
zalezny nie od gradientu temperatury, lecz odnidy temperatur na Kaach probki. Obserwowana
w doswiadczeniach zafos¢ od gradientu wskazuje na tee fonony dyfunduj przez problk
ulegapc licznym zderzeniom.

Traktujgc fonony jak gaz zachowygy sk zgodnie z zatpeniami modelu gazu doskonatego
znajdziemy wyraenie opisujce wspoiczynnik przewodnictwa cieplnego. Rozmg
przemieszczenie pojedynczego fononu wzdisi X, z miejsca o temperaturde+ AT do miejsca o
temperaturzel. Czstka ta odda enekgicAT, gdziec oznacza ciepto wkgiwe liczone na jedn
czastke. Analogicznie czstka poruszara sé w przeciwm strore pobierze energicAT, jednak
kierunek transportu energiictizie w obu przypadkach taki sam. Wypadkowy strameeergii
przenoszony przez wszystkie fonony wynosgavi

Jy = -NC(V,AT), (13.4)

Ju = (13.3)

gdzie:
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n jest koncentragjczastek (liczly czastek na jednostkobjetosci),
v = ow
X ok,
<...> 0znacza wartg sredng,
znak ,—" symbolizuje transport energii w kierunku spadku temperdtury
Rdéznica temperatuAT dla odlegtdci rownej sredniej drodze swobodnej fonomuwzdiwz osi x
WYynosi

- sktadowax predkaosci paczki falowej (mae razni¢ sie od pedkaosci fazowejwrky),

dT dT

AT =——I, =——w,T, (13.5)
dx dx
gdziet jestsrednim czasem raidlzy zderzeniami. Ze wzoréw (13.4) i (13.5) otrzymujemy
_ o2\ . dT
J = <vx>cr o (13.6)
Dla csrodka izotropowego oraz krysztatu o symetrii regularnej
2\ _1/ 2
<vx> = 3<v > : (23.7)

i wzoér (13.6) przyjmuje posta

1 /5 dT
Jy =—=n(v°)ct—. 13.8
o =-gnvijer (13.8)
Jezeli predkos¢ fonondwyv jest stata (jak w przybieniu Debye’a), wzor (13.8) memy zapisé
1 dT
Jy =-=Cvl——, 13.9
v =3 (13.9)
gdzie:
| =vT jestsrednp drogy fonondw médzy zderzeniami,
C =nc jest pojemnécia cieplm na jednostk objetosci.
Stad wspéitczynnik przewodnictwa cieplnego
K = ;cw | (13.10)

Tabela 13.1. Przyktadowe wartei liczbowe pojemnséri cieplnej na jednostk objetosci C,
przewodnictwa cieplnegl i sredniej drogi swobodnéj[2].

krysztat T [°C] C [J/(cnT-K)] K [J/(cm-K)] | [A]
kwarc 0 2,00 0,13 40
-190 0,55 0,50 540
NacCl 0 1,88 0,07 23
-190 1,00 0,27 100

Dtugos¢ sredniej drogi swobodnéjjest okrélona przez dwa procesy:
1) rozpraszanie na innych fononach (zderzenia tréjfononowe),
2) rozpraszanie na obiektach statycznych, w tym
- rozpraszanie ngiankach krysztatu,
- rozpraszanie na defektach sieci.

1). Zderzenia tréjfononowe.
We wszystkich procesach trojfononowych musi bgchowana energia

W+t =0ug. (13.112)
W sieciach periodycznych wszystkie niezale wartgci wektora falowegdk leza w pierwszej
strefie Brillouina. J&i w wyniku zderzenia powstanie fonon o wektorze falowyiydgm poza |
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strefy Brillouina, to musi by sprowadzony do | strefy przez dodanie wektora sieci odwr@ne;j
Stad wynika,ze mazna wyr@ni¢ procesy trojfononowe dwoch rodzajow:

1.1). Procesy normalne (N)- w ktorych zachowany jestg uktadu fononoéw, co mma zapisé
przy wykorzystaniu wektoréw falowych fononéw
ki+k,=ks. (1312)
Catkowity ped gazu fononowego nie zmienia sv wyniku takich zderze Srednia pedkosé
unoszenia fononéw nie jest ¢gi zaburzana przez procesy normalne i w konsekwencji nie
majg one wptywu ma przewodnictwo cieplne.

1.2). Procesy przerzutu (U —ang. umklapp) — Peierls odkryt procesy, w ktérych wektor falowy
nie jest zachowany, natomiast spetnione jest réwnanie
ki +ko=ks +G, (1313)
gdzieG jest wektorem sieci odwrotnej.

: J« . J« :

Ky
\6 .
@ *—» @ = — 90—
/‘\ K ) \\\ K
ko ks y 3 G S~ ~k1+k2 Y

(@) | strefg Brillouina (b) | strefg Brillouina

° T ° ) ? )
Rys. 13.1.Zderzenia fonondéw na przyktadzie dwuwymiarowej sieci kwadrato@zgrne punkty
oznaczaj wezly sieci odwrotnej. Kwadrat symbolizuje | sigeBrillouina w przestrzenik.
(a) Proces normalnypb) proces umklapp. Wektor sieci odwrotiig@jma dtugaé¢ 21va, gdziea jest
stah sieci krysztatu.

W wysokich temperaturach T >> 0, gdzie8 jest temperatar Debye’a dag wzorem (12.5),
rozpraszanie fonondéw na obiektach statycznych jest mato istommaczm czes¢ wszystkich
procesow stanowiprocesy USrednia droga swobodna fonondéw wysijaca we wzorze (13.10)
jest wic sredng drogs swobodig dla proceséw U (bez procesow N). Koncentracja fononow
wzrasta ze wzrostemi z teorii sprzzen anharmonicznych wynikag srednia droga swobodna

[~ 1, (13.14)
Poniewa w wysokich temperaturach pojensdacieplna dzy do wartdci statej (prawo Dulonga i
Petita)
Cv = 3nkg, (13.15)
maozna oczekiwaé, ze przewodn&t cieplna
K ~ 1T, (13.16)
co jest zgodne z wieloma wynikamisigadczalnymi.

2) rozpraszanie na obiektach statycznych.
W niskich temperaturach T <<0, srednia droga swobodna jest ograniczona gtéwnie przez
niedoskonatéci sieci krystalicznej. 38 sie¢ nie jest silnie zdefektowana, t&rednia droga
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swobodna fononow staje st porownywalna z szerokoig probkiD. Wzor (13.10) przyjmuje wt
nastpujaca post& (z doktadnéciag do rzdu wartgci)

K =CvD, (13.17)
gdzie jedyn wielkoscig zalezng od temperatury jest pojemétocieplnaC. Wczeniej wykazalsmy
(temat 12)ze pojemné¢ cieplna w przyblieniu Debye’a zmienia sijak T2 i mazemy oczekiwa
analogicznej zalaosci dla wspotczynnikad, co zostato potwierdzone @wiadczalnie.

Nawet w krysztale o idealnej strukturze mogyskpowa rézne izotopy pierwiastkow.
Przypadkowy rozktad mas izotopOw w sieci jest isfopnzyczyry dodatkowego rozpraszania
fononéw, co powoduje obignie przewodnictwa cieplnego w poréwnaniu do krysztatu czystego
izotopowo. Przyktadowe wyniki dla Ge ozrym sktadzie izotopowym pokazano na rys. 13.2.

100
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g /’ \ Rys. 13.2. Przewodnictwo  cieplne K
N & germanu w funkcji temperatury. Probka
g / wzbogacona zawiera 96% izotopliGe,
= naturalny german zawiera 20%Ge, 27%
“Ge, 8% "“Ge, 37%"'Ge i 8% °Ge. W
0.2 niskich temperaturach dla probki
ol wzbogacone] otrzymujemy  zaleoi¢
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13.2. Rozszerzalno $¢ cieplna ciat statych
Zapiszmy energi potencjala atomow przesuriych o x z pota@enia rownowagi w postaci
anharmonicznej
UX) = —g¢ —f X, (13.18)
przy czymc, g i f map wartaici dodatnie. Wyrazx® opisuje asymetsi wzajemnego odpychania
atomow.
Wedtug rozkltadu Maxwella-Boltzmanna utamelsizk zajmujcych stany o energi; wynosi

N > diexpCE/kgT)
i
gdzie d; jest wspotczynnikiem degeneracja stanow, czykbiicstanow o jednakowej enerdt.

Obliczmy sredng wazong wychyleniax dla d; = const. stosyf jako wag statystycza rozkiad
(13.19) przy braku degeneracji

+o0

J'xexp[—U (x)/kgT]dx
X ==2, - (13.20)
[exp-U (x)/kgT1d x
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potencjat harmoniczny potencjat anharmoniczny
U(x) = cx?, U(x) = cx2- gx3- x4,
gdzie x=r-ry gdzie x=r-ry
© © ] _
'053 <redni '05)1 Srednie
Q Srednie Q 0 pofozenie
o r, Polozenie v I —
D D r
/ r
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Rys. 13.1Energia potencjalna atomow w przyigniu (a) harmonicznym i (b) anharmonicznym.

Dla niezbyt daych wychyléa wyrazy anharmonicznegsmate w porownaniu do wyrazu
kwadratowegacx2 I mozemy rozwiné wyrazy podcatkowe w (13.20) w szeregi

2 3
J'xexp[—U(x)/kBT]dx— jex - ]x exr{Mde:

kgT kgT
_ 5
j exd ~O [ xx T gy (13.21)
kgT kgT
+00 _ CX2
jexp[—u (X)/kgT]dx = j exp - dx (13.22)
o o B
I nastpnie wykorzysta znane warteci catek
n : dlan=0,
+00 a
J'x” expax?)dx = jﬁ , dlan = 4, (13.23)
o a

0, dlannieparzystgo.

Ostatecznie otrzymujemy
3
(X) = 4C92 ksT (13.24)
gdzie wyraz symetrycznix* w szeregu pegowym (13.18) okazuje shieistotny.
Wspotczynnik liniowej rozszerzaldoi cieplnej probki jest zdefiniowany wzorem

_ AL _ NA(x) _ AlX)

" LAT NaAT aAT’
gdzie przea oznaczono staisieci. Po podstawieniu wzoru (13.24) do (13.28yhujemy

39
4ac?
Zwigzek ten mana wykorzysta do wyznaczenia wspoétczynnika anharmoniézing na podstawie
pomiaréw rozszerzalgoi cieplne;.

(13.25)
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