Temat 12. Energia i ciepto witasciwe krysztatu (izolatora) -
model Einsteina i model Debye’a.

Energie drgan cieplnych krysztatu wyznaczymy ze wzoru
E = [ D() <n(0) > hodo, (12.1)
gdzie D(w) jest liczbg standow (modow) drgan przypadajacych na jednostkowy przedzial czgstosci

wokol . Obsadzenie stanow dla fonondéw jest opisane statystyka Bosego-Einsteina:
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12.1. Przyblizenie Einsteina
W modelu Einsteina drgania sieci zlozonej z N atomdw rozpatruje si¢ jako N niezaleznych

oscylatorow (dla jednego typu polaryzacji) o identycznych czestotliwosciach wg. W sieci
trojwymiarowej kazdy oscylator moze wykonywac¢ drgania o trzech typach polaryzacji, wiec

< n(w) >= (12.2)

D(®) =3N-3(® - op). (12.3)
Energia termiczna uktadu wynosi wigc
E=3N<n(og)>hog (12.4)
1 po podstawieniu rozktadu Plancka (11.3) w miejsce <n(wg)> otrzymujemy
E— 3N ho E (12 5)
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Stad pojemnos¢ cieplna przy statej objetosci

hog
OF hop Yo O kg
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» Dla wysokich temperatur pojemnos¢ cieplna dazy do stalej wartosci 3Nkg, co jest zgodne z
prawem Dulonga-Petita dla pierwiastkow.

» W niskich temperaturach Cy wedtug tego prawa jest proporcjonalne do exp(-#wg/ksT), co jest
niezgodne z wynikami do$wiadczalnymi, ktére wskazuja na proporcjonalnosé do 7°.
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1 (o) — warto$ci doswiadczalne,
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Cieplo wlasciwe przy stalym ci$nieniu Cp wynika z zalezno$ci
Cp—Cy =9a’BVT, (12.7)
gdzie: a — wspdlczynnik liniowej rozszerzalno$ci cieplnej, B — modut sprgzystosci objetosciowe,
¥V — objetosé. Dla wiekszosei ciat statych (Cp - C))/Cp nie przekracza rzedu 107, wiec mozna
przyja¢ Cp = Cy.

12.2. Przyblizenie Debye’a

Poprzednio wyznaczylisSmy (wzor 11.32), ze gestos¢ stanow w przyblizeniu Debye’a dla
jednej polaryzacji

273
oL
Di(®w)=—7—+, (12.8)
2n?y?
przy czym dozwolone stany konczg si¢ na cz¢stotliwosci odcigcia
op =(6n°N T (12.9)

Dla uproszczenia zatdozmy, ze predkos¢ fononu jest niezalezna od jego polaryzacji, zatem dla
wszystkich polaryzacji
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D(o) = 3°°2L3 . (12.10)
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Po podstawieniu wzorow (12.2) 1 (12.10) do (12.1) otrzymujemy
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W przyblizeniu Debye’a predkos§¢ dzwigku v jest stala i w takim przypadku
3 ®p 3 3744 XD 3
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2n°v7 ho 2r°vhT exp(x)—l
exp| —— -1
kgT
gdzie
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Ostatnie rownanie definiuje temperatur¢ Debye’a 0 poprzez czgsto$¢ odcigeia wp dang wzorem
(12.9). Stad

/3
o0=""(6n2n) (12.15)
kzL
1 réwnanie (12.12) mozemy zapisa¢ w postaci
Y™ 3
E:9NkBT(j J-idx. (12.16)
0 exp(x)—1

Dla wysokich temperatur przedziat catkowania 0...xp jest na tyle maly, ze mozemy zastosowac
przyblizenie exp(x) = 1 +x. Wtedy
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3 Xp
E z9NkBT(gj j x> dx=3NkgT. (12.17)
0

Stad pojemno$é cieplna przy statej objetosci V= L*
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Cy =| — | =3Nkp| 12.18
v ( 8Tj,/ B ( )
Przypadek niskich temperatur
Poniewaz
lim xp =, (12.19)
T7—0
zatem dla niskich temperatur mozna przesuna¢ do nieskonczono$ci goérng granice catkowania
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1 wzory (12.16) 1 (12.17) upraszczajg si¢ do postaci
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Ostatni wzor jest nazywany prawem Debye’a T>. Prawo to jest do§¢ dobrze spelnione w niskich
temperaturach. Charakterystyczna dla danego pierwiastka temperatura Debye’a typowo zmniejsza
si¢ w ramach danej grupy uktadu okresowego wraz ze wzrostem masy atomowej (Tabela 12.1).

Tabela 12.1. Temperatury Debye’a [K] dla wybranych pierwiastkow [2].

grupa [ grupa IB grupa IV
Li 344 Cu 343 C (diament) 2230
Na 158 Ag 225 Si 645
K 91 Au 165 Ge 374
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Temat 13. Rozszerzalnos¢ cieplna i przewodnictwo cieplne ciat
statych.

W temacie 8 wykazaliSmy przy wykorzystaniu warunkow brzegowych Borna-Karmana, ze
wyraz liniowy w rozwini¢ciu energii potencjalnej w szereg potegowy w funkcji odlegtosci miedzy
atomami zeruje si¢ 1 wyraz kwadratowy jest pierwszym niezerowym skladnikiem szeregu.
Przyblizenie polegajace na obcigciu szeregu za wyrazem kwadratowym, zwane przyblizeniem
harmonicznym, okazalo si¢ wystarczajace np. do znalezienia zwigzku dyspersyjnego w(k), jednakze
istnieje szereg zjawisk, ktorych wyjasnienie wymaga rozpatrzenia wplywu czlondéw
anharmonicznych — jest to migdzy innymi rozszerzalno$¢ cieplna i rozpraszanie fonondéw na innych
fononach bedace przyczyna oporu cieplnego gazu fononowego.

13.1. Fononowe przewodnictwo cieplne ciat statych

W ciatach statych cieplo jest przenoszone przez fonony i swobodne elektrony. W metalach
przewodnictwo elektronowe moze by¢ dominujagce. Rozwazmy zatem izolatory, w ktorych za
przewodnictwo cieplne odpowiedzialne sg fonony.

Fonon o wektorze falowym k i czgstosci o oddziatuje z innymi czastkami (fotony, neutrony,
elektrony, inne fonony) jak czastka o pedzie:

p=h-k (13.1)
oraz energii

E=h" o (13.2)
Wspdirzedne fononu opisane sg przez wzgledne wspodtrzedne potozenia atomoéw. W konsekwencji,
fonony nie sg no$nikami pedu krysztatu, tzn. wzbudzenie fononu w sieci krystalicznej nie wptywa
na ped calego krysztatu liczony jako suma peddéw wszystkich atomow. Z tego powodu ped fononu
nazywany jest kwazipedem. Wyjatkowa sytuacja wystepuje tylko w przypadku k=0, ktéry
odpowiada jednorodnej translacji catego krysztatu i z ruchem tym zwigzany jest pewien niezerowy

ped.

Definicja 13.1
Wspolezynnik przewodnictwa cieplnego K [J/(m-K)] ciata stalego w warunkach ustalonego

przeptywu ciepta przez dtugi pret zdefiniowany jest rOwnaniem
Jy =—Kd—T, (13.3)
dx
gdzie Jy jest strumieniem energii cieplnej [J/(m?s)] = [W/m?], czyli energia przechodzaca przez
jednostke powierzchni w jednostce czasu, d7/dx jest gradientem temperatury wzdtuz osi preta x.

Gdyby nos$niki energii rozchodzity si¢ przez probke bez odchylen, to strumien ciepla bytby
zalezny nie od gradientu temperatury, lecz od réznicy temperatur na koncach probki. Obserwowana
w doswiadczeniach zalezno$¢ od gradientu wskazuje na to, ze fonony dyfunduja przez probke
ulegajac licznym zderzeniom.

Traktujac fonony jak gaz zachowujacy si¢ zgodnie z zalozeniami modelu gazu doskonalego
znajdziemy wyrazenie opisujace wspotczynnik  przewodnictwa cieplnego. Rozwazmy
przemieszczenie pojedynczego fononu wzdtuz osi x, z miejsca o temperaturze 7 + AT do miejsca o
temperaturze 7. Czastka ta odda energi¢ cAT7, gdzie ¢ oznacza cieplo wlasciwe liczone na jedna
czastke. Analogicznie czastka poruszajgca si¢ w przeciwng stron¢ pobierze energi¢ cAT, jednak
kierunek transportu energii bedzie w obu przypadkach taki sam. Wypadkowy strumien energii
przenoszony przez wszystkie fonony wynosi wigc

Juy =-nc(v,AT), (13.4)

gdzie:
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