Temat 15. Rozwini ecie Sommerfelda. Elektronowe ciepto
wiasciwe.

Elektrony podlegaj rozkladowi Fermiego-Diraca, wedtug ktérego prawdopodditieo, ze
stan o energi jest zagty przez elektron wynosi

fe)= 1t

ex €-H +1
kgT
gdzie wielk@¢ U jest znana pod nazvpotencjatu chemicznegdV stanie podstawowym dig= 0

(rozwazonym w temacie 14) obsadzone & i tylko te poziomy, ktérych energie spetniaj
nierowna¢ € < &. Funkcja rozktadu (15.1) musi @ spetnig warunek

(15.1)

E<E,
lim f (&)= L & (15.2)
T-0 0, &>&.
Dla zgodnéci rozktadu (15.1) z grari(15.2) konieczne jest i, by
TIimou =&, (15.3)

natomiast dl& > OK potencjat chemiczny rézni sie od swej wartéci & w temp. OK.

W przypadkuT > 0 wkiad elektronéw do energii wewtrenejU w przyblizeniu niezalenych
elektronow jest sumenergii&(K) poziomow jednoelektronowych pomiwg przezsredniy liczbe
elektronéw na danym poziomigf)

U =2> &) f(EK)), (15.4)
k

gdzie mnanik 2 wynika z istnienia dwoch elektrondw aznym spinie odpowiadagych jednemu
stanowi wektorak, za zwigzek energii€ z wektorem falowynk jest opisany wprowadzonym
wczesniej wzorem (14.11)
n?k?
Ek) = : (15.5)
2m
Podobnie jak wczmiej dla stanu podstawowego (Temat 14) dokonanywa@ze (15.4) przégia

granicznego dI& — o

U =2j;T/[3£(k) fEK))Q, (15.6)

gdzie V/8 =D jest wyznaczon wczeniej (rys. 14.2 i wzér (14.15) ijestascig dozwolonych
poziomOw w przestrzeRi za& dQ jest elementem offjosci w przestrzenk. Std gestas¢ energii
u=UnN

1
u=|——&Kk)f(EK))dQ. (15.7)
J ame
Podobnie jak energielektrondw (15.4), maemy zapisa catkowity liczbe elektronOwN
N = 22 f(E(k)) (15.8)
k
skad po przejciu granicznym dldN — co otrzymamy gstasé elektronovg n = N/V
1
n=|—f(€Kk))dQ. (15.9)
J 4t
Catki we wzorach (15.7) i (15.9) mapgoélrg posta
jiF(e(k))dQ, (15.10)
4t
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gdzieF(&(k)) jest funkcy odpowiedm dla wyznaczanej wielléai u albon. Wykorzystujc fakt, ze
funkcja podcatkowa jest zalea od wektorak tylko poprzez energi £ zwigzarg z modutem
wektorak, mazemy przedstawielement olgjtosci w postaci sfery

dQ = 4rk? dk. (15.11)
Nastpnie przejdziemy od zmiennkjdo zmiennef wykorzystuja(c zwigzek (15.5)
j FEK))dQ = jﬂF(e(k)) = jg(e)F(e)de, (15.12)
418
gdzie
m [2mE
[, €20,
9(€) =1 422" %2 (15.13)
0, E<O.

Wykorzystupc wprowadzon powyzej funkcg g(€) catki ze wzoréw (15.7) i (15.9) memy teraz
zapis& w postaci

+00
us= jg(e)a f(€)de (15.14)
oraz
+o00
n= jg(e) f(€)dE. (15.15)
Obie powysze catki maj posta
+00
j H(E) f (€)dE (15.16)

—00

a ich wyznaczenie jest éoztozone. Wprowadmy funkcg K(€) zdefiniowan wzorem

K(€) = jH(e')de', (15.17)
skad wynika,ze h
_dK(®)
HE)== " (15.18)

Do obliczenia catki (15.16) zastosujmy catkowanizeez cas’ci

iy df(E

jH(e)f(&)de:[K(e)f(a)]tz— j K (€) ( 91 4. (15.19)
Wyraz K(€) f(€) znika dla& - —oo, bo K(£) - 0 przyf(e) =1, a take znika dla€ - + o, bo
funkcjaf(€) dazy do zera szybciej aiK(E) do co.

Zauwamy, ze temperatural w praktyce jest zwykle znacznie mniejsza od teipey
FermiegoTr (14.27) przyjmuicej wartdci rzedu 10 K. Funkcja Fermiegé(€) dana wzorem (15.1)
dla temperatury pokojowej odchylagstnacaco od prostoftnego rozktadu dlar =0 tylko w
niewielkim otoczeniu woko€ = o szerokéci kilku kgT (rys. 15.1). Wart& catki (15.19) jest
wiec zdeterminowano zachowanieng $unkcji K(€) w tym wgskim otoczeniu, gdy tylko tam
pochodnaf /0€ rézni sie istotnie od zera.
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a) ¢ b) i
10 10

A\

" &
(A& = kgT)

I3 &

Rys. 15.1. Funkcja Fermiego dana wzorem (15.1) dla pewnej ustalonejdovapt@raz temperatur
(@T=0, (b)T =0,01wke.

Rozwinmy zalenos¢ K(E) w szereg pegowy wokot punktu€ = 1 ograniczajc sk do trzech
pierwszych wyrazéw i wyramy pochodne funkcjK poprzezH zgodnie ze wzorem (15.18)

_ _adK@ 1 o dPK(E) _
K(E) =KW +(E-1) Y; £:u+2(€ 1) de2 o
~ K +E-H G+ (€12 0 (15.20)
=
Po podstawieniu szeregu (15 20) do wzoru (15.19) otrzymujemy
jH(e)f(e)de_—K(p)j LAY H(p)j = u)—d& ;‘22 j(a u)zade (15.21)

gd2|e of /0€ jest funkcy parzysd; argumentué(—p) i catka z funkcu meparzysteﬁ(— W) (of /10€)
wzgledem € — u) musi s¢ zerow#&. Po zastosowaniu nowej zmiennej (€ —W/ksT otrzymujemy

of , _10H 20 20 f(X)
H(E) f(€)dE=-K =— kgT X —=1dXx, 15.22
j()() (u)j X 0e ., oD | X o (15.22)
gdzie
_ X
j 010X 4y = j € dx=-1, (15.23)
S OX W (€+1)?
z& ostatnia catka jest funkcRiemanna znayz tabllc funkcji specjalnych
+00 6 f(X) +00 T[2
- j X2 j . (15.24)
e w (€7 +1) 3
Po podstawieniu wzoréw (15.17), (15 23) i (15. Zereg (15.22) upraszczg sio postaci
jH (&) f (€)dE = jH (£)d£+T[2(kBT)2:2 (15.25)
&=y

nazywaneyozwinieciem Sommerfelda\/IOlewe jest wyznaczenie tak wyrazow wyszego rzdu,
jednalkee dla temperatur pokojowych kolejne wyrazynig sie o czynnik radu (gT/m) ~ 107 i
zwykle nie g istotne w obliczeniach.

Zastosujmy rozwirgicie (15.25) do eptasci energii (15.14) i gstaéci elektronowej (15.15)
przesuwajc przy tym dolg granie catkowania do O w zweku z zerowaniem sig(€) dlaE <0

1]
u:jg(e)edeﬁg(kBT)z{p‘%f) +g(p):l, (15.26)
0 E=p
_ ™, 299
n—_{og(ﬁ)d£+6(kBT) O o, (15.27)
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Dalej pokaemy, ze wartd¢ potencjatu chemicznegu ze wzrostem temperatury bardzo
nieznacznie odbiega od swej wado&r dla T =0. Sad catki takie jak we wzorach (15.26) i
(15.27) maemy rozwirgé jako

&

jH(e)de jH(e)d£+(p EH (&) (15.28)
otrzymupc h h
&
u=| g(e)ed«s+(u—«sp)£pg(ep)+f(kBT){uagaff) +g(u)}, (15.29)
0 E=pn
&
n= | g(e)d£+(u—£p)g(ep)+"z(kBT)Za%ff) (15.30)
0 E=p

W metalach gstas¢ elektronowan jest stata, wic wartg¢é n we wzorze (15.30) musi byréwna
calce oznaczagej gestas¢ dlaT =0

0= (-6 )9(6)+ " R (15.31)
E=p
skad otrzymujemy
1 (kgT)? 09(€)
=& — ——= , 15.32
g - 6 g(eF) o€ &= ( )
a po rozwingciu g(€) i g(&r) wedtug wzoru (15.13) _
ol (kT )

Dla temperatur pokojowych wyraz zatg od temperatury jestgdu 10 %,
Zwigzek (15.31) wykorzystamy tak do uproszczenia wzoru (15.29) podstaygiggrzy tym
U = & do wyrazow o najmniejszych wastdach

U=up +T§(kBT)29(€F), (15.34)

gdzieu jest g:stascig w stanie podstawowym prZy= 0. Sid ciepto widciwe gazu elektronowego
w metalu

_ Jdu _T[2 2
_(cﬂ'jn =", KT a(&). (15.35)

W szczegoélnym przypadku elektronow swobodnyeist@c¢ elektronowan =N/V jest opisana
wyprowadzonym wczaiej wzorem (14.17), Za energia Fermiego& wzorem (14.19).
Wykorzystupc te wzory oraz rozwigcie funkcjig(ep) wedtug wzoru (15.13) nima pokazé, ze

=— 15.36

0(E) = (15.36)
Podstawiajc wzor (15.36) do (15.35) otrzymamy
™ kgT

=— nk, 15.37

Cv 2 | e B ( )

Przewidywana liniowa zak@os¢ elektronowego ciepta wdaiwego metali od temperatury jest
jedm z wazniejszych konsekwenciji statystyki Fermiego-Dirat.{). Dla temperatury pokojowej
rezultat ten jest mniejszy okoto 100 razy od statajtasci ¢, = 3nks/2 wynikapcej z zastosowania
rozktad Maxwella-Boltzmanna do elektronéw w klasyegteorii metali Drudego.
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W metalach, oprocz elektronéw, f&kdrgania jonéw wnogzswoéj wkitad do catkowitego
ciepta widciwego i wkiad ten jest domimgy w wysokich temperaturach. W niskich
temperaturach jonowe cieplo tawe jest opisane prawem Debyd'd (12.22) i wraz ze spadkiem
temperatury spada pamj ciepta elektronowego, ktére maleje jedynie liniowo. Catkowigpto
wiasciwe metalu w niskich temperaturach ma zatem gosta

c, =yT +AT3 |, (15.38)

Czion liniowy i szécienny staj sic porownywalne dla temperaturedu kilku kelwinéw. Statey i A
mozna dopasow@a do danych dawiadczalnych jako wspotczynniki prostej wykienej we
wspéhrzdnychc,/T orazT?

(;V =y+AT?, (15.39)
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