Temat 14. Stany elektronowe w krysztatach. Model elektronéw
swobodnych.

14.1. Model metali Drudego

W 1900 roku Paul Drude podat pierwsza teori¢ elektronow w metalach. Zaktadala ona, ze
elektrony miedzy zderzeniami poruszajg si¢ ruchem prostoliniowym i zderzajg si¢ tylko z jadrami.
Ponadto zatozono, Ze rozklad predkosci elektronéw swobodnych w metalu jest taki sam jak dla
zwyklego gazu klasycznego, czyli jest to rozktad Maxwella-Boltzmanna.

Model ten przewidywat, Ze $rednia energia kinetyczna elektronu w metalu wynosi
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gdzie kjp jest stalg Boltzmanna, zas§ m masg elektronu. Dane doswiadczalne pokazywaly jednak, ze
wkiad elektrondw do ciepta wlasciwego metali w temperaturze pokojowej jest okoto stukrotnie
mniejszy od (3/2)ks.

Niezgodno$¢ modelu Drudego z do$wiadczeniem udato si¢ wyjasni¢ dopiero gdy w 1925
pojawit si¢ zakaz Puliego. Wedtug tego zakazu w danym stanie kwantowym nie moze znajdowac
si¢ wigcej niz jeden fermion, czyli czastka o spinie potdéwkowym. Z zakazu Pauliego wynika
statystyka Fermiego-Diraca, wedtug ktorej srednia liczba czastek w stanie o energii € wynosi
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gdzie p jest wielkoScig zwang potencjatem chemicznym, ktéra z dobrym przyblizeniem jest rowna
omoOwionej dalej energii (poziomowi) Fermiego Er. Energi¢ Fermiego czgsto wyraza si¢ poprzez
temperature Fermiego 7 (zazwyczaj rzedu dziesigtek tysiecy K)

(14.2)

Er=kp Tr. (143)
Wedtug klasycznego rozkladu Maxwella-Boltzmanna liczba czastek o energii € wynosi
&
E)=Cexp| - |, 14.4
Jus (&) P( kp Tj (14.4)

gdzie C jest stala wynikajaca z normowania rozkladu. Dla temperatur mniejszych od 10° K rozktad
Maxwella i rozktad Fermiego-Diraca rdznig si¢ zasadniczo (rys. 14.1).
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Rys. 14.1. (a) Rozktad Maxwella-Boltzmanna (f\g) 1 rozktad Fermiego-Diraca (frp) w temperaturze

pokojowej dla typowych wartosci gestosci elektronow w metalu. (b) Powigkszona cze$¢ rozkladu

Maxwella-Boltzmanna. Rozktad Fermiego-Diraca zlewa si¢ z 0sig x.
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14.2. Teoria metali Sommerfelda

Sommerfeld zatozyt, ze oddziatywania elektronéw swobodnych w metalu z innymi czastkami
mozna zaniedba¢. W przypadku, gdy na elektron swobodny nie dziataja Zadne zewngtrzne pola
funkcja falowa W takiego elektronu dla poziomu o energii € spelnia stacjonarne rOwnanie
Schrédingera bez cztonu opisujacego energi¢ potencjalng
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E(k) = . (14.7)
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Czynnik normujacy w rozwigzaniu (14.6) zostal wybrany tak, by prawdopodobienstwo znalezienia
elektronu gdziekolwiek w danej objetosci metalu V byto rowne jednosci:

[ e ar=1. (14.8)
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Wektor falowy k w rozwigzaniu (14.6) moze by¢ dowolny dopdki nie narzucimy dodatkowych
warunkow. Wektor ten jest zwigzany z pedem elektronu p
p=rhk (14.9)
oraz z predkoscig

y=P _Tk (14.10)
m

m
Dzigki zwigzkom (14.9) 1 (14.10) energi¢ (14.7) mozemy zapisa¢ w klasycznej postaci
2 m? B2
E(k) 2m 5 o (14.11)
Zatézmy, ze rozwazany krysztal ma ksztalt sze$cianu o boku L. Przyjmiemy periodyczne

warunki brzegowe Borna-Karmana, ktore w trojwymiarowe] przestrzeni sprowadzajg si¢ do
sklejenia przeciwlegtych §cian krysztatu

Y(x, y,z+ L) =Y, , 2),

Y(x,y+L,z)=Y(,y,2), (14.12)

Y(x+L,y,z)=Y¥Y(x,y,2).
Uwzglednienie zwigzkow (14.12) w rozwigzaniu (14.6) powoduje ograniczenie dopuszczalnych
wektorow k do dyskretnego zbioru spetniajacego rownanie

bl — oMl _ ikl (14.13)
Stad otrzymujemy wartosci sktadowych wektora k
27n 27tn 27n
ko=""% k=2, k =""%, 14.14
xT yTTg I (14.14)

gdzie n,, n,, n. sa liczbami catkowitymi.
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Rys. 14.2. Zbior punktow w dwuwymiarowe] przestrzeni
k o wspotrzednych w postaci k=2nn,/L, k,=2nn,/L.
Zakreskowany kwadrat oznacza pole przypadajace na
jeden punkt zbioru réwne (2m/L)>. W przestrzeni
trojwymiarowej objetos¢ przypadajaca na jeden punkt
wynosi (2n/L)’.

Ze wzorow (14.14) i rys. 14.2 wynika, Ze objetos¢ przypadajagca na jeden punkt w
trojwymiarowej przestrzeni k wynosi 2n/Ly. Odwrotnosé tej wartosci wyraza liczbe
dopuszczalnych wartosci wektora k przypadajacych na jednostke objetosci w przestrzeni k 1 zwana
jest gestoscig poziomow w przestrzeni k

p="_ (14.15)

8
Zgodnie z zakazem Pauliego z kazdym punktem w przestrzeni k moga by¢ zwigzane maksymalnie
dwa stany elektronowe odpowiadajace réznym warto$ciom spinu #/2 lub — #/2.

Konstrukcje N-elektronowego stanu podstawowego, odpowiadajacego temperaturze 7=0 K,
rozpoczniemy od umieszenia dwoch elektronow w stanie k =0, ktéoremu odpowiada najnizsza
mozliwa energia. Kolejne elektrony bedziemy umieszcza¢ zawsze na nieobsadzonych jeszcze
stanach o najnizszej energii. Poniewaz energia poziomu jednoelektronowego jest proporcjonalna do
K (wzor (14.7)), wigc dla wielkich wartosci N zapetniony obszar bedzie bardzo zblizony do kuli.
Promien tej kuli bedziemy nazywacé promieniem Fermiego 1 oznaczaé kp. Liczbe wszystkich stanéw
N lezacych wewnatrz kuli mozemy wyrazi¢ mnozac objetos¢ kuli przez gestos¢ poziomow (14.15)

3 3
N=2{4“kFJ( v j— ke oy (14.16)

3 8’ ) 3n?
przy czym mnoznik 2 wynika z liczby elektronéw o jednej warto$ci wektora k. Stad otrzymujemy,

ze gestos¢ elektronowa n (liczba elektronow w jednostkowej objetosci) jest zwigzana z promieniem
Fermiego zalezno$cia

_N_ k.
Voo3p?
Powierzchnia kuli Fermiego, oddzielajagca poziomy obsadzone od niezajetych, nosi nazwe

powierzchni Fermiego. Stanom elektronowym na powierzchni Fermiego odpowiadaja:
ped Fermiego pr

n (14.17)

pr=Thkr, (14.18)
energia Fermiego &
2 2,2
Pr _hkp
& ="F=—", 14.19
7 om T 2m ( )
oraz predkos¢ Fermiego vp
vp=PE Mk (14.20)
m

ktora jest rzedu 1% predkosci §wiatla.

Energi¢ Fermiego & mozemy przedstawi¢ jako wielkos¢ zalezng tylko od gestosci
elektronowej n, ktéra jest charakterystyczna dla danego pierwiastka (Tabela 14.1). Ze wzordéw
(14.17) 1 (14.19) otrzymujemy
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Tabela 14.1. Ggstosci elektronéw swobodnych i energie Fermiego dla niektorych pierwiastkéw
metalicznych. Energi¢ Fermiego obliczono przyjmujac m =9,11-10°" kg [1].

Pierwiastek (temperatura) n [10%/cm’] Er[eV]
Cs (5K) 0,91 1,59
Li (78K) 4,70 4,74
Cu (~300K) 8,47 7,00
Fe (~300K) 17,0 11,1
Al (~300K) 18,1 11,7
Be (~300K) 24,7 14,3

Energia stanu podstawowego N elektronow jest sumg energii wszystkich poziomow
jednoelektronowych lezagcych wewnatrz kuli Fermiego

2,2
E=2) ek , (14.21)
k<kp 2M
gdzie mnoznik 2 wynika z istnienia dwoéch elektronow odpowiadajacych jednemu stanowi wektora
k. Dla wielkich warto$ci N powyzsza sum¢ mozemy przyblizy¢ catka
n?k?
2m

E=2 j D
k<kp

gdzie gestos¢ standw D w przestrzeni k jest dana wzorem (14.15), zas dQ2 jest elementem objetosci
w przestrzeni k. Element objetosci odpowiadajacy dtugosciom wektora falowego z przedziatu £,
k + dk jest sferg o promieniu & i grubosci dk, stad

dQ, (14.22)

dQ = 4n k* dk. (14.23)
Po podstawieniu wzorow (14.15) i (14.23) do (14.22) otrzymujemy
E i’ 4 nk
== [Ktdie=—2F (14.24)
Vo 2nm K<k 10" m

W celu wyznaczenia $redniej energii na jeden elektron E/N w stanie podstawowym 7 =0
podzielimy powyzszy wynik przez gestos$¢ elektronowa n dang wzorem (14.17)

E _EIV _3 n’kp

= = (14.25)
N N/V 10 m
Wynik ten mozna takze zapisa¢ w postaci
E 3 3
— ==& ==kgTy| 14.26
N 5F TS kelF ( )
gdzie & jest energia Fermiego dang wzorem (14.19), za$ Ty jest temperaturg Fermiego
T = & . (14.27)
kp

Wartosci energii Fermiego & w metalach sg rzedu kilku eV, za$ temperatury Fermiego rzedu
10 K. Wynik (14.25) jest zdecydowanie odmienny od energii przypadajacej na jeden elektron,
rownej (3/2)kgT w klasycznym modelu Drudego.
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