Temat 17. Elektron w potencjale okresowym

Istnienie okresowego upadkowania jonow w krysztale prowadzi do okresowo
zmieniapcego s¢ potencjatu (rys. 17.1). Ruch elektronéw w krysztale jest z naturgdrégniem
wieloelektronowym, a petny hamiltonian ciata statego zawierzetpktencjaty opisafge wzajemne
oddziatywania elektronéw. Vigrzybli zeniu elektrondéw niezalénych oddziatywania te zaghuje
si¢ efektywnym potencjatem jednagsteczkowynmv(r).
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Rys. 17.1.Typowy krystaliczny potencjat okresowy. Czarne kétka oznaqzalozenia rownowagi
jonéw. Linia ciagta (——) oznaczono potencjat wzétprostej przechodgzej przez jony, linia
kropkowana (......) obrazuje potencjat wzdlprostej leacej pomedzy dwoma sgsiednimi
ptaszczyznami jonowymi, liniprzerywana (-----) odpowiada potencjatowi izolowanych jondéw [1].

Twierdzenie Blocha

Funkcje wiasnalg(r) hamiltonianu w polu idealnie periodycznej sieci krystalicanegna
przedstawd w postaci

Py (r) =uy (r) expk 1), (17.1)
gdzieug(r) jest funkcy o okresowsci sieci, tzn.
U(r) =u(r +Ry) (17.2)

dla wszystkich wektorovR,, sieci Bravais’'go.
Zauwamy, ze ze wzoréw (17.1) i (17.2) wynikag
Wi (r +R ) = Uy (1) explik [r +R )] = Wy (1) explk [Ry,). (17.3)
Zwiazek ten pozwala na alternatywne sformutowanie tiwenia Blocha: funkcje wilasne
hamiltonianu idealnie periodycznej sieci krystaliegmazna przedstawiw taki sposéb, by kalej
z nich odpowiadat pewien wektor falowy przy czym

Py (r +Rp) =Py () expik [Ry). (17.4)

Twierdzenie Blocha utatwia wyznaczanie funkcji falech elektronu w krysztale, gdywystarczy
ograniczy sie do jednej komorki elementarnej, podczas gdy pieémvdunkcja falowa w rownaniu
Schrédingera dotyczy catego krysztatu.

Dowdd
Rozwamy pojedynczy elektron w idealnie periodycznej siaystalicznej. Niezalene od
czasu rownanie Schrodingera dla takiego elektronu

2
[—hmz+vaﬁw«)=Ew«x (17.5)
2m
gdzieV(r) jest efektywnym potencjatem o okresie tréjwymigep sieci periodycznej

V(r) =V(r +Ry). (17.6)
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Wektor R,, oznacza tutaj dowolny wektor translacji zbudowany z catkowity@lokiotngci (ny,
Ny, Ng) trzech wektorow bazowydh, a,, ag sieci Bravais’'go

Rh=nma; +npa; + nz3a3. a7.7)
Poniewa potencjalV(r) ma taly sam periodyczné¢ jak si€, mazna go rozwig¢ w nasgpujacy
szereg Fouriera:

V(r) =) Vg exp(G @), (17.8)
G
gdzie sumowanie przebiega po wektor&chkieci odwrotnej
G=mbi+mbs +nybs. (17.9)

Funkcg falowa Y(r) przedstawimy jako kombinagcfal ptaskich o ranych wektorach falowyck,
nie zaktadajc jednak z gory okresowo sieci

P(r)=> Cy explk @). (17.10)
k
Podstawiajc rozwinkcia (17.8) i (17.10) do réwnania Schroédingera (Ldt&zymujemy
2,2
zﬂck exp(k @)+ > C, Vg exdi(k'+G) ] =E> " C, exp(k @) (17.11)
K 2m K.G k
I po zmianie wskanikow sumowani&' +G - k
2,2
> exp(k E)Hh K _EJCK +ZVGCk—G:|:O' (17.12)
k 2m G

Poniewa rownanie jest spetnione dla dowolnego wektoyaviec wyrazenie w nawiasie musi
zerowd& si¢ dla dowolnegd

n%k?
T—E Cy +D_VsCy-g =0. (17.13)
m G

Powysszy uklad rowna obejmuje N réwnar odpowiadajcych poszczegdélnym dozwolonym
wektoromk. Kazde z rowné ma rozwazanie, ktdremu odpowiada pewna energia wasnakicjan
wlasna réwnania Schrddingera (17.5). Regania te méona wiec numerowa indeksamik.
Réwnania (17.13) spegaj ze soh tylko wspoétczynnikiCy, Cy. ', Ck-c-, ..., dla ktérych wektory
k rézniag sic od siebie zawsze o wektor sieci odwrot@ej Tak wic nie musimy przedstawda
funkcji falowej jako ogolnej superpozycji fal ptask (17.10), gdy wystarczy zapisa
superpozygj fal ptaskich o wektorack rézniacych se¢ o wektory sieci odwrotnej

Wk (1) =Y Cy—g expli(k -G) ]. (17.14)
G
Stad otrzymujemy
Wy (r) :{ch—e expEG m)}exmk ) =uy (r)exp(k @), (17.15)
G

gdzie wprowadzona funkcja(r) jest szeregiem Fouriera po wektorach sieci odvejptzatem ma
ona periodyczn& sieci, co nalgato udowodni.

Wektor k przyjmuje N wartdsci, ktore mana okrgli¢ zaktadajc periodyczne warunki
brzegowe Borna-Karmana

WX y,z+L)=WX y+L,2=WYXx+L,y,2 =Wy, 2, (17.16)
skad wynika,ze sktadowek wektorak mog przybier# tylko wartcci
=0+ 2N AT 2 (17.17)
L L L
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