Temat 16. Model elektronow prawie swobodnych.

16.1. Braki modelu elektronéw swobodnych

Model elektronéw swobodnych pozwala $dodobrze opisa np. ciepto wihaciwe,
przewodné¢ cieplmy i rozszerzalng cieplrp. Model ten nie wyjgnia jednak skd biorg sic
obserwowane tice medzy metalami, potprzewodnikami i izolatorami. W tym celu konieczne
jest uwzgtdnienie periodycznej struktury krysztatu, co prowadzi do periodycznie zmiesig St
potencjatu, w ktorym poruszgjsic elektrony w krysztale. Najwaiejsz cechy rozszerzonego
modelu jest przewidywanigpasm energetycznych elektronéw, rozdzielonychprzerwami
wzbronionymi. Krysztat jest izolatorem gdy dozwolone pasma energetyczicatkowicie puste
albo catkowicie obsadzone. zd&# jedno z pasm dozwolonych jest wypetnionesciowo, to
krysztat zachowuje sijak metal. W przypadku gdy jedno lub dwa pasmalssadzone tylko w
nieznacznym stopniu albo w bardzo matym stopniu nie obsadzone krysztat jest potprzewodnikie

4 energi:

izolator metal potprzewodnik

Rys. 16.1. Schematyczne obsadzenie dozwolonych pasm energii dla izolata&lumi
potprzewodnika. Obszary pocieniowane oznacpagiomy obsadzone przez elektrony.

16.2. Rachunek zaburze n niezaleznych od czasu dla stanéw
zdegenerowanych
Niech Hy bedzie hamiltonianem uktadu niezaburzonego. Réwnanie Schrodingera Isez cza
dla uktadu niezaburzonego ma pdsta
How? =EPw. (16.1)
Zalézmy, ze réwnanie (16.1) zostato zurozwiazane i znane gswartaici wiasne E,© oraz

odpowiadajce im funkcje wlasne. W dalszych rozaaiach dopgcimy degeneracg stanow; tzn.
przyjmiemy, ze jednej wartéci wtasnejE,® maze odpowiada wiele ré&nych funkeji wtasnych

Wi, Y, ..., Wnn®. Dowolrg funkcje falowa P, © uktadu o energiE,® mazna przedstawiw
postaci kombinacji liniowej funkcji wkasnych
_ 0
p _Zanngj) : (16.2)
j

Rownanie Schrodingera dla uktadu, w ktérym hamiltonian ulega niewialkizaburzenivA H'
przyjmie posta

(HO +M:|')'~pn = EnllJn- (16-3)
Funkcg falowg oraz wartéci wiasne w rownaniu (16.3) rozwijamy w szeregiggoive wzgédem
parametru\, przy czym ograniczymy stutaj do poprawek pierwszegodu
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W, =wO@ +ap, (16.4)
E,=E9Q +\EY. (16.5)

Poniewa nie wiemy ktég funkcje wiasm Y, (¥ wybrat we wzorze (16.4) jak,?, wezmiemy ich
kombinacg liniowg. Po podstawieniu wzorow (16.2), (16.4) i (16.5) do rownania (16.3)
otrzymujemy

(Ho +AR '){Zanng?) +A¢gl>] = (Er(f’) +AE® )[Zanng?) +A¢§]1)J . (16.6)
j j
Poniewa rownanie musi by spetnione dla dowolnej wadc parametru\, wigc wyrazy stajce
przy A musza by rowne
H l]J(l) +H" za l]J(O) - E(O)l]J(l) + E(l)zanjw(()) . (16.7)
j
Stad, po pomneeniu lewych stron przeqan 9% i scatkowaniu po catej przestrzeni otrzymujemy

(WO A® r-EQ [¢@ @ dr = [y?” {( By - H)Z anJ(O)}dS (16.8)

Z hermitowskiego charakteru operatéfgoraz z rownania Schrodlngera dla stanu niezabegmn
(16.1) wynika zwizek

[ Aow dr —j(H qJ(O)) WP d*r=eP o vl dr, (16.9)
CcO oznaczaze lewa strona rownania (16.8) musj gerow&. Ponadto zaktadag ortonormalnéc
funkcji Wn @ otrzymujemy

[u@ W dr = (16.10)
W rezultacie wzor (16.8) redukujezsio postaC|
> (Hi -E®3, )anj =0, (16.11)
j

gdzieH'; jest nazywanelementem macierzowym operatéfa
j WO A Pd3r. (16.12)

Wz6r (16.11) przedstawia uktad rown;asdnorodnych, ktory posiada niezerowe ragaiia an;
jedynie wtedy, gdy wyznacznik z macierzy wspotcakdw jest rowny zero
det[Hi'j —Egl)aij] =0, (16.13)
CO PO rozwingciu macierzy mgna zapisa
Hi-EY  Hi;  Hig
Hy,  Hy»-E® Hy .. =0. (16.14)

Jest to tzw. réwnanie wiekowe ktére umdliwia wyznaczenie poprawek energiE,®.
W ostatecznym wyniku przyjmujemyA =1 i otrzymujemy wartei wlasne energii
E =gO0 gd

n n n -

16.3. Model elektronow prawie swobodnych

Rozwamy najpierw model elektronow prawie swobodnych wsktale jednowymiarowym.
Okreslonej wartdci energii elektrontE® bez uwzgidnienia poprawki od potencjatu zabuezaigo
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g© =ﬁ
2m
odpowiadaj dwie wartdci liczby falowej k i -k, a zatem réwnie dwie funkcje falowe dla
elektronéw poruszagych s¢ w prawo i w lewo osk
1

e Ll/ze‘kx, (16.16)

(16.15)

1 s
W, = 12° thx (16.17)
gdzieL jest dtugdcig krysztatu. RoOwnanie wiekowe (16.14) przyjmuje teraz gosta
Hi, -EY  H;
11 o2 0 =0 (16.18)
Ha1 H2, —Ejq
gdzie elementy macierzowe
L
Hi = [Wi 0V (9w ()dx, (16.19)
0
zas V(X) jest okresowym potencjatem oddziatywania elektronu zsstaiatnich jondw o statey

V(x+a)=V(X) i TV(x)dx:O. (16.20)
0

Podstawiajc funkcje falowe (16.16) i (16.17) do wzoru (16.19) otrzymujetrey,diagonalne
elementy macierzowe zeagic ze wzgédu na okresow&t potencjatu

1 L 1 Na
Hip =Hy == [V ()dx=" [V (x)dx=0, (16.21)
Ly L+
zas niediagonalne elementy macierzowwe®&ne od zera
L
Hi =ife_2'ka(X)dx, (16.22a)
0
1% 4
Hyy =Ije+2'ka(X)d X. (16.22b)
0

Po podstawieniu wzoru (16.21) do rownania wiekowego (16.18) otrzymujemy

2
(Er(})) =Hj, Hyy (16.23)
i celem dalszych przeksztafcbedzie wyznaczeniéd';, i H'21. PotencjalV(x) ze wzgedu na jego
okresowd¢ rozwiniemy w szereg Fouriera

+0o .
viy= Y C exp{ ZTXJ, (16.24)
q:—OO

przy czymCy = 0, a jest stad sieci. Ponadto z warunku Borna-Karmap&) = @;(x + L) i funkcji

falowych (16.16) i (16.17) wynikage liczba falowa maze przyjmowa tylko wybrane wartéci
k=2"n=2"" " nnoc. (16.25)

L a N
Po podstawieniu wzoréw (16.24) i (16.25) do (16.22a) otrzymujemy

L +00 :
1 .21 N 21igx
Hi,=—|exp-2— —Xx C,ex dx=
o L£ F{ aleq_Z_:mq F(aj]
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1 &0k 271X n
=— C,e -2—+ dx. 16.26
qu J- ! X{ ( N qﬂ ’ ( :

=—00 O a

W ostatniej sumie zeryisic wszystkie catki z funkcji o okresieetlacym catkowiy wielokrotnccia
a. Niezerowe pozostagylko caitki z funkcji statych dla

n

q=2 N (16.27)
przy czym dla wymaganych catkowitych waton i q # 0 zwigzek mae by spetniony tylko dlan
bedacego catkowi wielokrotngcig N/2. Ze wzorow (16.25)-(16.27) wynika g, ze niezerowa
wartas¢ H'1» = Cq pojawia s¢ tylko dla liczb falowych

k="q qOC i q#0, (16.28)
a

co odpowiada granicom stref Brilluina. Analogiczne ppstanie przeprowadzone dla elementu
H',1 prowadzi take do warunku (16.28). Wakopierwszej poprawka do energii elektronu wynosi

EV =#Hi,[=4Hy =+ Cy. (16.29)

Poprawka ta pojawia gitylko na granicach stref Brillouina, gdzie catktavienergia elektronu
zmienia s¢ skokowo pomgdzy wartgciami

2
()
g0 L g® - a
E=EO+EP = - J_r\cq\. (16.30)
Tak wiec na samej granicy strefy szerék@rzerwy energetycznej ma waito
AE=E,-E_=2Cy. (16.31)

Zaleznos¢ E(K) wynikajgca z modelu elektronéw prawie swobodnych zostategstawiona na
rys. 16.2.a. Zalmosé ta jest paraboliczna jak dla elektronéw swobodniik) = #%/2m za
wyjatkiem niecggtosci na granicach stref, gdzie obaauje wzor (16.30). W otoczeniu punktow
nieciggtosci nie mana stosowadrugiego przyblienia rachunku zaburae

W przypadku jednowymiarowym odcinekr{a, +1Wa) wyznacza | strefBrillouina. Wartgci
wektorak spoza tej strefy mma zredukowa do | strefy przez dodanie pewnego wektora sieci
odwrotnej. Po redukcji przedstawionej na rys. 16.Dtrzymujemy szereg pasm energii
pooddzielanych przedziatami energii wzbronionydwmymi kolejno 2C4|, 2[C,|, ... .

I 7
. B
2r _w 0 @ 2
a

e A i T K
a a e @ &
) Istrefa Brillouina
(a) bez redukgciji do | strefy Brillouina, (b) po redukcji.

Rys. 16.2. Wykres zalencsci energii elektronuE od jego liczby falowejk przewidywanej na
podstawie modelu elektronéw prawie swobodnych dya#atu jednowymiarowego [3].

Rozwamy teraz model elektronéw prawie swobodnych dlaskigtu tréjwymiarowego
Danej energiE® odpowiada nieskiczenie wiele wektoréw
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EO =" K2
2m

przy czym dla ustalonego kierunku fali sive 53 dwa przypadkk orazk' = -k, odpowiadajce

falom rozchodgzcym st w przeciwne strony
1 1 .

Potencjat oddziatywania elektronu z sieana periodyczn@ sieci, zatem mana go rozwigé w
szereg Fouriera

, (16.32)

V(r)=> Vg expiG ), (16.34)
G
gdzie sumowanie przebiega po wektor&chieci odwrotnej My = 0. Elementy macierzowe
Hice =, [expl(k - TV () cr (16.35)

sa rozne od zera wtedy i tylko wtedy, gdy

k =k+G, G=#0. (16.36)
Biorgc pod uwag, ze k' = Kk mazna zapisé warunek (16.36) w postaci obejmcgj obie fale o
przeciwnych wektorach falowych

k?=(k +G)2 (16.37)
Otrzymany warunek opisuje granice stref Brillouina, ktorych pojawiaj si¢c niecihgtosci energii
elektronu, a szerokoi przerw energetycznych wynasz

AE=E, -E_=2Vg|. (16.38)

Warunek (16.37) pokrywa iz warunkiem Bragga dla dyfrakcji promieni X lubut®now na
krysztatach, przy czym wektolky i k' odpowiadag fali padajcej i odbitej. Niecigtos¢ energii jest
wiec zwigzana z odbiciem elektronéw od ptaszczyzn sieciowktiire g§ prostopadite do wektorow
G sieci odwrotnej.

Cykliczne warunki brzegowe Borna-Karmana prowadita N atomowej probki doN
dozwolonych stanéw energetycznych w ramach jedmefysBrillouina, ktorej odpowiada jedno
pasmo dozwolonych energii. Bgmr pod uwag dwie maliwe wartagsci spinu elektronu
otrzymujemy A niezalenych stanéw w kadym pamie. Tak wec pasma energetyczne madgyc
catkowicie zapetnione albo puste tylko w kryszthleatomow o parzystej liczbie elektronow
walencyjnych. W takiej sytuacji przytenie pola elektrycznego nie e doprowadz do zmian
wektoréw falowych elektrondw, czyli krysztat okaeige by¢ izolatorem (np. diament).

W przypadku sieci tréjwymiarowej me dog¢ do zr&nicowania ksztattu i zakresu pasm
energetycznych w #mych kierunkach w przestrzeki co w rezultacie prowadzi do zachodzenia
pasm na siebie w skali energii (rys. 16.3). Elekgr@ energiach z obszaru nakladania gnog
wowczas przechodzimigdzy pasmami w wyniku zderzge co umaliwia przewodzenie pdu.
Znaczne naktadanie pasm powoduje,np. berylowce nalgce do Il grupy uktadu okresowego
stap si¢ metalami.

energia

A

Rys. 16.3. Przyktad naktadania gipasm w metalu lub poétmetalu o
Z  parzystej wartéciowosci [2].

k—
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16.4. Granice stref Brillouina jako obszary nieci  ggto sci energii
W rozdziale 16.3 pokazanaze model elektronéw prawie swobodnych prowadzi do

nieciggtosci energii elektronu w przestrzekiw miejscach spetniagych warunek

k?=(k+G)?, (16.39)
gdzie G jest wektorem sieci odwrotnej. Kdy wektor G jest prostopadly do odpowiedniegj
ptaszczyzny sieciowej. Warunek (16.39)zamy przeksztatéido postaci

2k [G =+G2. (16.40)
Poniewa dla kadego wektora sieci odwrotn§j istnieje wektor &, ktéry jest take wektorem tej
sieci, zwizek (16.40) mgemy zapiséprosciej

2k [G =G2. (16.41)
Stad, po przedstawieniu iloczynu skalarnego w postaGi = K| |G| cosB, otrzymujemy
K| cos =;G , (16.42)

gdzie O jest lgtem pomé¢dzy wektoramik oraz G. tatwo zauwayc, ze kace wektoréwk
spetniajgcych rownanie (16.42) #8 na ptaszczinie prostopadiej do danego wektof@ i
przechodzcej przezrodek tego wektora (rys. 16.4).

[ J
® - Wezly sieci
odwrotnej
k
o“ ©
%G

ptaszczyzna

Rys. 16.4Ptaszczyzna wyznaczona  prZeRys. 16.5. llustracja pojcia pierwszej i
konce wektorow k spetniagcych rownanie dalszych stref Brillouina na przykladzie
(16.42). dwuwymiarowej sieci kwadratowe;.

Rozwaajac razne wektoryG sieci odwrotnej zaczepione w jednyngae mazna stwierdz, ze
ptaszczyzny sieciowe do nich prostopadte zanmykawry przestrzé wokot wezta. Po przeciu
przez granice najmniejszej takiej przestrzeni, @ygnerwsz stref; Brillouina, natrafiamy na
kolejny obszar ograniczony dalej ¥xmi ptaszczyznami oraz granicami 1-ej strefy iyveany
drugg stref; Brillouina. Analogicznie definiujemy dalsze strefy Brillouir(ays. 16.5). Granica
kazdych dwdch stref jest obszarem niggosci energii elektronu.

Znajdowanie pierwszej strefy Brillouina przebiegstpujaco:

1. Wybrany punkgérodkowy Bczymy odcinkami z gsiadami.

2. Przecinamy te odcinki prostopadtymi ptaszczyzinaardwne cgsci.

3. Znajdujemy najmniejszy obszar ograniczony piagzcami i zawierajcy punktsrodkowy.
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