Temat 26. Termodynamiczne modele blokowe wzrostu
krysztatéw

W modelach blokowych wzrostu krysztatow wszystkie zjawiska zachodzace na powierzchni
krysztatu zostaly sprowadzone do przytaczania i odtgczania identycznych blokow fazy statej. Bloki
te moga znalez¢ si¢ tylko w weztach prostej sieci krystalicznej — zwykle prostej sieci regularnej lub
tetragonalne;.

W _termodynamicznych modelach blokowych rozwaza si¢ minimum energii swobodnej
granicy faz. Modele znane z literatury mozna podzieli¢ ze wzgledu na ograniczenia naktadane na
grubos¢ granicy faz ciato state-faza macierzysta:

1. Model Jacksona [1] — granica o grubosci jednej warstwy blokow,
2. Model Mutaftschieva — granica dwuwarstwowa,
3. Model Temkina [2] — bez ograniczen dla grubo$ci granicy faz.

W_kinematycznych modelach blokowych rozwaza si¢ sekwencje elementarnych zjawisk
opisanych poprzez S$rednie czestotliwosci zachodzenia. Takie modele sg glownie podstawa
komputerowych symulacji Monte Carlo.

26.1. Termodynamiczny model Jacksona [1]

W modelu Jacksona rozwazana jest tylko jedna $ciana (001) krysztatu z uktadu regularnego
lub tetragonalnego. Warunki wzrostu krysztalu sa opisane dwoma parametrami:
1). Wspdélczynnik Temkina zdefiniowany wzorem

40
A=—:",
kgT
gdzie 4 — liczba wszystkich bocznych sgsiadéw statych i1 ciektych danego bloku, kg — stala
Boltzmanna, 7 — temperatura, ® — §rednia zmiana energii na jedno wigzanie gdy wymieniany jest
blok z obszaru catkowicie stalego z blokiem z obszaru catkowicie ciektego

1
@ =§((Dss + D)~ Dye (26.2)

(26.1)

gdzie @y, Dp, Dy sa negatywnymi energiami wigzania blokow  odpowiednio
solid-solid, fluid-fluid, solid-fluid.

Zrywane s3:
4 wigzania solid-solid,
4 wigzania fluid-fluid,

powstaje:
8 wigzan solid-fluid.

Rys. 26.1. Przemieszczenie bloku statego pierwotnie wbudowanego w obszar catkowicie staty.

2). Wspdtezynnik chropowacenia kinetycznego - opisuje sit¢ napedowa krystalizacji

, (26.3)

_He7Hs
b kgT
gdzie: ug— potencjal chemiczny fazy cieklej/gazowej (ang. fluid),
Us — potencjaty chemiczne fazy stalej (ang. solid).
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Mozna wykazaé, ze w roztworze doskonaltym
B=In(1+o0), (26.4)
gdzie o jest wzglednym przesyceniem fazy macierzystej. Dla niewielkich przesycen

Bro. (26.5)

Definicja
Roztwoér doskonaly (lub mieszanina doskonata) to taki roztwor (mieszanina), ktory powstajac w
izotermiczno-izobarycznym procesie dyfuzji nie doznaje zmiany objetosci i energii wewnetrzne;.

Definicja
Molowy potencjal chemiczny i-tego sktadnika uktadu opisuje zmiang energii wewnetrznej uktadu U
gdy liczba moli tego sktadnika w uktadzie zmienia si¢ o bardzo matg wartos$¢ dni

Mf{?Uj (26.6)
ani S,V,nj #1;

przy ustalonej wartosci ekstensywnych funkcje stanu: S - entropia, V- objetos¢.

Mozna wykazaé, ze w ukladzie o dowolnej liczbie sktadnikow i = 1,2,... dwie fazy (1)
1 (2) pozostaja w rownowadze, gdy dla kazdego i-tego sktadnika potencjaty chemiczne sg rowne w
obu fazach:

M,('l) — H,('z) (26.7)
Spontaniczny transport materii z fazy (2) do (1) zachodzi gdy

ut <. (26.8)

Stan odniesienia
W modelu Jacksona jako termodynamiczny stan odniesienia (ang. reference state) rozwaza
si¢ jednowarstwowg granic¢ faz ztozong z N = Ng + Ny blokow:
» N blokow w obszarze w 100% statym oraz
» Nrblokéw w obszarze w 100% ciektym/gazowym.
Energia swobodna takiego uktadu

F'= g Ny + pueNe— PV + .., (26.9)

gdzie wyrazenie (— PV + ...) jest nieistotne dla dalszych rozwazan i zostanie pomini¢te. Gdy state 1
ciekle/gazowe jednostki ulegajag wymieszaniu (bez zmiany temperatury, ci$nienia i objetosci) oraz
energia swobodna jest rowna

F=F"+ Al]mix - TASmix; (2610)

gdzie zaklada si¢ stalo$¢ F' podczas mieszania (stalo$¢ potencjatow chemicznych), AUpnix jest
energig mieszania, ASyix jest entropig mieszania.
Energia mieszania AUpix wynika z powstawania wigzan typu solid-fluid w miejsce
rozrywanych wigzan solid-solid oraz fluid-fluid
AU ix =ON =kTo N /4, (26.11)
gdzie Ny jest liczbg wigzan pomigdzy blokami solid-fluid w warstwie graniczne;.

Przyblizenie Bragga-Williamsa

Rozklad statystyczny Ny/N w zalezno$ci od parametréw o i 3 nie zostal analitycznie znaleziony.
Cecha wspolng wszystkich trzech modeli Jacksona, Mutaftschieva oraz Temkina jest wykorzystanie
przyblizenia Bragga-Williamsa (zwanego tez przyblizeniem zerowego rzgdu) w celu oszacowania
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Ng/N. Zaktada si¢ catkowicie losowe wymieszanie blokow statych oraz cieklych/gazowych. W
konsekwencji prawdopodobienstwo znalezienia bloku statego w pewnym wybranym miejscu nie
zalezy od wypelnienia miejsc sasiednich i jest rowne utamkowi blokéw statych wsrod wszystkich
blokow w warstwie x; = Ny/N. Stad wynika, ze

Neg=4 N x5 (1 —xy) . (26.12)
Przyblizenie to prowadzi do zawyzonego oszacowania liczby Ny w stosunku do wynikéw symulacji
Monte Carlo, wskazujacych na preferowanie wigzan mi¢dzy blokami jednego rodzaju.

Entropia w termodynamicznym stanie odniesienia wynosi

S"=0. (26.13)
Entropi¢ po wymieszaniu blokéw statych i ciektych/gazowych wyznaczymy ze wzoru Boltzmanna
Smix = kg In(g), (26.14)
gdzie g jest liczbg sposobdéw na ktére mozna rozmiesci¢ N = Ny + Ny blokow w warstwie
!
g= i . (26.15)
N N¢!
Dla duzych X stosuje si¢ przyblizenie Sterlinga
InX'=XInX-X (26.16)
1 otrzymujemy entropi¢ mieszania
S .
NLk‘;:—xs Inx, —(1-x,)In(1—x;). (26.17)

Wzér Boltzmanna w postaci (26.14) obowiazuje tylko dla stanéw jednakowo prawdopodobnych,
zatem ponownie jest tu uzyte wspomniane wczesniej przyblizenie zerowego rzedu.
Po podstawieniu wzorow (26.3), (26.9), (26.11), (26.12) 1 (26.17) do (26.10) oraz rozwini¢ciu

Ni= (1 = Ng) i ASnix = Smix — S* otrzymujemy

f(xg)= —Bx, < >+ax (I-x)+x,Inxg +(1—x,)In(l-xy). (26.18)
kgT

NkBT
gdzie niezalezny od x; wyraz —ugkg7 mozna pomingé w dalszej analizie funkcji f{x;). Wykres
zaleznosci f(xs) dla wybranych warto$ci parametréw o i B pokazano na rys. 26.3. Mozna pokazac,

ze funkcja (26.18) ma jedno albo dwa minima, a krytyczna warto$¢ Bt przy ktérej zmienia si¢
liczba miniméw jest dana wzorem

Berit = [ohfl 2/a +1In L= \/%J (26.19)
e W przypadku braku przesycenia 3 = 0:
a <2 — funkcja f(x;) ma jedno minimum przy xs = 0,5; stabilna jest mieszanina blokow statych i
ciektych,
oa>2 - funkCJa j(xs) ma dwa minima, ktore przy wzroscie o dazg do granic x; =01 x, =1, tzn.
stabilne s3 niewymieszane obszary niemal ciekle i osobno obszary niemal state.
e Wzrost przesycenia 3 przy o > 2 przyczynia sg do zaniku minimum dla x; bliskiego 0, co
oznacza, ze stabilna pozostaje tylko faza stala i nastgpuje szybka chaotyczna krystalizacja.
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xs - zapehienie warstwy ieri
Xxs - zapelhienie warstwy

Rys. 26.2. Wykresy funkcji f{x;) danej wzorem (26.18) w zaleznosci od parametrow o, i 3.

Badanie liczby minimow funkcji fixs) pozwala na okre§lenie granicznych warto$ci
parametréw a i 3 dla ktorych zanikajg bariery dla swobodnej krystalizacji.

Jedno minimum funkcji fix;) przy B>0

" j oznacza, ze stabilna jest tylko faza stata i nie
14 b ma bariery energetycznej dla  szybkiej
i . chaotycznej krystalizacji — ciggly mechanizm
081 jedno wzrostu. Nastepuje silne  chropowacenie
06§ fimum granicy faz.
i dwa
04 ¢ minima Dwa minima funkcji f{x;) oznaczaja, ze stabilna
02 jest zaréwno faza ciekla jak 1 stala. Wzrost
j “ krysztatu przy B >0 moze odbywac si¢ przez
o rozrastanie si¢ obszarow prawie statych
2 3 4 odpowiadajacych x;~1 (np. dwuwymiarowe
Rys. 26.3. Liczba minimow funkcji f{xs) zarodki, stopnie) kosztem obszaréw niemal
danej wzorem (26.19) w zaleznoSci od ciektych (x; bliskie 0).

warto$ci parametrow o i f3.

26.2. Termodynamiczny model Temkina [2]

Model Temkina jest rozszerzeniem modelu Jacksona w ktérym zlikwidowano ograniczenie na
grubos¢ granicy faz. Przyjmuje si¢ dodatkowe warunki brzegowe:
1) X-o=1 oraz x,,=0. (26.20)
2) Pod kazdym blokiem statym znajduje si¢ blok staty. ZatozZenie to jest znane jako SOS (ang. solid
on solid). Stad

Xpt1 S X s (26.21)

gdzie x, = N, /N jest utamkiem blokow statych w n-tej warstwie.

W modelu Temkina jako stan odniesienia przyjmuje si¢ gltadka granice faz pomigdzy
catkowicie wypelniong warstwg nr 0 i1 pustg warstwg nr 1. Zmiana energii swobodnej Gibbsa
podczas chropowacenia granicy faz

AG = AGy_ + AU iy —TAS i (26.22)
gdzie AGg jest zmiang wynikajaca z zastgpienia blokow statych o potencjale chemicznym g
blokami cieklymi o potencjale pir i odwrotnie, AUpnix jest zmiang energii wigzan pomi¢dzy blokami
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(powstaja wigzania typu solid-fluid w miejsce rozrywanych wigzan solid-solid oraz fluid-fluid),
ASnix jest entropig mieszania blokéw statych i ciektych.

Podczas chropowacenia granicy faz w warstwie poczatkowo statej N(1 — x,) blokow statych
zostanie wymienionych na bloki ciekle, co wigze si¢ ze zmiang potencjatu termodynamicznego o
Ap = pg— s na jeden blok. Analogicznie przytaczenie N x, blokéw statych w warstwie poczatkowo
ciektej powoduje zmiang o —Ap na jeden blok. Zmiana wynikajaca z przylaczania i rozpuszczania
blokow statych w catej granicy faz wynosi

0

AGs_s = Au le (- Z)c } (26.23)

n=—oo
Energi¢ mieszania blokow w ramach jednej warstwy wyznaczany tak samo jak w modelu
Jacksona i1 nastgpnie sumujemy energie po wszystkich warstwach

AUy =kgToN Y x,(1-x,). (26.24)
n=—oo
Z zalozenia SOS wynika, ze mozliwe konfiguracje blokow w warstwie (n+1) moga rézni¢ si¢
tylko w miejscach polozonych ponad statymi sgsiadami z n-tej warstwy. Wsrod tych N-x,, miejsc
jest N-x,,;| blokow statych oraz N(x,, — x,,+) blokow ciektych. Stad liczba konfiguracji
(N x,)!

Znil = . (26.25)
(N X DN G = x))!
Entropia mieszania dla calej granicy faz
n=+o0 |
ASpix =kpIn(g)=kg [ | (Vx,)! (26.26)

n=—00 (an+1)! [N(xn ~ X4l )]' ‘
Wykorzystujac wzor Stirlinga In N! = NIn N — N oraz uwzgledniajagc warunki brzegowe x_, = 1 1
X+ = 0 po przeksztalceniach otrzymuje si¢ (posrednie kroki przeksztatcen podano w pracy [2]):

+00
TASmix =—kTN z(xn _xn+1)1n(xn _xn+l)' (2627)

n=—oo
Po podstawieniu wzorow (26.23), (26.24) 1 (26.27) do (26.22) otrzymujemy calkowita zmian¢
energii swobodnej Gibbsa podczas chropowacenia powierzchni poczatkowo gladkiej

—B{ D (-x,)- Zx :|+oc D ox,(1-x,)+ Z(x X, In(x, —x,,), (26.28)

n=— n=—00 n=—00

NkBT
gdzie a jest wspotczynnikiem Temkma, za$ B wspolczynnikiem chropowacenia kinetycznego.
Energia AG jest funkcja nieskofnczonej liczby parametrow x,. W celu sprawdzenia, kiedy
granica faz bedzie stabilna, nalezy znalez¢ minimum AG wzgledem wszystkich x,. Warunkiem
koniecznym istnienia minimow jest:
O(AG/ NkT)
ox

Uktad réwnan (26.29) zostal rozwigzany tylko na drodze numerycznej [2]. Krzywa B(a)
przedstawiona na rys. 26.4 rozdziela dwa charakterystyczne obszary:
1). Pod krzywa B(a) energia AG posiada jedno minimum wzglgdem kazdego x,, — przy >0

=0 dla wszystkich x,, . (26.29)

n

mozliwy jest tylko warstwowy mechanizm wzrostu przez dwuwymiarowe zarodkowanie lub
wzrost spirali wokot dyslokacji sSrubowe;.
2). Nad krzywa B(c) brak minimum AG wzgledem x,, — brak barier termodynamicznych dla

swobodnego wzrostu krysztalu — ciggly mechanizm wzrostu.
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1,2
B brak minimum G, ] L
powierzchnia E 1 brak bariery dla krystalizacji,
01T niestabilna wzrot ciagty,
08 | chropowacenie kinetyczne
0,01 ¢
0,6 +
0.001 powierzchnia Jackson
stabilna 04| .
Temkin
0,0001 + 02!
o o
0,00001 ‘ : 0 ‘ : ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 1 15 2 25 3 35 4

Rys. 26.4. Liczba miniméw funkcji AG(xs) Rys. 26.5. Porownanie przewidywan
danej wzorem (26.28) w zalezno$ci od wg.modeli Jacksona i Temkina.
wartosci parametrow o 1 3.

Zniesienie ograniczen na grubo$¢ granicy faz w modelu Temkina prowadzi do zauwazalnej
zmiany krzywej o(f}) rozdzielajacej obszary charakterystycznych mechanizméw wzrostu w
porownaniu do analogicznej krzywej w modelu Jacksona, jednakze ksztalt obu krzywych jest
zblizony (rys. 26.5).
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