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Temat 1. Ciato state. Sie¢ krystaliczna doskonata. Symetrie
krysztatow.

1.1. Podstawowe pojecia

Definicja 1.1.

Cialo stale, to cialo w ktérym atomy znajduja si¢ w ustalonych pozycjach wzgledem siebie,
wyznaczajac okreslong sie¢ geometryczng. Dla ciat stalych mozna wprowadzi¢ pojecie pofozen
weztowych (rownowagowych), wokot ktorych atomy wykonujg drgania. Ciato state pod wptywem
niewielkich sit skrecajacych odksztalca si¢ sprezyscie, tzn. posiada sprezystos¢ postaci. Fizyka ciata
statego zajmuje si¢ gtoéwnie krysztatami.
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Definicja 1.2

Krysztal — ciato, w ktorym polozenia wezlowe atomow tworza periodycznie uporzadkowang sie¢

geometryczng.

Definicja 1.3

Polikrysztal — rzeczywiste krysztaty zwykle sg zlepkiem monokrysztatow réznigcych si¢ orientacja

przestrzenng. W warstwie przejsciowej miedzy poszczeg6dlnymi monokrysztalami powstajg liczne
dyslokacje.



Definicja 1.4
Cialo amorficzne — ciato state niekrystaliczne, tzn. cialo w ktéorym nie wystepuje periodyczne

uporzadkowania  dalekiego zasiggu. Mozliwy jest pewien stopien uporzadkowania
krétkozasigegowego.

a). Struktura monokrysztatu.  b). Struktura polikrysztatu. ¢). Struktura ciala amorficznego.
Rys. 1.2. Struktura ciat statych o r6znym stopniu uporzadkowania.

Definicja 1.5
Krystalografia — nauka zajmujaca si¢ zastosowaniem matematycznych praw symetrii do opisu

krysztatow.

Istnienie periodycznego mikroskopowego uporzadkowania poczatkowo byto tylko hipoteza.

Przetomowe odkrycia:

» XVIII wiek — mineralodzy zauwazyli, ze wskazniki opisujace kierunki wszystkich ptaszczyzn
krysztatu sg liczbami catkowitymi.

» Na poczatku XX wieku Max von Laue (1912) oraz William Henry Bragg i William Lawrence
Bragg (1913) stworzyli podstawy badan mikroskopowej struktury krysztalow na podstawie
dyfrakcji promieni rentgenowskich na krysztatach.

Definicja 1.6
Sie¢ Bravais’go (zwana takze siecig prostq) okresla charakter okresowego uporzadkowania w

przestrzeni powtarzajacych si¢ elementéw strukturalnych krysztalu. Elementami tymi moga by¢

pojedyncze atomy, grupy atoméw, molekuty, jony, itp. Istniejg dwie réwnowazne definicje sieci

Bravais’go:

1. Sie¢ Bravais’go jest dyskretnym, nieskonczonym zbiorem punktow przestrzeni,
uporzadkowanych w ten sposob, ze przy obserwacji uktadu z dowolnego nalezacego don punktu
R wzajemne rozmieszczenie punktow uktadu i jego orientacja sg zawsze takie same.

2. Trojwymiarowa sie¢ Bravais’go jest zbiorem tych wszystkich punktéw przestrzeni, ktorych
wektory wodzgce maja postac:

R=n1 al+nzaz+n3a3, (11)
gdzie wspotczynniki n), n,, ny przybierajg dowolne wartosci catkowite, natomiast a;, a,, a; s3
dowolng trojka wektorow nie lezacych w jednej ptaszczyznie. Wektory a;, a,, a3 nazywamy
wektorami prymitywnymi/podstawowym/bazowymi sieci.

Istniejg trzy rodzaje przeksztatcen symetrii krysztalu przeprowadzajacych strukturg krystaliczng
samg w siebie:

1) translacja,

2) przeksztalcenia ze stalym punktem sieciowym, tzn. obroty wokot osi, odbicia wzgledem
ptaszczyzny, inwersja (r — —r).

3) kombinacje przeksztatcen typu 1 1 2.



Dwuwymiarowa sie¢ Bravais’go

Przyktady:

» Prosta sie¢ kwadratowa — sie¢ Bravais’go rozpig¢ta na dwoch prostopadtych wektorach a; i a;
o réwnej dtugosci

» Wierzchotki sze$ciokatow w strukturze ,,plastra miodu” nie tworza ptaskiej sieci Bravais’go.

prymitywna
31“ | +—T komorka
2, elementarna
——— alternatywny wybor
wektorow bazowych
Rys. 1.3. Prosta sie¢ kwadratowa. Rys. 1.4. Struktura plastra miodu.

Dla dowolnej sieci Bravais’go istnieje nieskonczenie wiele ukladow wektorow bazowych, na
ktorych mozna rozpiag¢ sie¢. Najczesciej wybiera si¢ je tak, by mialy najmniejszg dlugos$¢ sposrod
wszystkich mozliwych trojek wektorow.

Tréjwymiarowa sie¢ Bravais’go

Istnieje siedem ukladow wektorow bazowych sieci Bravais’go, ktére generuja 7 ukladow
krystalograficznych. Uwzglednienie mozliwos$ci centrowania $cian i objetosci komorek rozpigtych
na tych wektorach prowadzi do skonstruowania 14-tu mozliwych sieci Bravais’go. Tylko niektore
rodzaje centrowania sa uzyteczne dla danego uktadu wektorow bazowych — przyktadowo uktad
tetragonalny centrowany w podstawie jest rOwnowazny jest rOwnowazny prymitywnej sieci
tetragonalnej o mniejszej komorce elementarne;.

1) uktad trojskosny (ang. triclinic) 2) uktad jednoskos$ny (ang. monoclinic)

a, B,y #90° a # 90° a #90°
B, v =90° B,y =90°

3) uktad rombowy (ang. orthorhombic) — wszystkie katy sg proste.
a¥xb+c axb+*c a¥xb+c axb+c

mRaREy ]



4) uktad trygonalny / romboedryczny 5) uktad heksagonalny (ang. hexagonal)
(ang. thombohedral)
a=f=y # 90°

™~

6) uktad tetragonalny (ang. tetragonal) — wszystkie katy sg proste.
a+c a+c

A

7) uktad regularny (ang. cubic) — wszystkie katy sa proste.

a a
a a
P a I

Rys. 1.5. Czternascie trojwymiarowych sieci Bravais’go. Oznaczenia:
P — komorki proste,

I — komorki centrowane w objgtosci,

F — komorki centrowane $ciennie,

C — komorki centrowane w podstawie.

T

P

2
=
=)

Oznaczenia angielskie stosowane dla uktadu regularnego:
SC — simple cubic,

BCC - body centered cubic,

FCC — face centered cubic.

Definicja 1.7
sie¢ zlozona lub sie¢ z baza — opis polozen atomow w krysztale wymaga umieszczenia

powtarzalnej grupy atoméw w kazdym wezle sieci Bravais’go. W sieci prostej na jeden wezet sieci
przypada jeden atom.

Definicja 1.8
baza atomowa — jeden atom lub grupa atoméw przyporzadkowana do kazdego wezta sieci

Bravais’go.



Definicja 1.9
struktura krystaliczna = sie¢ Bravais’go + baza atomowa.

O

00
R O O@ OOO
o+ + O =©O©O©O
o', o.’ ° Q Q

e struktura krystaliczna
(dwa rozne jony)

Rys. 1.6. Struktura krystaliczna powstajaca przez dodanie bazy do kazdego wezla sieci Bravais’go.

Definicja 1.10
Komérka elementarna/prymitywna — w wyniku translacji o wszystkie wektory danej sieci

Bravais’go wypelnia calg przestrzen bez luk i nakrywania si¢. Komorka elementarna jest komorka o
najmniejszej objetosci. Na komodrke elementarng przypada zawsze jeden wezet sieci. Komoérka
elementarna nie musi by¢ réwnolegloscianem, nie musi tez zawiera¢ weziow sieci w swych
wierzchotkach. Wybor komorki elementarnej nie jest jednoznaczny.

Definicja 1.11
Oczywista komorka elementarna/prymitywna — jest zawsze réwnolegtoscianem zbudowanym z

podstawowych wektordw translacji a;, a,, a3 sieci Bravais’go, tzn. jest zbiorem punktéw postaci:
r=x;a;+x as+xsas, (1.2)
gdzie xi, x2, x3 € [0; 1].

komérka elementarna Rys.1.7. Jeden z mozliwych

dwuatomowa baza wyborow komorki elementarnej w
ptaskiej strukturze typu ,plaster
miodu”.

na czerwono 0znaczono
wektory sieci Bravais’go

Rys. 1.8. Jeden 2z mozliwych
wyboréw wektorow prymitywnych w

komorka

&) regularnej sieci plasko centrowanej
/ prosta/umowna  pCc. jegli wyjéciowa sie¢ regularng

generuja wektory af, ay, az, to
jako wektory prymitywne mozna
wybrac:

1 1
ay=lax+y).  ay=la(y+2).

a, =%a(X+Z).

komorka
elementarna



a) b)
Rys. 1.9. Dwa z mozliwych sposobéw wyboru wektorow prymitywnych w regularnej sieci
centrowanej objetosciowo BCC. Jesli wyjsciowy sie¢ regularng generujg wektory ag, ay, az, to

jako wektory prymitywne mozna wybraé: (a) a; =a%, a,=ay, ay :%a(x+y+2) albo (b)

ay = a(X+9-2), 8, = a(-%+§+2), a3 = a(k -y +2).

Definicja 1.12
Liczba koordynacyjna — liczba najblizszych sgsiadow jednego punktu sieci Bravais’go. Ze

wzgledu na okresowos¢ sieci kazdy punkt ma takg sama liczbe najblizszych sgsiadow. Przyktadowo
prosta sie¢ regularna ma liczbg¢ koordynacyjng réwna 6, w strukturze FCC liczba koordynacyjna
wynosi 12, w strukturze BCC wynosi 8.

Definicja 1.13
stale sieci — rozmiary komorki elementarne;.

Wada komorki prymitywnej zbudowanej na wektorach sieci Bravais’go jest brak pelnej symetrii
sieci.

Definicja 1.14
komorka elementarna Wignera-Seitza — komorka, ktora dobrze odzwierciedla symetri¢ sieci i

zawiera zawsze tylko jeden wezel.

Budowa: ustalony wezet sieci taczy sie ze wszystkimi jego sasiadami (nie koniecznie najblizszymi),
a otrzymane odcinki przepotawia si¢ ptaszczyznami normalnymi. Fragmenty tych plaszczyzn taczac
si¢ tworzg wielos$cian, w $rodku ktérego znajduje si¢ wybrany wezet.

Rys. 1.10. Przyktad budowy komoérki Wignera-Seitza dla
dwuwymiarowej sieci ukos$ne;j.




Rys. 1.11. Komorka Wignera-Seitza sieci BCC w ksztalcie
osmioscianu $cigtego (14 Scian). Otaczajacy szescian jest
komorka umowng z punktami sieciowymi we wszystkich
wierzchotkach 1 w jednym punkcie w srodku sze$cianu (nie
pokazany na rysunku) [1].

Niektore struktury krystaliczne sg na tyle czesto spotykane, ze otrzymaty nazwy wywodzace si¢ od

najpopularniejszych przedstawicieli. W szczegolnosci sg to:

» Struktura chlorku sodu (Rys. 1.12) — sie¢ regularna centrowana powierzchniowo. Jony sodu i
chloru s3 usytuowane na przemian w pozycjach tworzacych sie¢ kubiczng prostg. Inne
przyktady krysztatow o tej strukturze: LiF, PbS, AgBr, MnO,

» Struktura diamentu (Rys. 1.13) — uktad dwoch sieci regularnych centrowanych powierzchniowo
przesuni¢tych wzdhuz gléwnej przekatnej szescianu o jedng czwartg jej dlugosci. We wszystkich
weztach tej sieci znajduje si¢ atomy jednego rodzaju. Kazdy atom otoczony jest czterema
najblizszymi sasiadami tworzacymi tetraedr. Inne przyktady krysztatow o tej strukturze: Si, Ge,
Pb.

» Struktura blendy cynkowej ZnS (Rys. 1.14) — podobna do struktury diamentu ale dwie sieci
FCC s3 zbudowane z innych atomow. W tej strukturze krystalizuje wiele zwigzkow ztozonych z
atomow grup II11 'V, np.: GaAs, GaP, InSb.

» Struktura heksagonalna o najggstszym upakowaniu HCP (ang. Hexagonal Close Packed) — nie
jest to sie¢ Bravais’go, lecz sktada si¢ z dwoch przesunietych heksagonalnych sieci Bravais’go
(Rys. 1.15). W tej strukturze krystalizujg m.in.: Zn, Cd, Be, Mg, Re.

Rys. 1.12. Struktura chlorku sodu [2].



a) potozenia atoméw zrzutowane na S$ciang | b) uklad atomoéw w sze$ciennej komorce
szeScianu komorki umownej. Wezlty 0 1'% | umowne;.

tworza sie¢ FCC, wezly "4 1 % tworza druga

przesunigtg sie¢ FCC.

Rys. 1.13. Struktura diamentu — uktad dwoch sieci regularnych centrowanych powierzchniowo
przesuni¢tych wzdhuz gldwnej przekatnej szescianu o jedng czwartg jej dtugosci [2].

® T\.
N

3

Rys. 1.14. Struktura blendy cynkowej —
analogiczna jak struktura diamentu ale dwie
sieci FCC sg obsadzone przez rézne jony.

a) uktad atomow w kolejnych warstwach. b) dwie podsieci heksagonalne przesuniete

2 1 1
OWthOI‘ I':gal +§az +Ea3 .

Rys. 1.15. Struktura HCP - heksagonalna o najgestszym upakowaniu.



Uktad atomow w krysztale moze wykazywac pewna symetri¢ [4]:

1. Odbicie — na przyklad symetria zwierciadlana wzgledem ptaszczyzny yz jest okre§lona przez
transformacje wspotrzednych: x'= -x, y' =y, z' =z. Obecno$¢ plaszczyzny zwierciadlanej jest
oznaczana symbolem .

2. Inwersja — odbicie wzglegdem punktu opisane przez transformacje wspotrzednych: x'= -x,
y' = -y, z' = —z. Inwersja jest oznaczana symbolem 1.

3. Obroty — obrot wokot pelnej osi o zadany kat prowadzi do uktadu identycznego z poczatkowym.
Liczba takich obrotow sktadajacych si¢ na kat pelny nazywana jest krotnoscig osi. Oprocz
banalnego przypadku obrotu o 360° w krysztatach idealnych mozliwe sg osie dwu-, tr6j-, cztero-
1 sze$ciokrotne oznaczane liczbami 2, 3,41 6.

4. Obroty inwersyjne — obrot po ktéorym nastgpuje inwersja. Osie obrotow inwersyjnych sg

oznaczane symbolami 2, 3, 4, 6.

Definicja 1.15
krystalograficzne grupy punktowe — kombinacje wymienionych powyzej elementow symetrii

(bez translacji). Istnieja 32 rézne grupy punktowe.

Miedzynarodowy system oznaczania grup punktowych

Jednym z najpopularniejszych sposobow oznaczania grup punktowych jest okreslenie zbioru
generatorOw grupy symetrii, np. 4mm oznacza o$ czterokrotng i dwie ptaszczyzny zwierciadlane.
Generatory to minimalny zbiér elementow symetrii, z ktorych mozna odtworzy¢ wszystkie
elementy symetrii. Obowigzuja reguly:

> m jest preferowane przed 2,

» plaszczyzna zwierciadlana prostopadta do osi symetrii jest zapisywana jako 2/m,

» dwa niezalezne zespoty ptaszczyzn zwierciadlanych oznaczamy mm.

Tabela 1.1. Wykaz wszystkich grup punktowych.

Uktad Grupy punktowe

krystalograficzny

Trojskosny 1, 1

Jednosko$ny 2,m,2/m

Rombowy 222, mm2 , mmm

Tetragonalny 4, 4, 4/m, 422, 4mm, 42m , 4/mmm
Trygonalny 3, 3,32,3m, 3m

Heksagonalny 6, 6, 6/m, 622, 6mm, 62m , 6/mmm
Regularny 23, m3, 432, 43m, m3m

1.2. Znaczenie symetrii oSrodkéw

Liczne wlasciwosci fizyczne krysztatow sg opisane tensorami réznej rangi. Na symetri¢
tensora wynikajaca z natury opisywanego zjawiska naktada si¢ symetria wtasna osrodka, okreslona

przez grupe punktowa.

Przyktad 1.1: tensor podatnosci elektryczne;j
Wektor polaryzacji elektrycznej w krysztale jest dany wzorem

Pl' = &0 Yij Ej, (1.3)




gdzie gy — przenikalno$¢ elektryczna prozni, E; — skladowe wektora nate¢Zenia pola elektrycznego,
v - skladowe tensora podatno$ci elektrycznej. Jezeli o$rodek nie wykazuje zadnej symetrii, to
tensor ¢ ma symetri¢ wlasna
Xij = Xji - (1.4)
Jezeli dany osrodek wykazuje pewnag symetrie, to po dokonaniu transformacji osrodka przez
odpowiedni element symetrii nowy zwigzek
P,=¢€y %' E; alborownowaznie P';=gy; E', (1.5)
musi by¢ tozsamy ze zwigzkiem wyjsciowym (1.3).
Jezeli d jest macierzg transformacji odpowiadajgca danemu elementowi symetrii, to wektory
podlegaja transformacji wedlug wzorow

P'=dP, E'=dE, (1.6)
natomiast tensor 7y zapisany w postaci tablicy 3 x 3 transformuje si¢ nast¢pujaco
x' =dyd, (1.7)

gdzie dT jest macierza transponowang wzgledem d.

Nalezy dokona¢ wszystkich mozliwych transformacji poprzez elementy symetrii bedace
generatorami grupy punktowej oraz wszystkie nietozsame ztozenia tych elementow. W rezultacie
otrzymamy uktad dwoch lub wiecej réwnan w postaci (1.3), (1.5), .... Rozwigzanie uktadu
prowadzi do wniosku, ze wraz ze wzrostem symetrii o§rodka zmniejsza si¢ liczba niezaleznych
sktadowych w opisujacym go tensorze (przyktady w Tabeli 1.2).

Tabela 1.2. Zmiany postaci tensora podatnosci elektrycznej ze wzrostem symetrii osrodka.

grupa 1 grupa 2 (0§ 2 || z) grupa 222 grupa 42m
6 niezaleznych skt. 4 niezalezne ski. 3 niezalezne skt. 2 niezalezne ski.
i X1z Xi3 i x2 0 X 0 0 xi 0 0
X=|%2 X2 X3 | A=|X2 X2 O 2= 0 %2 O x=| 0 xu O
X3 A23 X33 0 0 33 0 0 33 0 0 %3

Przyktad 1.2: Niektére zjawiska nie mogg w ogole wystepowaé w krysztatach o specyficznej
symetrii — np. tensor liniowego efektu elektro-optycznego zeruje si¢ w osrodkach posiadajacych
srodek symetrii, np. w grupie punktowej mmm.

Postacie wielu tensorow dla wszystkich grup punktowych sg zebrane w tablicach, np.:
Yu.l. Sirotin, M.P. Shaskolskaya, ,,Fundamentals of Crystal Physics”, Mir Publishers, Moscow
1982.

1.3. Wskazniki ptaszczyzn krystalicznych

Definicja 1.16
Plaszczyzna sieciowa nazywamy dowolng plaszczyznge zawierajaca co najmniej trzy

niewspotliniowe punkty sieciowe.

Orientacj¢ plaszczyzny sieciowej opisuje si¢ przy uzyciu wskaznikéw Millera wyznaczanych

nastepujaco:

» Znajdujemy wspotrzedne &', k', I’ przecigcia plaszczyzny z osiami w jednostkach statych sieci
ay, az, as.

» Tworzymy odwrotnos$ci 1/h', 1/k’, 1/1".

» Znajdujemy wskazniki Millera (4 k) jako trzy najmniejsze liczby catkowite o tym samym
stosunku jak dla odwrotnosci 1/A', 1/k', 1/1'.

» Jezeli np. h' — oo, to odpowiedni wskaznik Millera zapisujemy /4 = 0. Ujemny wskaznik np. 4
zapisujemy jako /.
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ptaszczyzna
3 sieciowa
(634

Rys. 1.16. Przyklad wyznaczania wskaznikow plaszczyzny sieciowej (634). Dana plaszczyzna
przecina osie w punktach wskazywanych przez wektory 2a;, 4a,, 3a;. Odwrotno$ciami

wielokrotnosci wektoréw sg liczby 1/2, 1/4, 1/3. Najmniejsze liczby catkowite o tym samym
stosunku to 6, 3, 4.

A . A .
1 1
(010) (110)
y ! ‘/
1y 1y
1 1
/¥ :
t z A
I ’ /
(111)
> 1 |
1y _
110)
1 0 >
X X 1 Y

Rys. 1.17. Przyktady wskaznikow wazniejszych ptaszczyzn sieciowych.

Definicja 1.17
Rodzina plaszczyzn sieciowych — zbior rownoleglych i réwnoodleglych ptaszczyzn sieciowych,
ktore razem wzigte zawierajg wszystkie punkty trojwymiarowej sieci Bravais’go.

1.4. Kwazikrysztaly / quasi-krysztaly (ang. quasicrystals)

Kwazikrysztaty zaobserwowat po raz pierwszy Dan Shechtman w 1982. W 2011 roku Dan
Shechtman otrzymat za odkrycie kwazikrysztatow Nagrode Nobla w dziedzinie chemii. Cecha
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charakterystyczng kwazikrysztalow jest obecno$¢ elementéw symetrii wykluczonych przez
klasyczng krystalografie. Dotychczas udokumentowano eksperymentalnie wystepowanie osi
symetrii 5-, 8-, 10- 1 12-krotnych.

Czy kwazikrysztat jest krysztalem?

» Argument za: kwazikrysztaly wykazujg wyrazne dyskretne widmo dyfrakcyjne, co wskazuje na
istnienie uporzadkowania dalekiego zasiggu (rys. 1.18). Uporzadkowanie to ma charakter
orientacyjny.

» Argument przeciw: szczelne wypelnienie przestrzeni komoérkami o jednym ksztalcie nie daje
mozliwosci zbudowania struktury posiadajacej o$ 5-, 8-, 10- lub 12-krotng. W konsekwencji
fundamentalne pojecia klasycznej krystalografii takie jak symetria translacyjna w przestrzeni
trojwymiarowej 1 sie¢ Bravais’go nie maja zastosowania do kwazikrysztatow.

Rys. 1.18. Przyktad diagramu dyfrakcyjnego kwazikrysztatu 3D.
Zrodto: http://spacecollective.org/michaelerule/5810/Quasicrystal-Diffraction-Patterns

Definicja 1.18 (rewizja definicji ,.krysztatu™)

Odkrycie kwazikrysztaloéw zobligowato Miedzynarodowag Uni¢ Krystalograficzng do zmiany w
1991 roku dotychczasowej definicji krysztatlu opartej na translacyjnej symetrii trojwymiarowej
sieci. Obecnie za ,krysztal” uwaza si¢ kazde cialo wykazujace dyskretny diagram dyfrakcyjny.
Ponadto zdefiniowano pojecie ,krysztal aperiodyczny” jako dowolny krysztal, w ktorym nie
mozna rozwazac istnienia trojwymiarowej okresowosci sieci [*].

[*] International Union of Crystallography (1992). "Report of the Executive Committee for 1991".
Acta Cryst. (1992), vol. A48 (6), str. 928, doi:10.1107/S0108767392008328.

Kwazikrysztaly mozna podzieli¢ na dwa rodzaje:

1) Kwazikrysztaly trojwymiarowe / ikozaedryczne (ang. icosahedral) - nie wykazuja okresowosci
translacyjnej w zadnych kierunku.

2) Kwazikrysztaly dwuwymiarowe (ang. polygonal or dihedral quasicrystals), ktore majg o$ 8-, 10-
albo 12- krotng 1 wykazujg translacyjng okresowos¢ tylko wzdtuz tej osi.
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Robert Berger i Maciej Mende udowodnili w roku 1966, ze mozliwe jest szczelne
nieokresowe pokrycie plaszczyzny (parkietaz) przy uzyciu kafelkbw o skonczonej liczbie
ksztattow. Najprostsze pokrycie odkryl Roger Penrose w 1973 (ang. Penrose tiling), w ktorym
wymagane sg tylko dwa rodzaje romboéw (rys. 1.19). Rozmieszczenie refleksow dyfrakcyjnych
generowanych przez kwazikrysztaly jest charakterystyczne dla aperiodycznych dwuwymiarowych

pokry¢.

Rys. 1.19. Pokrycie Penrose ztozone z dwoch
rodzajow kafelkow.

Materiaty kwazikrystaliczne

Pierwsze zbadane kwazikrysztaty zostaly znalezione w rosyjskich gorach. Prawdopodobnie sg
to materialy pochodzenia kosmicznego. W laboratoriach kwazikrysztaty wytwarza si¢ od 1984
roku. Kwazikrysztaly tworza sie¢ zwykle w trojsktadnikowych stopach popularnych pierwiastkow,
dla przyktadu: Al-Cu-Fe, Al-Ni-Co, Al-Pd-Mn.

Pierwsza generacja kwazikrysztaldéw byla uzyskiwana podczas szybkiego przechlodzenia
stopu metali ze stanu ciektego. Uzyskana w ten sposob struktura jest stanem posrednim miedzy fazg
amorficzng a faza krystaliczng a utozenie atoméw nie odpowiada minimum energii swobodnej.
P&zniej otrzymano takze stabilne struktury kwazikrystaliczne dla $cisle okreslonych sktadow
stopow metali, np. Al 2(CuFe)o3s.

Struktura 1 wlasciwosci kwazikrysztatow sg catkowicie odmienne od struktury i whasciwosci
pierwiastkéw wchodzacych w sktad stopu. Materialy te wykazuja:

» wysoka wytrzymato$¢ mechaniczna,

» wyjatkowa odpornos¢ na korozje,

» niskie przywieranie.

Stal z powloka kwazikrystaliczng znalazla juz zastosowanie do produkcji wysokiej jako$ci ostrzy
do golenia oraz igiet lekarskich. Trwaja prace nad kolejnymi zastosowaniami...
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Temat 2. Sie¢ odwrotna.

Definicja 2.1
Sie¢ odwrotna — jezeli dane s3 wektory podstawowe a;, a,, a3 sieci prostej, to sie¢ odwrotng

definiujemy poprzez wektory podstawowe

b;=2n—*"—"—, (2.1)
ay-(a; xaz)
b,=2n 378 2.2)
a;-(apxaz)
by=2n 1782 2.3)
a;-(ap xaz)
przy czym
Q= |a1 . (az X 33)| = |32 . (a3 X 31)| = |a3 . (a1 X a2)|, (24)
jest objetoscig komorki elementarnej sieci prostej. Wektory sieci odwrotnej bedziemy dalej
oznaczac przez K
K=m; by +my by +m3b;, (2.5)

gdzie my, my, ms sa liczbami catkowitymi. Jednostka wektoréw sieci prostej jest [m], jednostka
wektorow sieci odwrotnej jest [1/m].

Definicja 2.2
Sie¢ odwrotna jest zbiorem tych wszystkich wektorow falowych K, dla ktorych fale ptaskie maja

okresowos¢ sieci Bravais’go (krystalicznej).

Whiosek: obraz dyfrakcyjny krysztatu jest obrazem sieci odwrotne;.
Definicj¢ 2.2 mozna wyprowadzi¢ z definicji 2.1.

Dowéd 2.1
Ze wzordéw (2.1)-(2.3) wynika, ze
a; - bj =2n Slj (26)
Fale ptaska w punkcie o wektorze wodzacym r w chwili £ mozna zapisac
Y(r, 1) = A4 exp[i(K'r + ® 7)]. (2.7)

Stad wynika, Ze fala ptaska w punkcie R + r, gdzie R jest wektorem sieci proste;j
YR+, ) =Aexp[i(K-R+K'r+ o?)]=Y(r, ) exp[i(K-R)] =
=Y(r, t) exp[i 2n(nim; + noym, + nyms)] = Y(r, ©). (2.8)

Wiasciwosci sieci odwrotnej:
1. Sie¢ odwrotna jest siecig Bravais’go.
2. Kazdy wektor K sieci odwrotnej jest prostopadty do odpowiedniego zbioru ptaszczyzn sieci
prostej Bravais’go (sieci krystalicznej).
dla kazdego K K =/b; + kb, + /b3, (2.9)
gdzie h, k, [ s3 wskaznikami Millera generujacymi ptaszczyzny sieci prostej Bravais’go.
3. Odlegto$¢ migdzy ptaszczyznami sieci krystalicznej o wskaznikach Millera A, k, [ jest rowna
2n

dypy=—""-——1. 2.10
IR (kD) (2.10)
4. Objetos¢ komorki sieci odwrotnej
3
Vi :(2;‘), @.11)

r
gdzie V; jest objetoscig komorki elementarnej sieci proste;.
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5. Siec prosta (krystaliczna badz Bravais’go) jest siecig odwrotng do swojej sieci odwrotne;.
6. Komorka elementarna sieci odwrotnej nie musi by¢ prostopadtoscianem (nawet gdy komorki
sieci elementarnej sg prostokatne).

Definicja 2.3
Pierwsza strefg Brillouina nazywany komodrke elementarng Wignera-Seitza skonstruowang dla

sieci odwrotnej. Druga strefa Brillouina jest obszarem zawartym migdzy brzegiem pierwszej
strefy a plaszczyznami potowigcymi odcinki taczace wybrany wezet sieci odwrotnej z jego
nast¢gpnymi sasiadami. Analogicznie konstruuje si¢ dalsze strefy.

b,
5 N

Z 1 N\

Ny | strefa

—
—

E:J/\i% \x};» | | strefa

SN—t—7 ,,
\_'_,\\J_/' Rys. 2.1. Dwie pierwsze strefy Brillouina dla
sieci kwadratowe;.

Grupa punktowa symetrii pierwszej strefy Brillouina oraz grupa symetrii sieci odwrotnej jest taka
sama jak grupa symetrii danej sieci krystalograficzne;.

Znaczenie [ strefy Brillouina

Komorki sieci odwrotnej zbudowane na wektorach bazowych sieci b;, b,, b; sg malo uzyteczne.
Rozpraszanie fal na krysztatach jest blisko zwigzane ze strefami Brillouina. Kazda fala o wektorze
falowym poprowadzonym ze $rodka pierwszej strefy Brillouina do jej granicy jest Zrodlem fali
ugietej. Dlatego sie¢ odwrotng krysztalu mozna wyznaczy¢ doswiadczalnie na podstawie analizy
rozpraszania promieni X lub neutrondéw przez ten krysztat.
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Temat 3. Defekty sieci krystaliczne;.

Do najwazniejszych rodzajow defektow w krysztatach naleza:

1). Defekty punktowe, czyli luki w sieci 1 atomy miedzyweztowe. Te defekty sa najczesciej
spowodowane przez domieszki. Dokladno$é oczyszczania krysztatéw dochodzi do 107° %.
Wystepowanie tych defektow mozna przewidzie¢ nawet dla krysztaldéw idealnie czystych na
podstawie warunku rownowagi termodynamicznej. Defekty punktowe determinujg catkowicie
przewodnictwo elektryczne krysztatow jonowych 1 silnie wplywaja na ich wlasciwosci optyczne.

2). Defekty liniowe = dyslokacje. Z warunku rownowagi termodynamicznej wynika znikomo mata
liczba defektow tego rodzaju. Dyslokacje pojawiaja si¢ jednak czesto w rzeczywistych krysztatach,
wptywaja na szybko$¢ wzrostu krysztalow 1 powodujg obnizenie wytrzymatosci krysztatow na
$cinanie.

3.1. Defekty punktowe

Defekty punktowe czgsto wystepujace w siect, to:
» defekty Schottky’ego — wakanse zamiast atomow w wezlach sieci,
» defekty Frenkla — wakanse stowarzyszone z atomami mi¢dzywezlowymi.

@ atom poza siecia

® ® 0*\00

@ atpm migdzyweztowy
4

./. C/..

QIHT. .luf‘.
® J ® o o

Rys. 3.1. Powstawanie defektéw Frenkla. Rys. 3.2. Powstawanie defektéw Schottky’ego.

Rozwazmy monoatomow3 sie¢ Bravais’go. Warunkiem réwnowagi krysztatu w statej temperaturze
T 1 poddanego statemu ci$nieniu p jest osiggni¢cie minimum potencjatu termodynamicznego Gibbsa

G=U-TS+pV, (3.1)
gdzie U jest energia wewngtrzng krysztatu, V jego objetoscia, zas S entropig. Dla zwyktych wartosci
ci$nienia (rzedu cisnienia atmosferycznego) mozna zaniedbac iloczyn pV, znacznie mniejszy od
pozostalych wyrazéw w rownaniu (3.1), co prowadzi do minimalizacji energii swobodnej krysztatu

GrF=U-TS. (3.2)
Dla liczby luk » << N mozna oczekiwac, ze energia swobodna bedzie zaleze¢ wylacznie od n, przy
braku zalezno$ci od sposobu rozmieszczenia luk. W przypadku gdy wszystkie konfiguracje sa
jednakowo prawdopodobne entropi¢ opisuje formuta Boltzmanna

S ~ kg In(g), (3.3)
gdzie kg = 1,381 J/K jest statg Boltzmanna, g jest liczba sposobow na jakie n luk mozna rozmiesci¢
w N weztach sieci
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N!

EX (N=mm” G4
Wykorzystujac przyblizenie Sterlinga dla duzych wartosci X
InX'~XInX-X (3.5)
otrzymujemy
) :kBln(N_njszln[Nj. (3.6)
on|y n n
Energi¢ wewnetrzng mozemy zapisa¢ w postaci
U= Ur(’)wn + Uharm (37)

gdzie U™ jest energia wewnetrzna dla atoméw w potozeniach rownowagowych, U™™ jest energia
drgah wokél polozen rownowagi (energia fononéw). Typowo skladnik U™™ << U™ i mozna
uwazac, ze energia € potrzebna do usuni¢cia jednego jonu z sieci jest wielkoScig niezalezng od
temperatury rowng &

_ 8U\ N aUrown‘

£ ~
on ‘T on

=§,. (3.8)

:

Po podstawieniu réwnan (3.6) 1 (3.8) do warunku osiggania ekstremum przez energi¢ swobodna

or =0 (3.9)
on|r
otrzymujemy
n~ Nexp ~% || (3.10)
kgT

Typowo energia & jest rzedu kilku eV, zatem &) >> kgT.

W powyzszych rozwazaniach zalozyliSmy mozliwo§¢ wystepowania tylko jednego rodzaju
defektu, w postaci luki w wezle sieci Bravais’go. W ogo6lniejszym przypadku krysztatu ztozonego z
atomow wielu rodzajow wystepowac beda rézne rodzaje luk. Ponadto moga pojawi¢ si¢ dodatkowo
atomy w potozeniach miedzy weztowych. Jezeli poszczegolne defekty sg od siebie niezalezne, to
liczba defektow j-tego rodzaju wyniesie

_“_-:]
B

gdzie N; jest liczba tych weztow sieci, w ktorych moga si¢ pojawi¢ defekty j-tego typu.

W przypadku wystgpowania zaleznosci pomiedzy liczbami defektow roéznych typow powyzszy
zwigzek trzeba wyprowadzi¢ inaczej. Defekty Frenkla i Shottky’ego sa zwigzane gilownie z
krysztatami jonowymi, dla ktéorych musimy uwzgledni¢ warunek neutralnosci elektrycznej
krysztatu

J

gdzie g; jest tadunkiem zwigzanym z defektem j-tego typu (np. g;=+e dla luki w wezle
zajmowanym normalnie przez jon ujemny). Zamiast minimalizacji potencjatu G postuzymy si¢
teraz metoda mnoznikow Lagrange’a i b¢dziemy minimalizowaé wyrazenie
G+1).q;n; . (3.13)
J
Wykorzystujac przyblizenia analogiczne do tych zastosowanych w wyprowadzeniu wzoru (3.10)
otrzymamy teraz

17



E +Aq;
n;=N; exp(—JkTqu, (3.14)
B

gdzie nieznany jeszcze mnoznik A znajdziemy wykorzystujac warunek (3.12).

Zazwycza] najnizsza energia & dla tadunkéw o danym znaku lezy w odlegtosci wielu
jednostek kg7 od nastepnej najnizszej energii dla pozostatych defektow o tym samym znaku. W
takiej sytuacji w krysztale bedzie dominowac tylko jeden typ defektu o tadunku dodatnim i jeden
typ defektu o tadunku ujemnym, a ich liczba wyniesie

n, =N, e~ (&+he)/(kgT) ’ (3.15)
n =N_ e—(&r—xe)/(kBT) , (3.16)
gdzie & = min (£;), & = min (&;) . Dla wszystkich innych defektow
qj=+e j=—e
n; << n, dla defektow o tadunkach dodatnich, (3.17)
n; << n_, dla defektow o fadunkach ujemnych. (3.18)

Pomijajac te pozostate defekty, warunek neutralnosci elektrycznej z dobrym przyblizeniem mozna
zapisac

ne=n_ (3.19)
Nieznany mnoznik A mozna usung¢ obliczajac iloczyn rownan (3.15) 1 (3.16)
non_=N,N_e &r&)/Ual) (3.20)

Stad 1 z warunku (3.19) otrzymujemy ostatecznie

n,=n_=|N,N_ e &+&)CkD)| (3.21)

Whiosek:

Warunek neutralnosci elektrycznej prowadzi do zmniejszenia koncentracji najczesciej spotykanego
typu defektow z réwnoczesnym wzrostem koncentracji najczesciej spotykanych defektow
przeciwnego znaku.

3.2. Defekty liniowe = dyslokacje

Rozwazmy odksztalcenie $cinajace idealnej sieci krystalicznej pod wptywem przytozonej sity.
Miarg odksztalcenia jest x/d (rys.3.4b) gdzie x jest przesuni¢ciem plaszczyzny sieciowe]
réwnolegle do sasiedniej ptaszczyzny, d jest odlegloscia ptaszczyzn.

D A
R
a) b 9 o

Rys. 3.4. Krysztat idealny poddawany rosngcemu odksztatceniu. (a) krysztal nieodksztatcony,
(b) krysztal odksztatcony, (¢) krysztat tak mocno odksztatcony, ze jego konfiguracja nie rézni si¢
od krysztatu nieodksztatconego [1].
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Dla matych wartosci sity odksztatcajacej F mozemy oczekiwac¢ liniowej zaleznosci odksztatcenia
x/a od F. Energia zwigzana z odksztatlceniem u(x) przypadajaca na jednostke objetosci krysztatu

bedzie wigc funkcja kwadratowa
2
"= 1(’“) G, (3.22)

2\d
gdzie G jest modutem sprezystosci rzedu 10 + 10" N/m?.

Dla duzych wartosci odksztatlcen wzor (3.22) przestaje obowigzywac. Energia u nie moze
rosna¢ nieograniczenie ze wzrostem x, bo dla x =a (Rys. 3.4.c) struktura krysztatu nie rézni si¢
niczym od krysztatu nieodksztalconego (Rys. 3.4.a). Energia odksztatcenia jest zatem funkcja
okresowa u(x + a) = u(x) 1 jej maksimum mozemy spodziewac si¢ dla x = a/2 (Rys. 3.5.a).

Naprezenie $cinajgce jest dane wzorem

du
oc=d—. (3.23)
dx
a) b) d
A = du
uix] liGA alx)=gx tau)
Ld '”__—/1
/1
O 47—
4 M
q |
|
|
I
i . [ i |

0 al2 a x 0 | a/ a2 a x

Rys. 3.5. (a) energia u towarzyszaca odksztalceniu $cinajgcemu x, (b) naprezenie Scinajace  w
funkcji odksztatcenia x [1].

Dla pewnego przemieszczenia x pomiedzy 0 i a/2 zalezno$¢ u(x) musi mie¢ punkt przegigcia, w
ktorym naprezenie o osigga maksimum (Rys. 3.5.b). Przyjmijmy, ze jest to punkt x=a/4 1
oszacujmy rzad wartosci krytycznego naprezenia S$cinajagcego dokonujac liniowej ekstrapolacji
zalezno$¢ o(x) wynikajacej ze wzorow (3.22) 1 (3.23)

2
o, —d % lm G
dx|2\d
x=al4

Powyzsze zgrubne oszacowanie prowadzi do wartosci G, rzedu 10"° N/m?, natomiast wyznaczone
do$wiadczalnie wartosci dla probek monokrystalicznych moga byé az do 10 razy mniejsze!
Przyczyna tej niezgodnosci, jest wystgpowanie w rzeczywistych krysztatach dyslokacji o gestosci
rzedu od 10% do 10" 1/cm’. Lokalne naprezenie sieci w poblizu dyslokacji jest tak duze, ze
przesunigcie dyslokacji wymaga wzglednie matych dodatkowych napr¢zen. Przesunigcie dyslokacji
na odlegltosci rzedu rozmiaréw krysztatu sprowadza si¢ do przesunigcia o stalg sieciowg dwoch
potowek krysztatu.
Wyrdznia si¢ nastepujace typy dyslokacji:
a) dyslokacja krawedziowa (Rys.3.6.a) — powstaje po usunig¢ciu z krysztatu polptaszczyzny
atomowej,
d) dyslokacja Srubowa (Rys.3.6.a) — powstaje po przesunigciu czgsci krysztatu wzdluz
potptaszczyzny atomowe;.
W og6lnym przypadku miejsca najwigkszego zaburzenia sieci moga uktadac¢ si¢ w dowolne linie
krzywe, w tym rowniez linie zamkniete oraz konczace si¢ na powierzchni krysztatu. Podczas jego

=27 (3.24)
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hodowli dyslokacje srubowe konczace si¢ na powierzchni sg przyczyng tworzenia si¢ spiral wzrostu
prowadzacych do znacznego przyspieszenia wzrostu krysztatu.

a) b)

kierunek ruchu
dyslokacji

linia
dy<iokacfi

=> (kierunek poslizgu}
Rys. 3.6. (a) odksztatcenie przez poslizg zwigzane z ruchem dyslokacji krawedziowej. (b) Poslizg
zwigzany z ruchem dyslokacji srubowe;j [1].

Paradoks

Wytrzymato$¢ na naprgzenia probek krystalicznych niskiej jakosci moze by¢ bliska wytrzymatosci
oszacowanej teoretycznie we wzorze (3.24). W miar¢ poprawiania struktury krystalicznej probek
ich wytrzymato$¢ maleje. Takg zalezno$¢ wyjasnia si¢ blokowaniem ruchu dyslokacji przez liczne
domieszkami, defekty punktowe i inne dyslokacje. W miar¢ oczyszczania i doskonalenia struktury
krysztatu ruch dyslokacji napotyka coraz mniej przeszkod. Jezeli uda si¢ usungé wszystkie
dyslokacje, to znéw otrzymujemy material twardy.
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Temat 4. Wigzania krystaliczne. Wigzanie van der Waalsa.

4.1. Klasyfikacja wigzan

Sity miedzyatomowe dla malych odleglosci s3 odpychajace a dla duzych odlegtosci
przyciagajace. Rownowaga migdzy tymi sitami nastgpuje dla odleglosci migdzyatomowych rzedu
107" m. Stanowi rownowagi odpowiada minimum energii potencjalnej U.

F f U
|
|
|

rok/ ) Vr

Rys. 4.1. Typowa zalezno$¢ sity F dzialajagcej migdzy atomami oraz zwigzanej z nig energii
potencjalnej U od ich wzajemnej odlegtosci 7 [3].

Definicja 4.1
Energia wigzania — minimalna energia konieczna do rozdzielenia czasteczki (krysztalu) na

nieskonczenie odlegte atomy (czasami na mniejsze czasteczki).

Odpychanie pomiedzy atomami jest konsekwencja nakladania si¢ funkcji falowych
elektronow z roznych atomoéw. Z powodu obowigzywania zakazu Pauliego pierwotne poziomy
energetyczne elektronow w oddziatywujacych atomach ulegaja zwigkszeniu, co jest rownowazne
pojawieniu si¢ sit odpychajacych. Sity odpychajace bardzo szybko zwigkszaja si¢ przy zblizaniu
atomow. W zwiazku z tym w wielu zagadnieniach fizyki statystycznej uzywa si¢ modelu sztywnych
kul, ktére sa przyblizeniem rzeczywistych atomow. W tym modelu jedynym parametrem
zwigzanym z odpychaniem jest promien kul.

Wiazania dzielimy ze wzgledu na rodzaj sit przyciggajacych. Wszystkie sity przyciagajace
mi¢dzy atomami maja gldwnie charakter elektrostatyczny, natomiast oddziatywania magnetyczne
maja znikome znaczenie.

W zalezno$ci od sposobu naktadania si¢ elektronowych funkcji falowych rozroznia si¢ pieé
typoéw wigzan:

1) wigzania kowalencyjne,

2) wigzania jonowe,

3) wigzania metaliczne,

4) wigzania Van der Waalsa (krysztaty o takim wigzaniu nazywamy krysztatami Van der Waalsa
lub molekularnymi),

5) wigzania wodorowe.

Krysztalty mozna podzieli¢ ze wzgledu na typ dominujgcego wigzania:

1). Krysztaly kowalencyjne, w ktorych gestos¢ elektronowa w przestrzeni migdzyweziowej jest
znaczna, jednakze uprzywilejowane sg wybrane kierunki, co w jezyku chemii nazywane jest
»wigzaniem”. Przyktadem krysztatlu kowalencyjnego jest diament (rys. 4.1 i 4.2) — dielektryk z
przerwa energetyczng o szerokosci 5,5 eV. Wigzania kowalencyjne dominujg takze w krysztatach
krzemu i germanu.
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ﬂ Rys. 4.1. Pogladowa struktura wigzan w diamencie. Kazdy z atomow
oddaje do wigzania jeden elektron. Analogiczne wigzania tworzy
german i krzem.

Rys. 4.2. Rozktad elektronowej gestosci tadunku na przekroju ptaskim diamentu. (a) punkty o statej
gestosci tadunku [elektrony/A’], (b) potozenie ptaszczyzny przekroju przez umowng komorke
szes$cienng [1].

2). Krysztaly jonowe tworza si¢ dla zwigzkéw pierwiastkow silnie elektrododatnich (gléwnie 1
grupa uktadu okresowego: Li, Na, K, Rb, Cs) z pierwiastkami silnie elektroujemnymi (gtéwnie VII
grupa: F, Cl, Br, J). Krysztaty jonowe zbudowane s3 z jonéw, np. Na" i ClI”, w ktérych rozktad
elektrondw jest stabo zaburzony w poréwnaniu do rozktadu w jonach swobodnych (rys. 4.3). Sity
elektrostatycznego oddziatywania pomiedzy jonami decyduja o witasciwosciach tych krysztatow.
Prawie wszystkie krysztaty jonowe krystalizuja w strukturze NaCl. Wyjatkiem sg np. CsCl, CsBr,
Csl.

an 9 T Rys. 4.3. Elektronowa gestos¢

| tadunku  [elektrony/A’]  w

‘o zawierajacej oba rodzaje jonoOw

ptaszczyznie NaCl wyznaczona

na podstawie danych o dyfrakcji

promieni rentgenowskich. Mate

odcinki prostopadte do linii statej

gestosci ilustrujg granice bledu
statystycznego [1].

)

\Y,
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Oprocz krysztatow o jednoznacznych witasciwosciach kowalencyjnych (C, Si, Ge) albo jonowych
(NaCl, KCl) istnieje szereg materiatéw o cechach mieszanych (rys. 4.4).

Rys. 4.4. Uproszczony obraz cigglego przejScia od idealnych krysztatow kowalencyjnych do
idealnych krysztatéw jonowych [1].

3). W metalach dochodzi do silnego naktadania si¢ elektronowych funkcji falowych sasiednich
jondéw (rys. 4.5.b). Elektrony wigzania poruszaja si¢ swobodnie w catym krysztale i tworza
jednorodny gaz elektronowy.

1

2s

neon

Rys. 4.5. Radialna funkcja falowa T'e(r) dla (a) neonu [1s? 2s° 2p°], ktory tworzy krysztaty
molekularne i (b) metalicznego sodu [Ls® 2s* 2p° 3s']. Funkcje falowe wykreslono wokot dwoch

najblizszych sasiadow w ciele statym [1].

Rozktady gestosci tadunku charakterystyczne dla czterech podstawowych grup krysztatow
przedstawiono na rys. 4.3.
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c)

krysztat molekularny

O

OO

krysztat kowalencyny

® @

metal

Rys. 4.6. Uproszczony rozktad tadunku w podstawowych typach ciat statych. Zakreskowane krazki
oznaczaja dodatnio natadowane jadra, a pozostale zaznaczone obszary odpowiadaja znacznej
gestosci elektronow [1].

Tabela 4.1. Klasyfikacja cial staltych ze wzgledu na typ wigzania.

Rodzaj ciata Energia przewodnictwo wiasciwosci wiasciwosci struktura
statego wigzania elektryczne magnetyczne optyczne krystaliczna
[kcal/mol]*
krysztaty 150 — 400 Brak diamagnetyki Silna absorpcja w FCC,
jonowe przewodnictwa podczerwieni i
LiF 216 elektronowego, nadfiolecie. BCC
NaCl 153 staby prad Fotoprzewodnictwo.
CaF, 401 jonowy
kowalencyjne 80 —300 Potprzewodniki. | diamagnetyki Absorpcja i Okreslona
diament 170 Przewodnictwo fotoprzewodnictwo w przez
Ge 85 zalezy od podczerwieni. warto§ciowos¢
Si 273 koncentracji
domieszek.
metale 20 — 200 Silne para- lub Odbijaja FCC,
Na 25,9 przewodnictwo | diamagnetyki promieniowanie HCP
Fe 94 elektronowe widzialne i w bliskiej
w 210 podczerwieni.
Cu 81,0
krysztaly 1-20 Bardzo dobre na ogot Zalezne od rozna
molekularne izolatory diamagnetyki | wlasciwosci molekut
(van der Waalsa)
Ar 1,77
H, 2,44
1, 18,9
CH, 2,40

* 1 kcal =4186,8 J
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4.2. Wigzanie van der Waalsa

Wigzanie van der Waalsa to dodatkowy typ wigzania, ktore wystepuje zawsze. Energia
wigzania jest zwykle rzedu 0,1 eV. Wigzanie to jest znaczace tylko w krysztalach molekularnych,
w ktorych inne typy wigzan nie sg mozliwe:

o Krysztaly gazéw szlachetnych (z wyjatkiem helu, ktory nie zestala si¢ nawet w najnizszych
osigganych temperaturach), w ktorych atomy majg zamknigte powtoki elektronowe. W
krysztatach molekularnych elektrony pozostaja dobrze zlokalizowane w poblizu swych jonow
macierzystych (np. w neonie - rys. 4.5.a), jedynie znikoma czgs$¢ gestosci elektronowej przypada
na obszar miedzyweztowy. Maja one zwykle strukture sieci kubicznej centrowanej
powierzchniowo. Energia wiazania atomdw w takich krysztatach ~ R™°.

o Krysztaly utworzone z neutralnych czastek, np. z antracenu, etylenu, naftalenu, molekut H i N,.

Zwykle wyrdznia si¢ trzy rodzaje sit Van der Waalsa: orientacyjne, indukcyjne 1 dyspersyjne.
Niekiedy przez sity Van der Waalsa rozumie si¢ tylko te ostatnie.

Sity orientacyjne — wystepuja tylko w tych substancjach, ktorych czasteczki majg trwate
momenty dipolowe. W wyniku skomplikowanych obliczen mozna otrzyma¢ usredniong energi¢
takich oddzialywan mig¢dzy czasteczkami o momentach dipolowych p; 1 p» w odlegtosci R dla
temperatur na tyle duzych, ze U,, << kgT'

2.2
U,,)=- ! pipa 4.1
omey kTR

Sity _indukcyjne polegaja na oddziatywaniu trwalych dipoli czasteczek z dipolami

indukowanymi przez nie w innych czasteczkach. Energia oddziatywania dwoch takich dipoli
Uina= —Pina E, (4.2)
gdzie ping = o E jest wektorem momentu indukowanego przez pole elektryczne E pochodzace od

dipola trwatego. Poniewaz pole to jest odwrotnie proporcjonalne do R’ wiec

2
(Ui ) ~ Rp6. (4.3)
Sity indukcyjne nie wykazujg zaleznos$ci od temperatury.

Sity dyspersyjne wynikaja z oddzialywania mi¢dzy chwilowymi momentami dipolowymi
atomow i czastek. Sredni moment dipolowy takich sktadnikéw moze byé rowny zero, wystarcza
fluktuacje. Moment dipolowy p; wynikajacy z chwilowej fluktuacji tadunku powoduje w odleglosci
R powstanie pola o natezeniu

E=p/R’. (4.4)
Drugi sagsiedni atom o polaryzowalnos$ci a zostaje przez to pole spolaryzowany, a jego indukowany
moment dipolowy
pr=apl/R. (4.5)
W wyniku oddziatywania dwoch chwilowych dipoli ustawiczne zmiany ich kierunkéw moga
odbywac¢ si¢ w sposob skoordynowany, co prowadzi do pojawienia si¢ trwalej sity przyciagajacej.
Energia zwigzana z tg sila

2
_ PPy _ 2api
(Ugysp) = b T (4.6)

Catkowity potencjal wszystkich oddzialywan odpychajacych i1 przyciagajacych dwoch
atomoéw w krysztale molekularnym mozna zapisa¢ w postaci:

Ry A B

e 0

gdzie 4 1 B s3 pewnymi stalymi, R — odlegto$¢ miedzy atomami. Potencjat ten czgsto zapisuje si¢ w
innej wygodniejszej postaci, zwanej potencjalem Lennarda-Jonesa (takze Rys. 4.1)
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wo-f(3f )]

Dla tak wybranego potencjatu udaje si¢ dobrze opisa¢ wlasciwosci termodynamiczne neonu,
argonu, kryptonu i ksenonu, dobierajac odpowiednio parametry € oraz ¢ (Tabela 4.2).

Tabela 4.2. Eksperymentalne wartosci parametréw potencjatu Lennarda-Jonesa [1].
Stalg 6 wyrazono wzgledem odleglo$ci rOwnowagowej Ry migdzy najblizszymi sgsiadami.

Ne

Ar

Kr

Xe

e [eV]
o [A]

0,0031
2,74

0,0104
3,40

0,0140
3,65

0,0200
3,98

0.6 -

u/4g

0.5 -
04 -
0.3 -

0.2

0.1

=]
[eo)

-0.1

-0.2 -

Rys. 4.7. Potencjal Lennarda-Jonesa dany
03 - wzorem (4.8).

Energia catkowita wigzania krysztatu molekularnego (przy pomini¢ciu energii kinetycznej)

12 6
Uca1k=;N4SZ [;J —(;] , (4.9)

J i ij
gdzie N jest liczba atomdéw w krysztale, sumowanie przebiega po niezerowych wektorach R;; od
ustalonego i-tego atomu do wszystkich pozostatych j-tych atomow w sieci, za§ 2 zapobiega
podwojnemu liczeniu energii oddzialywania jednej pary atomoéw. Wyrazmy odleglos¢ R; jako
iloczyn bezwymiarowej liczby catkowitej p;; 1 odleglo$ci R miedzy najblizszymi sgsiadami w sieci
Energi¢ dang wzorem (4.9) mozna teraz zapisaé

12 6
c c
Uk = 2N{AI2(RJ -4 (Rj } , (4.11)

Ap=2"p;'%,  Ag=p° (4.12)
J J

gdzie wielkos$ci A, 1 Ag

zaleza wylacznie od struktury krysztatu. W szczegolnosci dla struktury FCC
A= 12,131, A = 14,454. (4.13)

26



Gesto$¢ zestalonych gazéw szlachetnych w stanie rbwnowagi
W stanie rownowagi

d Ucalk —

0. (4.14)
dR
Stad i ze wzoru (4.11) otrzymujemy
1/6
Ro 24| 1,09 (dlasieci FCC). (4.15)
(e) A6

Wynik ten pozostaje w dobrej zgodnos$ci z danymi eksperymentalnymi (tabela 4.3).

Tabela 4.3. Eksperymentalne wartosci ilorazu Ry/c dla gazdéw szlachetnych
krystalizujacych w sieci FCC.

Ne Ar Kr Xe

Ro/c 1,14 1,10 1,10 1,09

Energia kohezji
Podstawiajac warto$ci Ry dane wzorem (4.15) do (4.11) otrzymujemy réwnowagowa energi¢
jednego wigzania

U A¢
g =~k =% g 6e (dlasieci FCC). (4.16)
N R=R, 24,
Ta teoretyczna warto$¢ najlepiej zgadza si¢ z danymi eksperymentalnymi dla atomow o
najwigkszych masach atomowych. Uwzglednienie energii drgan zerowych powoduje obnizenie
energii kohezji wzgledem wartosci danej wzorem (4.16).

Réwnowagowy modut $cisliwosci zestalonych gazéw szlachetnych
Modut $cisliwosci B jest zdefiniowany wzorem

B- —V(apj . 4.17)
ov)r
Dla 7= 0 ci$nienie okreslone jest zwigzkiem p = —0U/0V, gdzie U jest energig catkowita, stad
B:va(a“j_ (4.18)
ov\ ov

gdzie u = U/N oraz v=V/N sa odpowiednio energig catkowitg i objetoscig przypadajaca na jedna
czastke w krysztale.

2R

Rys. 4.8. Przekrdj przez komorke sieci FCC.

Dla sieci FCC a =2 R, v= a3/4, stad

o_20 (4.19)
ov  3R? OR

v =

R3
2
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1 modut sztywnosci (4.18) mozna zapisa¢ w postaci
R 2 a(~2au) 2, 8(1 0
J2 3R> R\ 3R* R 9 ~ OR\R® OR

Dla odlegtosci rownowagowej Ry energia u osigga minimum a jej pochodna ou/0R = 0. Dzigki temu
wyrazenie (4.20) sprowadza si¢ do postaci

(4.20)

2
By = 9f 8—2‘ (4.21)
0 OR R=R,
Z potencjalu Lennarda-Jonesa (4.11)
12 6 6
A
W o4y, 20 4% 0 = 2(“] =%, (4.22)
OR g_p, Ry R} Ry %P
2 12 6
ou 28(,412 PO 4 ®° J (4.23)
OR” | _ R Ry Ry
1 po podstawieniu wzoru (4.22) do (4.23) otrzymujemy
2 12
a—g‘ = 267241, (4.24)
OR? p_p, R}
5/2
o2 4 (A] 758 425)
9R, 0R> o Ay o>

Zgodnos¢ teoretycznej 1 eksperymentalnej wartosci modutu $cisliwosci By poprawia si¢ ze
wzrostem masy atomowej (Tabela 4.4). Roznice tych wartosci spowodowane sg gltownie
zaniedbaniem energii drgan zerowych w modelu teoretycznym.

Tabela 4.4. Eksperymentalne 1 teoretyczne wartosci modutu $cisliwosci
zestalonych gazow szlachetnych pod zerowym cisnieniem [1].

Ne Ar Kr Xe
By (eksperym.) [10° N/m?] 1,1 2,7 3,5 3.6
By = 75¢/o° (teoret.) [10° N/m?] 1,81 3,18 3,46 3,81
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Temat 5. Krysztaty jonowe. Stala Madelunga.

5.1. Model krysztatu jonowego

W najprostszym modelu krysztalu jonowego jony traktuje si¢ jako wzajemnie
nieprzenikalne, naladowane sztywne kule (patrz rys. 4.3, 4.4 1 4.4 w Temacie 4). Krysztat jest
utrzymywany w calo$ci dzigki oddziatywaniom elektrostatycznym. Ten model najlepiej sprawdza
si¢ w przypadku halogenkéw metali alkalicznych, czyli zwigzkéw pierwiastkow z grup I-VII.
Jonem dodatnim jest tu Li", Na", K" lub Cs’, a jonem ujemnym F~, C1", Br™ lub I". Wiekszo$¢
odpowiednich zwigzkow tworzy krysztaty o strukturze chlorku sodu (rys. 5.1.a), z wyjatkiem
zwigzkéw CsCl, CsBr i Csl, ktore majg strukture chlorku cezu (rys. 5.1.b).

W krysztatach jonowych elektrony nie moga porusza¢ si¢ swobodnie pomiedzy jonami,
dlatego takie krysztaly nie przewodza pradu. Tylko w wysokich temperaturach moga przemieszczaé
si¢ jony, co prowadzi do przewodnictwa jonowego.

%

Rys. 5.1. Dwie struktury typowe dla wigzania jonowego w ciatach statych: (a) struktura NaCl; (b)
struktura CsCl [4].

Jony tworzace krysztaly jonowe majg zamkniete powloki elektronowe, np. w krysztale LiF:
atom Li: 1s° 231, atom F: 1% 25° Zp5 ,
jonLi:  1s7 jonF:  1s% 257 2p°.

Definicja 5.1
Energia jonizacji I — energia, ktorg trzeba dostarczy¢, aby usung¢ elektron z neutralnego atomu.

Definicja 5.2
Powinowactwo elektronowe A — energia, ktérg jest uzyskiwana, gdy dodatkowy elektron zostaje

zwiazany przez neutralny atom.

Wigzanie jonowe tworzy si¢ wowczas, gdy pierwiastek o stosunkowo matej energii jonizacji taczy
si¢ z pierwiastkiem o duzym powinowactwie elektronowym i dochodzi do przeniesienia elektronu.

Przyktad 5.1 [4]

Rozwazmy chlorek sodu NaCl. Energia jonizacji atomu sodu wynosi 5,14 eV, powinowactwo
elektronowe atomu chloru 3,71 eV, czyli przeniesienie elektronu z atomu sodu do atomu chloru
wymaga dostarczenia energii 1,43 eV. Przycigganie elektrostatyczne pomigdzy tak otrzymanymi
jonami prowadzi jednak do zysku energii 4,51 eV, zatem calkowity zysk energii wynosi
4,51 - 1,43 =3,08 eV.
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Wigzania kowalencyjne i jonowe to dwa skrajne przypadki. Na ogét wigzanie ma charakter
posredni. Miarg jonowos$ci wigzania jest roznica elektroujemnos$ci dwoch atomoéw (Tabela 5.1).
Przy wigzaniu dwoch atomdw, ten o wigkszej elektroujemnosci staje si¢ anionem.

Definicja 5.3
Elektroujemnoscig pierwiastka nazywamy wielkos¢ (wg. Millikana):

X=0,184 (I+ A), (5.1)
gdzie [ jest energig jonizacji, za$ 4 jest powinowactwem elektronowym.

Tabela 5.1. Przyktadowe wartosci elektroujemnosci [4] wyrazone w [eV].

F O Cl C Si Na K

4,0 3,5 3,0 2,5 1,8 0,9 0,8

5.2. Energia Madelunga

W krysztatach jonowych oddzialywania kulombowskie pomigdzy jonami daja gtowny wktad
do energii wigzania. Poniewaz sity odpychajace sg krotkozasiggowe, wige ich energia jest znacznie
mniejsza od . W halogenkach metali alkalicznych energia kulombowska, zwana energia
Madelunga, stanowi okoto 90% energii catkowitej. Catkowita energia potencjalna oddziatywania
pomigdzy dwoma jonami i oraz j znajdujacymi si¢ w odlegto$ci 7;; dana jest wzorem

2
« B (5.2)

n
4mery r

gdzie wyraz pierwszy opisuje wkiad przyciggania kulombowskiego, za$ drugi czlon opisuje
odpychanie migdzy dwoma chmurami elektronowymi (podczas zblizania jonéw zakaz Pauliego
powoduje zajmowanie przez elektrony standéw o wyzszych energiach). W doktadniejszych
rachunkach nalezy uwzgledni¢ takze oddzialywania dipolowe, malejace jak 1/7° (pominigte w tym
wyktadzie). Parametry B 1 n sg dopasowywane na podstawie danych doswiadczalnych. Dla gazow
szlachetnych zakladaliSmy » =12, natomiast dla halogenkéw metali alkalicznych nie ma juz
powodu, by warto$¢ byta taka sama 1 typowo n zawiera si¢ w granicach od 6 do 10. Warto$¢ ta
mozna wyznaczy¢ na postawie pomiarow modutu $cisliwosci (omowione dalej). Wartos¢
doswiadczalna dla NaCl wynosi n = 7,77 [1] albo wedtug innego zrédta 9,4 [3].

odlegtos¢

energia

o

Rys. 5.2. Energia potencjalna jako funkcja odlegtosci miedzy
dwoma jonami [4].

Catkowita energia potencjalna w punkcie gdzie znajduje si¢ i-ty jon, zwigzana z oddziatywaniem ze
wszystkimi pozostatymi jonami j, jest okre§lona suma

Jj#i
Jesli R jest odleglo$cia migdzy najblizszymi sgsiadami, to mozna zapisac:
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rij =R pjj. (5.4)
gdzie p;; zalezy o danej struktury krystalicznej. Jesli krysztal zawiera N par jondéw, to catkowita
energia potencjalna wynosi:

2

+

U=Nu,=N| - Z‘—H% in (5.5)
4negR T Pi R'T pj

J#I J#EI

Definicja 5.4
Dla kazdej mozliwej struktury sieci istnieje charakterystyczna wielko$¢ o zwana stala Madelunga:

+
azz——l. (5.6)
j Pi

J#i

1). Krysztal jednowymiarowy.
Rozwazmy jonowy krysztal jednowymiarowy o statej odleglosci R migdzy kazdymi
najblizszymi sgsiadami (rys. 5.3).

O OO0 O O

Rys. 5.3. Model jednowymiarowego krysztatu jonowego.

W tym najprostszym przypadku stata Madelunga

00 n-1
a=22( D , (5.7)
n=1 n
gdzie 2 przed suma jest liczba najblizszych sgsiadéw. Poréwnujac ten szereg z rozwinigciem
2 X
In(l+x)=x 5 + 3 " (5.8)
widzimy, ze szeregowi ze wzoru (5.7) odpowiada x = 1, zatem dla sieci jednowymiarowej
a=2In2~1,386. (5.9

2). Krysztal trojwymiarowy.
Rozpatrzmy strukture NaCl (rys. 5.1.a) w ktorej:
» liczba najblizszych sagsiadow w odlegtosci » wynosi 6,
» liczba nastepnych najblizszych sasiadow w odleglosci J2r wynosi 12,

» liczba kolejnych najblizszych sgsiadow w odleglosci ﬁ r wWynosi 8,
> ..
Stad i ze wzoru (5.6)
6 12 8 6

1 2 " J32 "
Szereg (5.10) jest stabo zbiezny! W obliczeniach metoda Evjena problemu tego mozna unikngé
przez stosowanie specjalnego sposobu sumowania energii po elektrycznie oboj¢tnych komorkach,
w ktoérych rozktad tadunku ma symetri¢ regularng (rys. 5.4). Energia catej sieci jest wtedy sumg
energii wewngetrznej komorki oraz energii oddziatywania mi¢dzy komoérkami, ktéra jest odwrotnie
proporcjonalna do R’

(5.10)
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Rys. 5.4. Sposob podzialu struktury NaCl na neutralne
elektryczne komorki. Kazda komoérka zawiera cztery jednostki
tadunku dodatniego, z ktérych jedna lezy w calosci w $rodku
komorki, a na pozostale sktada si¢ 12 c¢wiartek po 1/4
jednostki. Cztery jednostki tadunki ujemnego sa rozdzielone
na 6 potowek 1 osiem tadunké6w po 1/8 jednostki [1].

W tym wyktadzie pominiemy szczegoty obliczen i podamy koncowe rezultaty obliczen:
struktura chlorku sodu NaCl a=1,747565,

struktura chlorku cezu CsCl a=1,762675,

struktura blendy cynkowej ZnS o =1,6381.

Energia potencjalna krysztatu jest rowna sumie energii poszczeg6lnych jonow
2

U:Nui:N[b ae J (5.11)

R"  4meyR
gdzie N jest liczbg par jondw, a jest stata Madelunga, za$

1
b=BY —. (5.12)
J Py
J#i
Dla 7= 0 K energia swobodna F pokrywa si¢ z energiag wewnetrzng U. Dla niskich temperatur stan
rOwnowagi przy R = Ry mozna wigc zapisa¢ w przyblizeniu

i . (5.13)
dR R:RO
Ze wzordéw (5.11) 1 (5.13) wynika, ze
2 pn—1
R
p=2¢ %o (5.14)
4negn
1 po podstawieniu do wzoru (5.11) mamy nastepujacg warto$¢ minimalnej energii wewnetrznej
uktadu
2
N 1
Ug=— 2 (1—) (5.15)
4TCSORO n

Poniewaz n > 1, wigc Uy <0.

5.3. Wspoétczynnik scisliwosci krysztatéw jonowych
Warto$¢ n we wzorze (5.15) mozna okre$li¢ z pomiaru wspotczynnika $cisliwosci £,
zdefiniowanego jako wzgledna zmiana objetosci przy jednostkowej zmianie cisnienia

k= _Ldr . (5.16)
Vdp
W temperaturze zera bezwzglednego zmiana energii wewnetrznej jest rOwna pracy objetosciowe;,

czyli dU = -p dV, zatem
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2
Ilcsz sz (5.17)
14

Odwrotnos$¢ (1/k) jest modutem $cisliwosci objetosciowej o jednostce [Pa].

Przyktad 5.2
Dla sieci NaCl obj¢tos¢ krysztalu V' = 2NR?, gdzie N jest liczbg par jondw. Stad wynika, ze

1/3
%
R=|—1| . 5.18
) .18
Wykorzystujac zwiazek (5.18) mozna wykazaé, ze
d?U 1 d’U

= 5.19

dr? 36N2R* dR?’ &1

gdzie pochodna (d*U/dR?) znajdziemy ze wzoru (5.11) dla stanu rownowagi R=R, z

wykorzystaniem takze (5.14). Po podstawieniu pochodnej do wzoru (5.17) i wykonaniu uproszczen
otrzymujemy (petne wyprowadzenie jest wykonywane na ¢wiczeniach)

1 _a e’ (n—1)

k 727[80Rg .
Wyznaczony do$wiadczalnie wspotezynnik $cisliwosci NaCl wynosi 3,3-107° m?/N, co daje
warto$¢ n =9,4 [3].

(5.20)

Uwaga
Oprdcz energii potencjalnej zapisanej w postaci potegowej, jak we wzorze (5.2), stosuje si¢
takze potencjal Borna-Mayera

2

V..
+7»exp(— ”j, (5.21)
p

gdzie A oraz p sg parametrami empirycznymi. Wykorzystujac ten potencjal mozna wyprowadzi¢
analogiczne zaleznos$ci (np. w [2]) do tych przedstawionych powyzej dla potencjalu potegowego.

4n80rl-j

5.4. Promienie jonowe

Krysztaty jonowe tworza:

» halogenki metali alkalicznych, tzn. zwiazki pierwiastkow z grup I-VII uktadu okresowego,
» zwiazki typu II-VI,

» zwiazki typu IlII-V (jonowo-kowalencyjne)

1). Halogenki metali alkalicznych (krysztaty jonowe typu I-VII)

Wigkszo$¢ krysztatéw jonowych typu I-VII krystalizuje w strukturze NaCl, niektore w
strukturze CsCl (rys. 5.1). Odlegtos¢ d srodkéw dwoch sgsiednich jonéw o réznych znakach
wyrazona w dhlugosci krawedzi @ umownej komoérki sze$ciennej zalezy od struktury krysztatu
jonowego:

d=al2, dla struktury NaCl,

d= a\B/2, dla struktury CsCl.

Jezeli jony opiszemy jako niesci§liwe i nieprzenikliwe kule, to mozna si¢ spodziewac, ze suma

promieni aniondw i kationéw » + ' ~d. Zwiazek ten test z dobrym przyblizeniem spetniony dla
wiekszosci krysztaldow jonowych typu I[-VII (Tabela 5.2).

W krysztatach LiCl, LiBr i Lil (struktura NaCl) jony r6znoimienne znacznie rdznig si¢ swoimi

promieniami i nie mogg si¢ styka¢ (Tabela 5.3). W takiej sytuacji nalezy rozwazy¢ odleglos¢ d

(5.22)
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pomiedzy wickszymi jonami jednoimiennymi oraz ich promien . Roéwnanie wynikajace z modelu

sztywnych kul d =~/2 7" pozostaje w dobrej zgodnosci z danymi do§wiadczalnymi z Tabeli 5.2.

Tabela 5.2. Warto$ci promieni jonowych dla halogenkow metami alkalicznych [1].

Li" (0,60) Na  (0,95) | K'(1,33) | Rb (1,48) | Cs' (1,69)

F (1,36) d 2,01 2,31 2,67 2,82 3,00

1,96 2,31 2,69 2,84 3,05

¥lr 2,27 1,43 1,02 1,09 1,24

Cl (1,81) d 2,57 2,82 3,15 3,29 3,57
2,41 2,76 3,14 3,29 3,50

¥l 3,02 [2,56] 1,91 1,36 1,22 1,07

Br (1,95) d 2,75 2,99 3,30 3,43 3,71
Fr 2,55 2,90 3,28 3,43 3,64

¥l 3,25 [2,76] 2,05 1,47 1,32 1,15

I (2,16) d 3,00 3,24 3,53 3,67 3,95

r+r 2,76 3,11 3,49 3,64 3,85

¥olr 3,60 [3,05] 2,27 1,62 1,46 1,28

Wszystkie dane w jednostkach [A] =[10""" m],
(...) — promien jonu, komorki biate - struktura NaCl, komorki zétte - struktura CsCl,

d — odleglo$é najblizszych sasiadow. W strukturze NaCl d = a/2, w strukturze CsCl d = \3 a/2.

—— DT TRV
7+ 7 —suma promieni anionéw i kationow

¥ | r~ = (promien wiekszego jonu / promien mniejszego jonu).

[...] — warto$¢ teoretyczna d = \2 r~ podana dla przypadkow d = r + 1.

Jony réznoimienne traca kontakt, gdy stosunek promienia wigkszego jonu 7~ do promienia
mniejszego jonu 7~ przekroczy warto$é krytyczna:

r

>
[:J =2 +1~241, dla struktury NacCl,
kryt

| —

<
r

§ (5.23)
(r] = (ﬁ + 1) ~ 1,37, dlastruktury CsClL
kryt

Tabela 5.3. Stykanie si¢ jonow w krysztale o strukturze NaCl w zaleznosci od ich promieni.
stykaja sie¢ tylko wszystkie jony stykajg si¢ stykaja si¢ tylko jony duze

jony duze z matymi
/ RES8538588 /////?%/ \ \\;‘ NN
o N

D

N
W

fN SN\
AN ‘\\w*i\%\\\\\\\\\\ \
\ f: \\\Y

AW

d=r"+r d=r"+r d=-2r>
> > >
r r r
— < wart. krytyczna — = wart, krytyczna — > wart, krytyczna
r r r
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2). Krysztaly jonowe zwiazkéw typu 11-VI

W krysztatach jonowych typu II-VI jony sa podwojnie zjonizowane. Wigkszo$¢ krysztatow
tego typu krystalizuje w strukturze NaCl. Zwiazki BeS, BeSe i BeTe krystalizuja w strukturze
blendy cynkowej (rys. 5.5.a), zwigzki BeO 1 MgTe w strukturze wurcytu (rys. 5.5.b).

o

b) Struktura wurcytu - dwie przesunigte, ggsto
upakowane sieci heksagonalne, utworzone przez
jony dwoch rodzajow

a) Struktura blendy cynkowej - dwie sieci FCC
przesunigte  wzdluz  gldwnej]  przekatnej
szesciennej komorki o 1/4 jej dtugosci. Jest to
struktura podobna do diamentu, lecz utworzona
przez jony dwoch rodzajow tworzace

Rys. 5.5. Dwie struktury siarczku cynku (ZnS).

Tabela 5.4. Wartosci promieni jonowych dla podwojnie zjonizowanych pierwiastkow z II 1 VI
grupy uktadu okresowego [1].

Be™ (0,31) | Mg (0,65) | Ca" (0,99) | Sr™ (1,13) | Ba (1,35)
O~ (1,40) d 1,64 2,10 2,40 2,54 2,76
S A WA | 2,05 2,39 2,53 2,75
¥l 14,52 2,15 1,41 1,24 1,04
S (1,84) d 2,10 2,60 2,85 3,01 3,19
FHr 2,15 2,49 2,83 2,97 3,19
¥l 5,94 [2,25] | 2,83[2,60] 1,86 1,63 1,36
Se  (1,98) d 2,20 2,72 2,96 3,11 3,30
T 12,29 2,63 2,97 3,11 3,33
¥l 6,39 [2,42] | 3,05[2,80] 2,00 1,75 1,47
Te ~(2,21) d 2,41 2,75 3,17 3,33 3,50
Fr 2,52 2,86 3,20 3,34 3,56
¥l 7,13 [2,71] 3,40 2,23 1,96 1,64

Wszystkie dane w jednostkach [A] =[10""" m],

(...) — promien jonu, komoérki biale - struktura NaCl, zotte - struktura blendy cynkowej,
ceglaste —struktura wurcytu.

d — odleglo$¢ najblizszych sasiadow: d = a/2 (strukt. NaCl), d = V3a/4 (blenda cynkowa), d = a (wurcyt).

— + . . . y . . /4
¥ +r —suma promieni anionéw i kationow

¥/~ = (promien wickszego jonu / promien mniejszego jonu).

[...] — dla przypadkow d # 7 + r* podano wartos¢ teoretyczng d =2 ~ w przypadku struktury
NaCl albo d = V6 /2 dla struktury blendy cynkowe;.
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Jony réznoimienne traca kontakt, gdy stosunek promienia wickszego jonu » do promienia
mniejszego jonu 7~ przekroczy warto$¢ krytyczna:
>

(:j =2+1~241, dla struktury NaCl,
r
kryt

(5.24)

<
r

>
[Fj =2+-/6 4,45, dlastruktury blendy cynkowe;.
kryt

Wartos¢ krytyczna jest przekroczona dla wszystkich zwigzkow berylu krystalizujacych w strukturze
blendy cynkowej, co oznacza, ze mate jony berylu znajduja si¢ we wnekach migdzy wigkszymi
czasteczkami. W takiej sytuacji odleglo$¢ najblizszych sgsiadow jest rézna od sumy promieni
jonowych 1 obowigzuje zwiazek d =./6 r>/2. Zgodno$¢ pomiedzy doswiadczalng warto$cia
odlegtosci d miedzy najblizszymi sgsiadami a warto$cig przewidywana na podstawie modelu
sztywnych kul nie jest tak dobra, jak w przypadku krysztatow o strukturze chlorku sodu.

Wiazania krysztatach typu II-VI majg bardziej kowalencyjny charakter, niz w przypadku
zwigzkow I-VII.

3). Krysztaty zwigzkow typu I1-V

Wigkszos¢ zwiazkéw z tej grupy krystalizuje w strukturze blendy cynkowej, np. wszystkie
zwigzki pomi¢dzy pierwiastkami Al, Ga, In (z III grupy uktadu okresowego) a pierwiastkami P, As,
Sb (z V grupy). Zwiazki te majg wlasciwosci pdiprzewodnikow, co wskazuje, ze cechy jonowe sg
stabe 1 elektrony nie sg dobrze zlokalizowane. Krysztaly takie nazywamy krysztatami
jonowo-kowalencyjnymi.
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Temat 6. Krysztaty kowalencyjne. Wigzanie wodorowe.

6.1. Wigzanie kowalencyjne

W modelach krysztatow molekularnych 1 jonowych zaktadaliémy, ze rozktad elektronow
walencyjnych jest jedynie nieznacznie zaburzony w poréwnaniu do rozkladu tych elektronow w
swobodnych atomach. W przypadku krysztatow kowalencyjnych dochodzi do znacznego
naktadania si¢ elektronowych funkcji falowych najblizszych sasiadow. Dlatego, chcac wyznaczy¢
energi¢ wigzania takiego krysztatu, trzeba uwzgledni¢ zmienione poziomy energetyczne elektronéw
walencyjnych w polu okresowym rdzeni jonowych. Natura wigzania kowalencyjnego jest czysto
kwantowa 1 nie moze by¢ zinterpretowana wedtug poje¢ klasycznych. Wszystkie zasadnicze cechy
wigzania kowalencyjnego mozna uzyska¢ rozwazajac czasteczk¢ wodoru Hs. Pierwsza prawidtowa
teori¢ tego wigzania opracowali Heitler 1 London. Zarys tej teorii jest przedstawiony np. w [3].
Istniejace modele sit spojnosci w krysztatach kowalencyjnych nie sg jednak proste i ograniczymy
si¢ do podania uwag natury jakosciowe;:

1). Wigzanie kowalencyjne powstaje migdzy atomami majacymi niezapetlnione powtoki
elektronowe, przy czym w wigzaniu uczestnicza jedynie elektrony zewnetrzne, ktérych funkcje
falowe rozciagaja si¢ najdalej od jadra.

2). Zazwyczaj kazdy zwigzany atom oddaje po jednym elektronie do molekularnego orbitalu
wigzacego, przy czym elektrony musza utworzy¢ parg elektronéw o przeciwnie skierowanych
spinach (dla spindw zgodnie skierowanych wigzanie kowalencyjne nie powstaje),

3). Wiazanie kowalencyjne zwigzane jest z nagromadzeniem tadunku elektrycznego pomiedzy
atomami tworzgcymi czgsteczke lub faz¢ skondensowana.

4). Odlegtosci migdzyatomowe musza by¢ na tyle mate, by orbity elektronowe sasiednich atoméw
zachodzily na siebie. Sity przyciggajace szybko zanikaja ze wzrostem odleglosci migdzy
atomami.

5). Wiazanie kowalencyjne cechuje silna kierunkowos$¢. Krysztaty wegla, krzemu 1 germanu majg
struktur¢ diamentu, w ktorej kazdy atom jest zwigzany z czterema najblizszymi sgsiadami w
naroznikach tetraedru. W strukturze tej wypelnienie przestrzeni kulistymi atomami wynosi
tylko 0,34 dostgpnej przestrzeni, podczas gdy w strukturze gestego upakowania wynosi okoto
0,74. Struktura ggstego upakowania nie powstaje jednak z powodu kierunkowego charakteru
wigzan.

Przyktady
1). Odosobniony atom wegla C ma konfiguracje 1s°2s*2p?, ktdra sugeruje, iz ma on warto$ciowosé

rowna 2. Jednakze do zwiazkow wehodzi on w stanie wzbudzonym o konfiguracji 1s*2s'2p°, w
ktorym wszystkie elektrony 2s 1 2p maja spiny rownolegte. W rzeczywistosci stany 2s 1 2p nie
wystepuja w czystej postaci, lecz jako pewne ich kombinacje liniowe sp. Wigzania tworzg si¢
w czterech kierunkach, migdzy ktérymi wystepuja katy rowne 109,5°. Czasteczka zawierajgca
atom wegla ma ksztalt czworoscianu z atomem C w S$rodku i pozostatymi atomami w
wierzchotkach czworo$cianu. Strukture tetraedru ma np. czasteczka metanu CH4. Podobna
struktura wystepuje takze w krysztale diamentu (rys.6.1.) oraz w krzemie 1 germanie.
Przyktadowe energie wigzan kowalencyjnych:

C (diament): 7,30 eV/atom (712 kJ/mol),

Si (krzem): 4,64 eV/atom (448 kJ/mol),

Ge (german): 3,87 e/atom (374 kJ/mol).
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Rys. 6.1. Tetraedryczna konfiguracja najblizszych
sgsiadow w sieci C, Si, Ge. Taka budowe maja takze
czasteczki metanu CHy [4].

2). Wiazania zblizone do kowalencyjnych wystepuja takze w zwiazkach typu 4"'B" pierwiastkow

z trzeciej 1 piatej grupy uktadu okresowego, np. InSb 1 GaAs. Ind ma trzy elektrony walencyjne
5s% 5p', antymon pigé: 5s° 5p°. Jesli jeden elektron p przejdzie z antymonu do indu, to moze
powsta¢ dodatkowe wigzanie kowalencyjne i w sumie bedg cztery takie wigzania.

Definicja 6.1
Gdy wigzanie kowalencyjne tworzg dwa roézne pierwiastki ma ono cze¢$ciowo jonowy charakter

1 nazywamy je wigzaniem spolaryzowanym. Miarg jonowo$ci Wwigzania jest rdznica
elektroujemnosci  atoméw  tworzacych  wigzanie. W  wigzaniu  kowalencyjnym
niespolaryzowanym para elektronow tworzacych wigzanie nalezy w réwnym stopniu do obu
atomow. Wigzania migdzy takimi samymi atomami sg zawsze niespolaryzowane.

Catkowite nasycenie wigzania kowalencyjnego jest mozliwe dla pierwiastkow nastepujacych grup:
- grupa IV (C, Si, Ge) w konfiguracji tetraedrycznej,

- grupa V (P, As, Sb) w konfiguracji o symetrii trojkrotnej,

- grupa VI (Te, Se) w strukturach tancuchowych z osig dwukrotna.

6.2. Wiagzanie wodorowe

Definicja 6.2
Wiazaniem wodorowym nazywany wigzanie, ktére powstaje gdy atom wodoru wigze si¢ z

dwoma innymi atomami. W wigzaniu wodoru z silnie elektroujemnym atomem (np. tlenem)
pojedynczy elektron wodoru jest w znacznym stopniu przeniesiony na ten drugi atom i tworzy z
nim wigzanie kowalencyjne. Proton, ktory pozostat jest wigc stabo ekranowany 1 moze przyciggac
drugi ujemnie naladowany atom, tworzac w ten sposob drugie stabsze wigzanie wodorowe.
Mozliwe jest takze wigzanie nawet trzeciego atomu, co oznacza ze atom wodoru w wigzaniu
wodorowym moze by¢ podwojnie skoordynowany. Energia wigzan wodorowych jest rzedu 0,1 eV
na wigzanie.

Przyktady
1). Jon dwufluorku wodoru HE,

H+
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2) W fazie ciektej wystepuja agregaty czasteczek wody H,O utrzymywane dzigki wigzaniom
wodorowym. Zwigzane czasteczki zajmuja wigksza objetosC. Ze wzrostem temperatury
agregaty topig si¢, co prowadzi do anomalii wspdtczynnika rozszerzalnosci cieplnej wody:
woda ma najwieksza gestos¢ w temperaturze 4°C.

- Rys. 6.2. Wigzania wodorowe pomig¢dzy
czasteczkami wody  (zaznaczone linig

\‘Q — przerywang).

3). Pojedynczy tancuch DNA sktada si¢ z naprzemiennych jonéw fosforanowych i pentozy oraz z
4 zasad azotowych taczacych si¢ z pentoza: A — adenina, T — tymina, C — cytozyna, G —
guanina. Wigzania wodorowe s3 odpowiedzialne za polaczenie dwdch tancuchow w podwojna
helise czasteczki DNA. Mozliwe sg tylko wigzania A---T oraz C---G, dzigki czemu mozliwa
jest doktadna replikacja tfancuchow.

Thymine
Adenine

5" end

D?j’- 3 end

/°-
O
Phosphate- o Hal
deoxyribose 0”0)(0
backbone -

) HzH __0

o

o 1]
kp/ X:\H Rys. 6.3. Wigzania wodorowe pomiedzy

\}Z czasteczkami dwoéch tancuchéw DNA
3 end Cytosine (zaznaczone linig przerywana).

Guanlne 5 =Talsl
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Temat 7. Krysztaly metaliczne. Energia spdjnosci.

W metalach dochodzi do =znacznego nakrywania si¢ funkcji falowych elektronow
walencyjnych. Przyktadowo w swobodnych atomach niklu funkcja falowa 4s ma istotng amplitude
nawet w potowie odleglosci do trzech najblizszych sasiadow w krysztale (rys. 7.1) 1 dlatego
elektrony walencyjne poruszaja si¢ po calym krysztale posrdéd dodatnich jonow. Elektrony te sa
kwantowo ,,rozmyte” w catej objetosci krysztalu, i tworza jakby ciecz, w ktoérej zanurzone sg
nieruchome jony.

Krysztaty metaliczne dzielg si¢ wedtug przynalezno$ci metalu do grup uktadu okresowego:

» 1 grupa: np. Na, K, energia wigzania ~1eV,

» I grupa, np. Be, Mg, Ba, energia wigzania 1,5 +2,0 eV,

» 1 grupa poboczna, Cu, Ag, Au, energia wigzania ~3,5 eV,

» metale przejsciowe (np. Cr, Mn Fe), energia wigzania 3 ~ 8 eV.

Ni 4s23d®

3d,, l l l

amplituda
—
N IS
7]

1 1 1 1 |
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

r(A)

Rys. 7.1. Amplitudy funkcji falowych 3d.. 1 4s dla niklu. Zaznaczone sg odlegltosci do pierwszego,
drugiego i trzeciego najblizszego sasiada ry, 7, 1 3 [4].

Pasmo walencyjne metali jest tylko czgsciowo zapetnione. Przyktadowo:

» W metalach alkalicznych Li, Na, K, Rb, Cs zewne¢trzna powloka s jest zajmowana przez jeden
elektron.

» Dla wapniowcow (Be, Mg, Ca, Sr, Ba) nast¢puje energetyczne przekrywanie si¢ pasma s
podwdjnie obsadzonego elektronami z pusta orbita p tej samej powtoki. W krysztale prowadzi
to do czeSciowo zajetego wspolnego pasma sp.

Model elektronow swobodnych najlepiej opisuje metale z pierwszej grupy ukladu
okresowego. Dla metali alkalicznych stale sieciowe nie wykazujg dobrej zgodno$ci z promieniem
jonowym. Model niescisliwych przylegajacych do siebie kul nie ma wigc zastosowania i blizszy
prawdzie jest model malych jon6w metalicznych pograzonych w morzu elektronow.

W metalach szlachetnych wigzanie miedzy atomami wykazuje takze wyrazne cechy wigzania
kowalencyjnego. Powloki d w tych metalach podlegaja znacznym zaburzeniom w stanie
krystalicznym. Odleglosci najblizszych sgsiadow w krysztatach metali szlachetnych sg zblizone
tych wynikajacych z promieni powlok d.
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Teoria ilo§ciowa wigzania metali w przyblizeniu elektrondw swobodnych
Rozwazymy metale alkaliczne, w ktorych jony potraktujemy jako tadunki punktowe a
elektrony swobodne jako jednorodny gaz. Na calkowita energi¢ wigzania takiego uktadu sktadaja
si¢:
1). Energia elektrostatyczna przypadajaca na jeden atom — mozna ja obliczy¢ za pomocg metody
zblizonej do tej stosowanej w teorii krysztalow jonowych (Temat 5). Dla jonow tworzacych

sie¢ FCC
l 2435 [ eV } 71
rg/a | atom

gdzie:

a~0,529 A — promien Bohra,

re — promien kuli Wignera-Seitza. Kula Wignera-Seitza jest przyblizeniem 14-to $ciennej
komorki Wignera-Seitza (Temat 1) o tej samej objetosci.

2). Energia kinetyczna (destabilizujaca). Energi¢ ta oszacowano w modelu Sommerfelda przez
rozwigzanie roOwnania falowego Schrodingera. W metalach alkalicznych, gdzie kazdy atom
oddaje jeden elektron, energia przypadajaca na jeden atom (wzor bedzie wyprowadzony
poOzniej, temat 14.2 teoria metali Sommerfelda)

ukin ZEEF = 30’1 2 [ eV :|, (72)
5 (ry/a) atom

gdzie Er jest energia Fermiego, czyli energia najwyzej potozonego zapelionego poziomu
jednoelektronowego. W atomach swobodnych poziomy energetyczne elektronow sg
jednoznacznie okre$lone, natomiast w zespole blisko polozonych atoméw dochodzi do
zréznicowania poziomow z powodu obowigzywania zakazu Pauliego. Poniewaz elektrony daza
do obsadzenia tylko najnizszych poziomoéw, dochodzi do obnizenia $redniej energii elektronu
w krysztale o 2E7/5 wzgledem wartosci w atomach swobodnych (rys. 7.2). Wartos$¢ ta jest
zwana energia spojnosci.

3 \ ,
‘0 oziomy puste
5 \ P yp energia elektronu
£ T~ w swobodnym atomie
T |, — E
e 1 2E5 ; . F
o i'é"i" """ =-- 8rednia energia elektronu w pasmie
[
S - —-/-F/ -------------- najnizsza energia elektronu w pasmie
/ poziomy zapetnione
0 1 2 3 4 5
odlegtos¢ atomoww krysztale rirg

Rys. 7.2. Graficzne uzasadnienie pojawienia si¢ energii spdjnosci w krysztale.

3). Energia wymienna wynikajaca z zakazu Pauliego, opisuje wzajemne oddziatywanie
elektrondbw w gazie elektronowym. Z teorii Hartree’ego-Focka elektroné6w swobodnych

wynika, ze
N 12,5 eV (7.3)
r,/a | atom | '
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Energia catkowita

u =y Kol g Kin o wym _ 30,1 . 36,8 |: eV :| (7.4)
(7, /a)2 ryla atom
Z warunku osiggania minimum tego wyrazenia wzgledem r;
dulr) (7.5)
dr,
otrzymujemy
s _16. (7.6)
ag

Wada tego wyniku jest taka sama warto$¢ dla wszystkich metali. Wartosci eksperymentalne ri/a dla
metali alkalicznych wahajg si¢ od 2 do 6. Najgrubszym przyblizeniem w przedstawionym modelu
jest zaniedbanie przestrzeni zajmowanej przez jony. Gaz elektronéw swobodnych nie moze
przenika¢ do objetosci zajmowanej przez jony.
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Temat 8. Drgania sieci krystalicznej. Monoatomowy tancuch
liniowy.

Do tej pory nie rozwazaliSmy ruchu atoméw w sieci krystalicznej. Z mechaniki kwantowe;j
wynika jednak, Ze nawet w temperaturze zera bezwzglednego drgania sieci nie moga catkowicie
usta¢. Energia oscylatora o czestotliwosci vto

(n+%) hv, n=0,1,2,.... (8.1)

Dalej rozwazymy drgania sprezyste sieci atomowej (jonowej) w ujeciu klasycznym. Zatozymy, ze:

1. Srednie potozenie rownowagowe kazdego atomu nadal lezy w wezle sieci Bravais’go.

2. Wychylenia atoméw z potozen roOwnowagi sg mate w poréwnaniu z odleglosciami miedzy
atomami. Zalozenie to prowadzi do przyblizenia harmonicznego pozwalajacego na uproszczenie
rachunkow.

3. Wykorzystamy przyblizenie adiabatyczne Borna-Openhaimera: predkosci ruchu elektronéw sa
rzedu 10® cm/s, natomiast predkosci jader w atomach rzedu co najwyzej 10° cm/s. Rozwazajac
ruch catych atomow lub jondéw mozna wigc przyjaé, ze elektrony znajduja si¢ zawsze w swym
stanie podstawowym dla okreslonej pozycji atomow.

Jezeli fale rozchodza si¢ w krysztale o strukturze regularnej w kierunkach [100], [110] 1
[111], to cale ptaszczyzny sieciowe poruszaja si¢ zgodnie w fazie, w kierunku albo réwnolegtym
albo prostopadtym do kierunku rozchodzenia si¢ fali. Takie drgania mozna wigc rozwazy¢ w
jednym wymiarze. Stosujac inne moduly sztywno$ci mozna opisa¢ w analogiczny sposdb drgania
podluzne oraz porzeczne. Rozpatrzmy zbior jednakowych atomdéw o masie M rozmieszczonych
wzdhuz pewnej osi x w rownych odstepach a dla polozen rownowagowych. Oznaczmy przez p,
wychylenie n-tego atomu z polozenia rownowagi na.

polozenia rownowagi
(n—2)a (n—1l)a na (ntlya (mt2)a (nt3)a

° o ° D N B
0 M -
wychylenie —» ‘«— \ masa
P komorka elementarna

Rys. 8.1. Drgajacy tancuch liniowy atomow. Chwilowe polozenie n-tego atomu o polozeniu
rOwnowagi na opisuje jego wychylenie p,,.

Chwilowe polozenie n-tego atomu
X, =na-+ pp. (8.2)

Dla uproszczenia zalozymy, ze w sieci oddziatujg ze sobg jedynie najblizsi sgsiedzi, zatem energia
potencjalna sieci

U:zu(xn+l _xn)7 (83)

gdzie

Xp+l = Xn = A+ Py — Pa - (3.4)
Rozwinmy kazda z energii potencjalnych u(x,:1 —x,) we wzorze (8.3) w szereg Taylora wokot
odlegtosci rownowagowej a
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_ du(a) 1 d%u(a) ,  1d%u(a)
U—;M(a)-i‘ da (pn+1_pn)+5!daiz(pn+l_pn) +5 da3
Wyznaczenie sumy wyrazéw liniowych w powyzszym wzorze wymaga rozwazenia atomow na
koncach tancucha. Jezeli liczba atoméw N jest duza i nie interesuja nas efekty brzegowe, to
wygodnie jest przyja¢ periodyczne warunki brzegowe Borna-Karama. Jezeli sumowanie po
numerach atoméw ma zakres od 1 do N, to odpowiedni warunek brzegowy mozna zapisaé

p(N+1)=p(1). (8.6)
co mozna interpretowac np. jako zamkniecie tancucha atomow w okreg.

o e 7
essssssesssseeeey
4 ) 7 a7
(Lo - AAXXTS
a0,
(5

(Pus1 —Pn) +eer (8.5)

S ot 3
Y/ ’
5‘(

% Ve

Rys. 8.2. Jedna z mozliwych realizacji periodycznych warunkéw brzegowych Borna-Karma dla
tancuch liniowego.

Z warunku (8.6)

N

du(a du(a

> D o, —p= D o —pp) =0, 8.7)
o da da

Wobec znikania wyrazu liniowego w rozwinigciu (8.5) pierwsza poprawka do energii

rownowagowej u(a) jest wyraz kwadratowy. W przyblizeniu harmonicznym pomijamy wszystkie

wyrazy wyzszego stopnia, zatem catkowita energia potencjalna

' U~ Ur(')wn + Uharm , (88)

gdzie U™ oznacza rOwnowagowg energie potencijalng
U™ =>"u(a) = Nu(a), (8.9)

n
za$
1
UM = K3 Paa =)’ (8.10)
n

gdzie przez K oznaczono modut sprezystosci dla oddzialywania miedzy dwoma sgsiednimi
atomami

_0F(a) _d*u(a)

K 8.11
. 1 (8.11)
Wiemy, zZe sita dzialajaca na n-ty atom
oU
Fy == ==K =Pu-1 =Pus1)- (8.12)
n
Roéwnanie ruchu n-tego atomu
o2
M atpz"=Fn =—K(2p, Pt ~Pus1) - (8.13)
Zaproponujmy rozwigzanie w postaci
pn(t) = A expli(kna — o?)]. (8.14)

gdzie 1 oznacza jednos$¢ urojona, 4 — amplituda drgan, k — liczba falowa (2m/A, A - dtugos¢ fali),
o — czestos$¢ kotowa. Po podstawieniu wzoru (8.14) do (8.13) otrzymujemy

— MAw? expli(kna —ot)] = —-KA[2 — exp(—1ka) — exp(+1ika)]exp[i(kna — wt)], (8.15)
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Mo? =2K (1-cos ka). (8.16)

m:JzK“‘Cmﬂm)zzfﬁfsmlmL (8.17)
M M

Zaleznos¢ m(k) nazywamy zwigzkiem dyspersyjnym.

Stad czestos¢ drgan

I strefa Brillouina

Rys. 8.3. Krzywa dyspersji dla monoatomowego tancucha liniowego.

Zauwazmy, ze rozwigzanie w postaci (8.14) spetnia warunek Borna-Karmana (8.6) gdy

exp[i kNa] =1, (8.18)
co z kolei sprowadza si¢ do warunku
2n n
k=——, 8.19
N (8.19)

gdzie n jest dowolng liczbg catkowita. Wartosci k rdznigce si¢ o 2n/a odpowiadajg takim samym
wychyleniom p, opisanym wzorem (8.14). W rezultacie istnie tylko N wartosci & odpowiadajacych
roznym rozwigzaniom p,(?). Poniewaz tylko I strefa Brillouina ma znaczenie fizyczne naldézmy
warunek, ze wszystkie wartosci k

k<™ (8.20)
a a
Stad wynika, ze istnieje minimalna dtugos¢ fali, ktéra moze wystagpi¢ w tancuchu (rys. 8.4)
mezgm‘zza. (8.21)

max
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®
krzywa dyspersji .
a !
0 ! a k
— o o
o— > 0 [
o> 8 o— wychylenia 4_5)7—’ <
3 <”< g’ atomow o & Rys. 8.4. Fale rozchodzace si¢ w
G— .- «© b |l|i tancuchu monoatomowym w
— 7 o o— zaleznosci od ich liczby falowe;.
= < © 9
9 o~

Predkos¢ fazowa fali rozchodzacej si¢ wzdluz tancucha wynosi ¢ = w/k. Przenoszenie energii w
osrodku opisuje jednak predkos¢ grupowa
0w
Ve = el (8.22)

Rozpatrzmy dwa krancowe przypadki dtugosci fal:
1).Na krancach pierwszej strefy Brillouina, gdzie k = m/a, predkos$¢ grupowa jest rowna zero. Fala o

minimalnej dtugosci Amin = 2a jest wigc falg stojaca.
2).Dla fal o bardzo duzej dlugosci (matej wartosci liczby falowej), czgstos¢ staje si¢ wprost

proporcjonalna do wektora falowego

w=2 % ‘sinika‘ ~ X (8.23)
M M

co powoduje, ze predkos¢ fali v, staje si¢ niezalezna od jej czgstosci @
K

VvV, ~

= a. 8.24
ey (8.24)
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Temat 9. Dwuatomowy tancuch Iliniowy. Drgania sieci
tréjwymiarowe;j.

Rozpatrzmy jednowymiarowg sie¢ Bravais’go z dwoma r6znymi jonami o masach M; i M> w
prymitywnej komorce elementarnej. Zalozymy, ze rozpatrywany tancuch jest wycinkiem sieci

krysztatu regularnego, gdzie plaszczyzny z jonami o masach M, i M, s3 utozone na przemian w
rownych odleglosciach a.

potozenia rownowagi
(n2)ya (n—1l)a na (ntl)a (mt2)a (n+3)a

N l. o ® o .J—bx
i M M.
wychylenie —» <4— \ : 2
O komorka elementarna

Rys. 9.1. Drgajacy tancuch liniowy jonow. Chwilowe potozenie n-tego jonu o potozeniu
rownowagi na opisuje jego wychylenie p,,.

W ogolnosci wspotczynniki sprezystosci K; 1 K, dla oddziatywan migdzy sasiednimi parami
ptaszczyzn sieciowych moga by¢ rézne. W krysztatach czysto jonowych zachodzi jednak réwnosé
K, =K, i dalej rozwazymy ten przypadek. Calkowita energia potencjalna uktadu w przyblizeniu
harmonicznym przy ograniczeniu si¢ do oddziatywan miedzy najblizszymi sgsiadami

1
g harm =5K2<pn+1 —pu) . 9.1)
n

Réwnania ruchu dla jonu 2n-tego oraz (2n+1)-tego mozna otrzymac analogicznie jak dla
rozwazonego wczesniej tancucha monoatomowego

8292

M, ?zn ==K (2p2, =P2n-1=P2n+1)- 9.2)
0*Pans1

M= 2 ==K (2201 =Pon ~Pons2). 9.3)

Postulujemy rozwigzania w postaci rownan fal ptaskich o réznych amplitudach 1 réwnych
czestosciach
P2, (1) = A1 exp[i(2nka — o t)], 9.4)
Pan+1 (1) = Az exp[i((2n+1)ka — o 1)]. (9.5)
Po podstawieniu funkcji (9.4) 1 (9.5) do réwnan ruchu odpowiednio (9.2) i (9.3) otrzymujemy uktad
roéwnan
— M A0 = -2KA; + KAy[exp(—ika) +exp(+ika)], (9.6)

— M, Ayo* = —2KA, + KA [exp(—ika) + exp(+ika)]. 9.7)
Jest to uklad jednorodny, ktory posiada rozwigzanie gdy zeruje si¢ wyznacznik z macierzy
wspotczynnikow przy A, 1 4

M0* 2K 2K coska
2K coska Myw* —2K

Jest to rownanie kwadratowe wzgledem o’ o rozwiazaniach

det =0. (9.8)
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2 .
ook Lyl [ L, L} 4sintka) (9.9)
M, M, M, M, MM,
przy czym oba rozwigzania (Rys. 9.2) majg sens fizyczny:
1). Drgania akustyczne sa opisane przez rozwigzania odpowiadajace znakowi ,,—”. Czestos¢ tych

drgan spada do zera dla k=0, przez co przypominaja rozwigzanie znalezione wczesniej dla
fancucha monoatomowego. Dla matych wartosci £ predkos¢ fazowa v tych drgan jest niemal

stala 1 wyraza predkos¢ dzwicku
ve=Lag | 2K (9.10)
k M, +M,

2).Drgania optyczne opisane przez rozwigzanie ze znakiem ,,+” majg najwigksza czestotliwos¢ dla

k=0
o= K= okt N
u M, M,
Stosunek amplitud dla drgan optycznych przy k£ = 0 wynosi
A __My ) (9.12)
4, M,

co oznacza, ze atomy obu podsieci drgaja wtedy w przeciwnych fazach (rys. 9.3).

drgania optyczne pozLam

i N2K M, |

E drgania ) E

i akustyczne — bredkos¢ :

E v=\w/k dzwicku |k
= 0 B

2a I strefa Brillouina T4

Rys. 9.2. Krzywe dyspersji dla diatomowego tancucha liniowego.

Drgania optyczne mozna wzbudzi¢ przez absorpcje fal §wietlnych w podczerwonej czesci widma.
Zakresy czestotliwosci drgan akustycznych 1 optycznych nie zachodzg na siebie. Istnieje miedzy
nimi przerwa

Am:ﬁ( l—lj. (9.13)

M, M

Dla fal o czestotliwosciach z tego przedziatu krysztat jest przezroczysty.
Mozna wykazaé, ze analogiczne wyniki otrzymuje si¢ dla fancucha atoméw o jednakowej
masie ale potagczonych sprezynami o dwoch réznych statych sprezystosci K 1 K, [1].
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kimax = T/2a,

akust. opt. akust. opt. akust. opt.
o @ @ L
o— o— ) o—>
o +~@® @ ®
o— o— ® o
o— o— ) +—o,

Rys. 9.3. Poréwnanie drgan akustycznych i1 optycznych na przyktadzie fal poprzecznych.
Analogiczne wychylenia wystepuja w przypadku drgan podtuznych.

W przypadku M; = M, przerwa w pasmie czgstotliwosci Aw znika 1 powinniSmy otrzymac
wyniki pokrywajace si¢ z wynikami dla tancucha monoatomowego. Rozbiezno$¢ w ilosci
rozwigzan jest tylko pozorna i wynika z innych rozmiaréw komorki elementarnej w
poréwnywanych tancuchach i w konsekwencji innych rozmiaréw I strefy Brillouina:

» —n/2a...+1n/2a w tancuchu dwuatomowym,

» —m/a...+n/a w fancuchu monoatomowym.

Gataz optyczng mozna wigc uwazacé za cze$¢ galezi akustycznej przesunietej o m/a z przedziatow
lezacych poza I strefg Brillouina tancucha dwuatomowego do wnetrza tej strefy (rys. 9.4).

4 I
!

M\=M,

13 .
przesungecie nt/a
—

-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
)
1
1
1
1
1
1
]
]
1
1
1
T
1
1
]
1
1
1
1
1
1
]
U
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

I e I

Rys. 9.4. Redukcja krzywej dyspersji dla tancucha monoatomowego (krzywa granatowa) do I strefy
Brillouina tancucha dwuatomowego (przedziat —m/2a...+n/2a).

Do tej pory rozwazali$my tylko drgania podluzne. Drgania poprzeczne (rys. 9.3) mozna
opisa¢ analogicznymi zalezno$ciami ale odpowiadajg im inne wartosci wspotczynnika sprezystosci.

W rzeczywistych krysztalach o dwoch atomach w komorce elementarnej kazdemu wektorowi
falowemu k odpowiadajg trzy niezalezne fale plaskie o wzajemnie prostopadlych kierunkach
polaryzacji: jedna podtuzna i dwie poprzeczne w gatezi akustycznej i analogiczne trzy fale w gatezi
optycznej. Jezeli komorka elementarna sktada si¢ z s atoméw, to w widmie drgan krysztatu
wystepuja trzy gatgzie drgan akustycznych i 3s - 3 galezie optyczne (Rys. 9.5). W strukturach
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regularnych gat¢zie drgan poprzecznych naktadaja si¢ na siebie (staja si¢ zdegenerowane) dla fal
rozchodzacych sie w kierunkach [001] 1 [111].

Krysztalty o strukturze BCC i FCC tworzone przez pierwiastki maja tylko 1 atom w
najprostszej komorce. W takich krysztatach nie wystepuja akustyczne mody drgan.

y O) i
\ 3s - 3 galezie
x optyczne dla s
atomow
3 galezie
+ akustyczne
Lk,
0 T
2

Rys. 9.5. Krzywe dyspersji drgan podhuznych i poprzecznych w krysztale tréjwymiarowym
zawierajacym s atomoéw w komorce elementarne;.

Drgania optyczne sieci zlozonej z jondw s3 przyczyna powstawania oscylujacych elektrycznych

momentéw  dipolowych. Momenty te moga si¢ sprzggaé =z zewnetrznym polem
elektromagnetycznym.
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Temat 10. Model drgan normalnych. Fonony.

Rozwazmy ponownie tancuch N jednakowych czastek oddziatywujacych z najblizszymi
sasiadami poprzez wigzania o jednakowych wspotczynnikach sprezystosci. Fale, ktore
rozwazaliSmy wczesniej w temacie 8

pn = A exp[i(kna — wt)] (10.1)
sa tylko szczegolnym przypadkiem drgan harmonicznych o jednej warto$ci czgstotliwosci 1 wektora
falowego. W rzeczywisto$ci drgania mogg by¢ dowolng superpozycja fal o wszelkich dozwolonych
wektorach falowych. Wychylenie n-tego atomu z polozenia rownowagi przedstawimy teraz w
postaci szeregu

pp =D Ay expli(kna — w;1)]. (10.2)
k

gdzie i oznacza jedno$¢ urojona, A, — amplitudy drgan, k£ — liczba falowa, oy — czgstos¢ kotowa
wynikajacg ze zwiagzku dyspersyjnego dla danej wartosci k.
Rozwazmy dyskretng transformacje Fouriera wychyleh atomow p,,:

N
O = &nz_lpn exp(—ikna), (10.3)

gdzie sumowanie odbywa si¢ po numerach atomoéw n. Transformacja odwrotna ma postac

1
=— exp(+ikna) . 10.4
Pn \/ﬁ ; Qk p( ) ( )
Rozwinmy wychylenia p, we wzorze (10.3) zgodnie z szeregiem (10.2)
1 J :
O =—— . Apexpli[(k'—k)na— w11} (10.5)
IN ST

Rozwazmy najpierw sumowanie po atomach (n). Wykorzystamy wyprowadzony wczesniej wzor
(8.19), wedhlug ktoérego liczba falowa £ jest zawsze krotnoscig wartosci 2nt/(Na). Wowczas

% (i (k' )an] 0 dla k=k',
expli(k'=k)an]=
2P N da k=k"
Sumowanie po n we wzorze (10.5) sprowadza si¢ wigc do opuszczenia wyrazow expli(k’ - k)] z
jednoczesng redukcja sumowania po k', ktére wnosi niezerowy wktad tylko dla k' =k

0y = INA, exp(—-io.1). (10.7)
Widzimy wigc, ze dokonana transformacja przeprowadza wspotrzedne atomow p, na wspotrzedne
Oy opisujace ich zbiorowe oscylacje zwane wspélrzednymi fononowymi. Nalezy podkresli¢, ze
zaden z oscylatorow o danej liczbie falowej & nie odpowiada pojedynczemu atomowi, lecz ich
kolektywnemu drganiu.
Zauwazmy, ze ze wzoru (10.7) wynika zwigzek:

d*0, _
= , (10.8)
dtz ka

ktory jest rownaniem oscylatora harmonicznego o czestosci ;. Oscylacje opisane we
wspotrzednych fononowych Oy mozemy wigc uzna¢ za ortogonalne, a drgania cieplne bedace
ztozeniem takich drgan o réznych wartos$ciach liczby falowej k s3 drganiami normalnymi.
Wychylenia pojedynczych atomow pi, p2, ps, ... dane szeregiem (10.2) nie spetniaja warunku
ortogonalnos$ci. Zauwazmy ze drgania cieplne sa ortogonalne w przyblizeniu harmonicznym,
natomiast uwzglednienie w opisie sit migdzyatomowych takze mniejszych nieliniowych
sktadowych prowadzi do wniosku o mozliwo$ci wzajemnego oddziatywania fononéw.

(10.6)
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Definicja 10.1
Drgania nazywane sa normalnymi jezeli kazde drganie wtasne uktadu o wielu stopniach swobody

mozna wyrazi¢ jako sume¢ drgan ortogonalnych. Wzbudzenie dowolnego z dran nie prowadzi do
wzbudzenia ktoregokolwiek z pozostatych drgan ortogonalnych.

Energia uktadu jest sumg energii poszczegdlnych niezaleznych oscylatoréw kwantowych
E=)E;. (10.9)
k

Zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej energia oscylatora harmonicznego podlega kwantowaniu
1 wynosi

Ek :hook(nk +;j (1010)

gdzie n; =0, 1, 2, ... jest liczbg fononow o wektorze falowym k. Wyrazenie /i, opisuje energi¢
pojedynczego fononu. Dowoddéw na kwantowanie energii drgan cieplnych sieci krystalicznej
dostarczaja badania niespr¢zystego rozpraszania neutronow.

Definicja 10.2
Fonon — kwant energii drgan sieci krystalicznej o wlasciwosciach czagstki nalezacy do grupy

bozonow (czastek o catkowitym spinie).
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Temat 11. Widmo drgan sieci.

Jednym z waznych zagadnien fizyki ciata statego jest wyznaczenie energii drgan cieplnych
krysztatu. Energi¢ ta mozemy zapisa¢ jako sumg¢ energii po wszystkich rodzajach drgan w
krysztale, ktore oznaczamy liczbg falowg & 1 wskaznikiem p okreslajagcym polaryzacje

E=)"<n ,>ho ,, (11.1)
k p
gdzie:
< nyp > oznacza obsadzenie w stanie rownowagi cieplnej dostepnych stanoéw fononami o liczbie

falowe;j £,
hwy — energia fononu.
Poniewaz rozwazana liczba standéw jest zwykle ogromna, wygodnie jest zastapi¢ sumowanie catka
E= ID(co) <n(®w)>ho dw, (dlapolaryzacji jednego rodzaju) (11.2)

gdzie D(w) jest liczba standw (modow) drgan przypadajacych na jednostkowy przedziat czgstosci
wokot o. Srednia liczba fotonéw o energii /i jest opisana rozktadem Plancka (przypadek statystyki
Bosego-Einsteina dla zerowego potencjalu chemicznego)

1

ho ’
exp| —— |1
(kBTj

gdzie kg = 1,38-107% J/K jest stalg Boltzmanna. Celem dalszych obliczen bedzie znalezienie funkcji
D(w).

< n(w) >= (11.3)

11.1. Gestos¢ stanéw w liniowym krysztale monoatomowym

Rozwazmy drgania w tancuchu o dlugosci L, sktadajacym si¢ z N jednakowych atomow
rozmieszczonych w rownych odleglosciach a. Wczesniej, wykorzystujac cykliczne warunki
brzegowe Borna-Karmana wyprowadzono wzér (8.19), podajacy mozliwe wartosci wektora
falowego

2r n 2m
=— —=—n

a N L
Analogiczny wynik otrzymuje si¢ takze rozwazajac tancuch N+ 1 atomoéw, w ktéorym krancowe
atomy numer 0 1 N s3 unieruchomione.

Kolejne dozwolone wartosci &+ 1 k, r0Znig si¢ zawsze o stalg

27
Ak . (11.5)
Stad gestos¢ stanow przypadajacych na jednostkowy przedziat wartosci liczby falowej wokot
wartosci k

k (11.4)

L , dla ‘k‘ < 1 (w Istrefie Brillouina),

1
W)= = 2n 21a . (11.6)
0, dla \k\ > 2 (poza I strefa Brillouina).
a

Liczba stanéw w przedziale (k, k + dk) jest dana wzorem
2 W(k) dk=D(o) do , (11.7)
gdzie mnoznik 2 wynika z dwéch mozliwych warto$ci k& (dodatniej 1 ujemnej) odpowiadajgcych
jednej warto$ci @ w zwigzku dyspersyjnym w(k). Ze wzordéw (11.6) 1 (11.7) wynika, ze
L dk
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Zalezno$¢ dyspersyjna m(k) zostata wyprowadzona wcze$niej (Temat 8, wzor 8.17)

K |. 1
w=2 I 51n§ka. (11.9)
Stad
kzgarcsin ® , (11.10)
a (Dmax
dk 2 1
R . —— (11.11)
do a \ wfnax _0‘)2
gdzie omax 0znacza czesto$¢ maksymalng wynikajaca ze wzoru (11.9)
K
Omax =2 W (11.12)
Ostatecznie ze wzorow (11.8) 1 (11.11) otrzymujemy
D(o))z2 ! _ 2N : . (11.13)
A 0)2 032 T 0)2 032

max max
W modelu Einsteina drgania sieci ztozonej z N atomow rozpatruje si¢ jako N niezaleznych
oscylatoréw (dla jednego typu polaryzacji) o identycznych czg¢stotliwosciach wg
D(®) = N-d(® - ®E), (11.14)
gdzie 6 oznacza delt¢ Kroneckera. Model ten wykazuje stabg zgodno$¢ z danymi doswiadczalnymi.
W modelu Debye’a zaktada si¢ proporcjonalno$¢ czestosci o i liczby falowej k&

o=v-k, (11.15)
gdzie predkos¢ dzwigku v = const. w catym przedziale czgstotliwosci. Stad 1 ze wzoru (11.8)
L

D) =17y’ dla ®<nv/a,
0, dla o>mnv/a.

(11.16)

Czestotliwo$¢ odciecia wp w modelu Debye’a wynika z istnienia N stanéw o wszystkich
dozwolonych czestotliwosciach. Czestotliwos¢ ta r6zni sie od czestotliwosci odcigcia ®max (11.12)
dla rozwigzania doktadnego

N MY T

- = _i(’o
D(®< 0 ) 2 M

®p (11.17)
a

Model ten sprawdza si¢ najlepiej w niskich temperaturach. Poréwnanie rozwigzan doktadnych i
otrzymanych dla przyblizenia Debye’a przedstawiono na wykresach na rys. 11.1.

) D () | i
przyblizenie ! :
Debye'a i i
1 0S0bliwos¢ !
Omax [~ T i i
przybliZeniei Debye'a E
k | | ®
2) wla b) max WD

Rys. 11.1. Porownanie rozwigzan doktadnych (11.9) i (11.13) z przyblizeniem Debye’a dla drgan
liniowego tancucha monoatomowego: (a) krzywa dyspersji, (b) gestos¢ standw fononowych.
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11.2. Gestos¢ stanow w liniowym krysztale diatomowym

Rozpatrzmy jednowymiarowg sie¢ Bravais’go z dwoma réznymi jonami o masach M; 1 Mh, w
prymitywnej komorce elementarnej. Zatézmy, ze kazde dwa sasiednie jony leza w takiej samej
odlegtosci 1 polaczone sg wigzaniem o takiej samej sprezystosci. Rownanie krzywej dyspersji
takiego uktadu zostato wyprowadzone wczesniej we wzorze (9.9)

2 .9
o=k Lo Lol Ly L dsinthe) (11.18)
M, M, M, M, MM,
a gestos¢ stanow fononowych mozna wyznaczy¢ ze wzoru
D(m)zéﬁ. (11.19)
n do

Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen, ktére zostang tutaj pominicte, otrzymuje si¢ funkcje
gestosci stanow D(w) przedstawiong na rys. 11.2.

D (o)

drgania
akustyczne drgania

optycz.

pasmo wzbronione

w

2K K K
M, M, 1

Rys. 11.2. Gestos¢ stanow fononowych w liniowym tancuchu diatomowym.

11.3. Gestosc¢ standw w krysztale trojwymiarowym
Zastosujmy cykliczne warunki brzegowe Borna-Karmana dla trojwymiarowego krysztatu w
ksztalcie szescianu o boku L o sieci prostej regularnej ztozonego z N° komoérek. Wektor falowy k
jest wowczas okreslony wzorem
expli(k x +kyy+k,z)]= exp{i[kx (x+L)+k,(y+L)+k,(z+ L)]}, (11.20)
skad otrzymujemy, ze:
2n 47 Nm
ki k,k,=0; —; £—; .., £—. 11.21
xo Ky L i i (11.21)
W przestrzeni k przypada wigc jedna dozwolona warto$é¢ k na objetosé (2n/L)’. Stad ilosé stanow
na jednostke objetosci

1 LY
W(k)—Ak3—(2nj . (11.22)

Liczba dozwolonych stanow w krysztale trojwymiarowym, dla ktoérych czegstos¢ fonondéw jest
pomigdzy 1 ® + dw
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3
L
D(w)do = jW(k)d3k=[j jd3k, (11.23)
27
warstwa warstwa
gdzie catkowanie nastgpuje po objetosci warstwy w przestrzeni k, dla ktdrej czgstos¢ fonondw
zawiera si¢ w przedziale ® 1 ® + dw. Oznaczmy przez dS, element powierzchni o zadanej stalej
czestosci o (rys. 11.3).

K.

[ powierzchnia @ + dw = constans

dX,

/ powierzchnia @ = constans

Rys. 11.3. Element powierzchni dS, w Rys. 11.4. Wielkos¢ dk; jako odlegtosci w
przestrzeni k  odpowiadajacej  stalej przestrzeni k pomigdzy powierzchniami o
czestosci o [2]. stalych czgstotliwosciach ® oraz © + dw [2].

Element objetosci warstwy d°k mozemy przedstawi¢ jako walec o podstawie dS,, i wysokosci dk, |
ktora jest odlegtoscia pomiedzy powierzchniami o stalych czgstotliwosciach @ oraz o+ dow
(rys. 11.4), tak wiec

3
D(co)dwz(Lj jdsmdh. (11.24)
21

Zaréwno odlegtos¢ dk; jak 1 gradient @ w przestrzeni k sg prostopadte do powierzchni ® = const.,
wiec

do=dk Vo=V odk,, (11.25)
gdzie gradient w przestrzeni k jest zdefiniowany jako
Vi = 6, 6, 0 . (11.26)
Ok, Ok, Ok,
Element objetosci w catce ze wzoru (11.24) jest wiec rowny
ds, dk, =ds, 39 _qs,9¢ (11.27)
Vio Ve

gdzie v, jest warto$cig predkosci grupowej fononu v, = |V 0. Wzor (11.24) mozna wigc przepisaé
W postaci

3
D(oo)z(ij | dSw, (11.28)

2n pow. Vo

gdzie catka jest liczona po powierzchni o statej czestosci ® w przestrzeni k. Wynik ten odnosi si¢
do jednej galezi zaleznos$ci dyspersyjnej w(k) zwigzanej z jednym rodzajem polaryzacji.
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Gestos$¢ stanéw w krysztale trojwymiarowym w modelu Einsteina jest opisana identycznie
jak w krysztale jednowymiarowym, tzn. wzorem (11.14).

W modelu Debye’a zaktada si¢ proporcjonalnos¢ w(k) = v k, tak wiec predkos¢ dzwieku jest
stata dla kazdego rodzaju polaryzacji

V = vg = const. (11.29)
Gestos¢ stanow opisana ogélnym wzorem (11.28) upraszcza si¢ do postaci
3
D(m):i(ij [ds,, (11.30)
Vg 2n pow.

Powierzchnia stalej czgstosci @ w przestrzeni k przyjmuje w przyblizeniu Debye’a ksztalt sfery i
catka w powyzszym wzorze jest polem jej powierzchni

2
dew=4nk2=4n7(20 (11.31)
pow. ¢
Ze wzordéw (11.30) 1 (11.31) otrzymujemy
o’ I’
D(w) = 23| (11.32)

przy czym wynik ten odnosi si¢ do jednego rodzaju polaryzacji.
Jezeli krysztat sktada si¢ z N komorek elementarnych, to catkowita liczba modow fononow

akustycznych wynosi N dla jednego rodzaju polaryzacji. Liczbe modéw mozemy takze obliczy¢

catkujac gestos¢ stanow dang wzorem (11.32)

0)3D L

6m2v°

®p
N = jD(m)dm: (11.33)
0
Stad wynika istnienie skonczonej czestotliwosci odciecia wp oraz odpowiadajacego jej promienia
kp kuli Debye’a w przestrzeni k

op = (6712N)1/3Z , (11.34)

/3

kp = ®p _ (6712N)I .
v L

W modelu Debye’a nie dopuszcza si¢ drgan o wartosciach wektora falowego wigkszych od kp. Dla

czestotliwosdci odcigcia ® = wp rozktad standw D(w) w przyblizeniu Debye’a jest nieciagly, co

nazywane jest osobliwoscig Van Hove'a (rys. 11.5).

(11.35)

D(w) D(w)

osobliwos$¢

v

@D )

a) b)

Rys. 11.5. Zalezno$¢ gestosci standw od czestosci: (a) przyblizeniu Debye’a, (b) w rzeczywistym
krysztale [2].
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Temat 12. Energia i ciepto witasciwe krysztatu (izolatora) -
model Einsteina i model Debye’a.

Energie drgan cieplnych krysztatu wyznaczymy ze wzoru
E = [ D() <n(0) > hodo, (12.1)
gdzie D(w) jest liczbg standow (modow) drgan przypadajacych na jednostkowy przedzial czgstosci

wokol . Obsadzenie stanow dla fonondéw jest opisane statystyka Bosego-Einsteina:
1

ho .
exp| —— |1
kgT
12.1. Przyblizenie Einsteina
W modelu Einsteina drgania sieci zlozonej z N atomdw rozpatruje si¢ jako N niezaleznych

oscylatorow (dla jednego typu polaryzacji) o identycznych czestotliwosciach wg. W sieci
trojwymiarowej kazdy oscylator moze wykonywac¢ drgania o trzech typach polaryzacji, wiec

< n(w) >= (12.2)

D(®) =3N-3(® - op). (12.3)
Energia termiczna uktadu wynosi wigc
E=3N<n(og)>hog (12.4)
1 po podstawieniu rozktadu Plancka (11.3) w miejsce <n(wg)> otrzymujemy
E— 3N ho E (1 2. 5)

exp hﬂ -1
kT
Stad pojemnos¢ cieplna przy statej objetosci

hog
OF hop Yo O kg
CV=(j =3Nkg| —£ B . (12.6)
or ), kgT ho 2
{exp(Ej—l}
kT

» Dla wysokich temperatur pojemnos¢ cieplna dazy do stalej wartosci 3Nkg, co jest zgodne z
prawem Dulonga-Petita dla pierwiastkow.

» W niskich temperaturach Cy wedtug tego prawa jest proporcjonalne do exp(-#wg/ksT), co jest
niezgodne z wynikami do$wiadczalnymi, ktére wskazuja na proporcjonalnosé do 7°.

6
° = °——"—9--
5 "/V
-
4 ///
4

3 ol o .
23 e Rys. 12.1. Poréwnanie doswiadczalnych 1
N 4] teoretycznych warto$ci ciepta wihasciwego

2 L diamentu ¢, = C,/m:

1 (o) — warto$ci doswiadczalne,

P4 (---) — obliczenia na podstawie modelu

0 L _ _
0 0l 02 03 04 05 06 07 08 09 10 EinsteinadlaOg=/hogks=1320K [2].
70,
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Cieplo wlasciwe przy stalym ci$nieniu Cp wynika z zalezno$ci
Cp—Cy =9a’BVT, (12.7)
gdzie: a — wspolczynnik liniowej rozszerzalno$ci cieplnej, B — modut sprgzystosci objetosciowe,
V — objetosé. Dla wiekszosei ciat statych (Cp - C))/Cp nie przekracza rzedu 107, wiec mozna
przyja¢ Cp = Cy.

12.2. Przyblizenie Debye’a
Poprzednio wyznaczylisSmy (wzor 11.32), ze gestos¢ stanow w przyblizeniu Debye’a dla
jednej polaryzacji

273
oL
Di(®w)=—7—+, (12.8)
2n?y?
przy czym dozwolone stany konczg si¢ na cz¢stotliwosci odcigcia
op =(6n°N T (12.9)

Dla uproszczenia zatdozmy, ze predkos¢ fononu jest niezalezna od jego polaryzacji, zatem dla
wszystkich polaryzacji

273
D(o) = 3°°2L3 . (12.10)
217y
Po podstawieniu wzorow (12.2) 1 (12.10) do (12.1) otrzymujemy
®p 253
E= j[3"°2L3] hh“’ do. (12.11)
o \ 217 exp(wj 1
kT
W przyblizeniu Debye’a predkos§¢ dzwigku v jest stala i w takim przypadku
3 ®p 3 3744 XD 3
3LkgT
E-= 3]‘2’2 [ —2° do=""78" Y dx, (12.12)
2n°v7 ho 2r°vhT exp(x)—l
exp| —— -1
kgT
gdzie
ho
Y= , (12.13)
kyT
h
xp=ten 0 (12.14)
kgT T

Ostatnie rownanie definiuje temperatur¢ Debye’a 0 poprzez czgsto$¢ odcigeia wp dang wzorem
(12.9). Stad

/3
o0=""(6n2n) (12.15)
kzL
1 réwnanie (12.12) mozemy zapisa¢ w postaci
Y™ 3
E:9NkBT(j J-idx. (12.16)
0 exp(x)—1

Dla wysokich temperatur przedziat catkowania 0...xp jest na tyle maly, ze mozemy zastosowac
przyblizenie exp(x) = 1 +x. Wtedy
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3 Xp
E z9NkBT(gj j x> dx=3NkgT. (12.17)
0

Stad pojemno$é cieplna przy statej objetosci V= L*

OF
Cy =| — | =3Nkp| 12.18
v ( 8Tj,/ B ( )
Przypadek niskich temperatur
Poniewaz
lim xp =, (12.19)
T7—0
zatem dla niskich temperatur mozna przesuna¢ do nieskonczono$ci goérng granice catkowania
© 3 © 0 © 4
X 3 I =
———dx=|x Zexp(—sx)dxz 62—2— (12.20)
g exp(x)—1 g =~ St 15
1 wzory (12.16) 1 (12.17) upraszczajg si¢ do postaci
4
Ez%f‘, (12.21)
50
127* Nk :
C, = (aEJ =T B 3 234NkB(Tj . (12.22)
oT )y 50° 0

Ostatni wzor jest nazywany prawem Debye’a T>. Prawo to jest do§¢ dobrze spelnione w niskich
temperaturach. Charakterystyczna dla danego pierwiastka temperatura Debye’a typowo zmniejsza
si¢ w ramach danej grupy uktadu okresowego wraz ze wzrostem masy atomowej (Tabela 12.1).

Tabela 12.1. Temperatury Debye’a [K] dla wybranych pierwiastkow [2].

grupa | grupa IB grupa IV
Li 344 Cu 343 C (diament) 2230
Na 158 Ag 225 Si 645
K 91 Au 165 Ge 374
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Temat 13. Rozszerzalnos¢ cieplna i przewodnictwo cieplne ciat
statych.

W temacie 8 wykazaliSmy przy wykorzystaniu warunkow brzegowych Borna-Karmana, ze
wyraz liniowy w rozwini¢ciu energii potencjalnej w szereg potegowy w funkcji odlegtosci miedzy
atomami zeruje si¢ 1 wyraz kwadratowy jest pierwszym niezerowym skladnikiem szeregu.
Przyblizenie polegajace na obcigciu szeregu za wyrazem kwadratowym, zwane przyblizeniem
harmonicznym, okazalo si¢ wystarczajace np. do znalezienia zwigzku dyspersyjnego w(k), jednakze
istnieje szereg zjawisk, ktorych wyjasnienie wymaga rozpatrzenia wplywu czlondéw
anharmonicznych — jest to migdzy innymi rozszerzalno$¢ cieplna i rozpraszanie fonondéw na innych
fononach bedace przyczyna oporu cieplnego gazu fononowego.

13.1. Fononowe przewodnictwo cieplne ciaf statych

W ciatach statych cieplo jest przenoszone przez fonony i swobodne elektrony. W metalach
przewodnictwo elektronowe moze by¢ dominujagce. Rozwazmy zatem izolatory, w ktorych za
przewodnictwo cieplne odpowiedzialne sg fonony.

Fonon o wektorze falowym k i czgstosci o oddziatuje z innymi czastkami (fotony, neutrony,
elektrony, inne fonony) jak czastka o pedzie:

p=h-k (13.1)
oraz energii

E=h" o (13.2)
Wspdirzedne fononu opisane sg przez wzgledne wspodtrzedne potozenia atomow. W konsekwencji,
fonony nie sg no$nikami pedu krysztatu, tzn. wzbudzenie fononu w sieci krystalicznej nie wptywa
na ped calego krysztatu liczony jako suma peddéw wszystkich atomow. Z tego powodu ped fononu
nazywany jest kwazipedem. Wyjatkowa sytuacja wystepuje tylko w przypadku k=0, ktéry
odpowiada jednorodnej translacji catego krysztatu i z ruchem tym zwigzany jest pewien niezerowy

ped.

Definicja 13.1
Wspolezynnik przewodnictwa cieplnego K [J/(m-K)] ciata stalego w warunkach ustalonego

przeptywu ciepta przez dtugi pret zdefiniowany jest rOwnaniem
Jy =—Kd—T, (13.3)
dx
gdzie Jy jest strumieniem energii cieplnej [J/(m?s)] = [W/m?], czyli energia przechodzaca przez
jednostke powierzchni w jednostce czasu, d7/dx jest gradientem temperatury wzdtuz osi preta x.

Gdyby nos$niki energii rozchodzity si¢ przez probke bez odchylen, to strumien ciepla bytby
zalezny nie od gradientu temperatury, lecz od r6éznicy temperatur na koncach probki. Obserwowana
w doswiadczeniach zalezno$¢ od gradientu wskazuje na to, ze fonony dyfunduja przez probke
ulegajac licznym zderzeniom.

Traktujac fonony jak gaz zachowujacy si¢ zgodnie z zalozeniami modelu gazu doskonalego
znajdziemy wyrazenie opisujace wspotczynnik  przewodnictwa cieplnego. Rozwazmy
przemieszczenie pojedynczego fononu wzdtuz osi x, z miejsca o temperaturze 7 + AT do miejsca o
temperaturze 7. Czastka ta odda energi¢ cAT7, gdzie ¢ oznacza cieplo wlasciwe liczone na jedna
czastke. Analogicznie czastka poruszajgca si¢ w przeciwng stron¢ pobierze energi¢ cAT, jednak
kierunek transportu energii bedzie w obu przypadkach taki sam. Wypadkowy strumien energii
przenoszony przez wszystkie fonony wynosi wigc

Juy =-nc(v,AT), (13.4)

gdzie:
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n jest koncentracja czastek (liczba czastek na jednostke objetosci),

. om
Yok

<...> oznacza warto$¢ $rednia,

znak ,,— symbolizuje transport energii w kierunku spadku temperatury 7.

Réznica temperatur AT dla odlegtosci réwnej sredniej drodze swobodnej fononu /, wzdtuz osi x
Wynosi

- sktadowa x predkosci paczki falowej (moze r6zni¢ si¢ od predkosci fazowej w/k,),
X

dT dT
AT=—] =—v 1, 13.5
dx * dx ¥ (13:5)
gdzie 7 jest srednim czasem miedzy zderzeniami. Ze wzordéw (13.4) 1 (13.5) otrzymujemy
— _nlv?\er 4L
Jy = n<vx>cr ir’ (13.6)
Dla osrodka izotropowego oraz krysztatu o symetrii regularnej
2\ _ 1/ 2
<vx>—3<v > (13.7)
1 wzor (13.6) przyjmuje postaé
1 /o dT
Jy =——n{(v")jct—. 13.8
v =yl er (13.8)
Jezeli predkos¢ fonondéw v jest stala (jak w przyblizeniu Debye’a), wzor (13.8) mozemy zapisad
1 dT
Jy =—=Cvl—, 13.9
v=300 (13.9)

gdzie:
[ = v jest $rednig drogg fononéw migdzy zderzeniami,
C = nc jest pojemnoscig cieplng na jednostke objetosci.
Stad wspotczynnik przewodnictwa cieplnego

K:icw. (13.10)

Tabela 13.1. Przyktadowe wartosci liczbowe pojemnosci cieplnej na jednostke objetosci C,
przewodnictwa cieplnego K i $redniej drogi swobodnej / [2].

krysztat T[°C] C [J/(cm’-K)] K [J/(cmK)] 1[A]
kwarc 0 2,00 0,13 40
~190 0,55 0,50 540
NaCl 0 1,88 0,07 23
~190 1,00 0,27 100

Dhugos¢ sredniej drogi swobodnej / jest okreslona przez dwa procesy:
1) rozpraszanie na innych fononach (zderzenia trojfononowe),
2) rozpraszanie na obiektach statycznych, w tym
- rozpraszanie na $ciankach krysztatu,
- rozpraszanie na defektach sieci.

1). Zderzenia tréjfononowe.
We wszystkich procesach tréjfononowych musi by¢ zachowana energia

W+ wW=0;3. (1311)
W sieciach periodycznych wszystkie niezalezne wartosci wektora falowego k leza w pierwszej
strefie Brillouina. Jesli w wyniku zderzenia powstanie fonon o wektorze falowym lezacym poza I

62



strefg Brillouina, to musi by¢ sprowadzony do I strefy przez dodanie wektora sieci odwrotnej G.
Stad wynika, ze mozna wyr6zni¢ procesy trojfononowe dwoch rodzajow:

1.1). Procesy normalne (N) — w ktérych zachowany jest ped uktadu fononéw, co mozna zapisac
przy wykorzystaniu wektoréw falowych fononow
ki+tky=kj3. (13.12)
Catkowity ped gazu fononowego nie zmienia si¢ w wyniku takich zderzen. Srednia predko$é
unoszenia fonondéw nie jest wiec zaburzana przez procesy normalne 1 w konsekwencji nie
maja one wptywu ma przewodnictwo cieplne.

1.2). Procesy przerzutu (U — ang. umklapp) — Peierls odkryl procesy, w ktorych wektor falowy
nie jest zachowany, natomiast spetnione jest rOwnanie
ki tky=k; +G, (13.13)
gdzie G jest wektorem sieci odwrotne;.

: Je . g :

ki
k
\: K
@ —0—> @- — o—»
/7.\ k " oL . k
k, k3 Y 3 G C-lkitk; 4

(a) I strefa| Brillouina (b) I strefa| Brillouina

° T ° ° ? °
Rys. 13.1. Zderzenia fononéw na przykladzie dwuwymiarowej sieci kwadratowej. Czarne punkty
oznaczajg wezly sieci odwrotnej. Kwadrat symbolizuje I strefe Brillouina w przestrzeni k.
(a) Proces normalny, (b) proces umklapp. Wektor sieci odwrotnej G ma dlugo$¢ 2n/a, gdzie a jest
statg sieci krysztahu.

W wysokich temperaturach 7>> 6, gdzie 0 jest temperaturag Debye’a dang wzorem (12.5),
rozpraszanie fononéw na obiektach statycznych jest malo istotne i1 znaczng czg$¢ wszystkich
proceséw stanowia procesy U. Srednia droga swobodna fonondéw wystepujaca we wzorze (13.10)
jest wigc s$rednig droga swobodng dla proceséw U (bez procesow N). Koncentracja fonondéw
wzrasta ze wzrostem 7 1 z teorii sprz¢zen anharmonicznych wynika, Ze $rednia droga swobodna

[~ 1T, (13.14)
Poniewaz w wysokich temperaturach pojemnos¢ cieplna dazy do wartosci statej (prawo Dulonga i
Petita)
Cy = 3nks, (13.15)
mozna oczekiwac, ze przewodno$¢ cieplna
K~ 1/T, (13.16)
co jest zgodne z wieloma wynikami do§wiadczalnymi.

2) rozpraszanie na obiektach statycznych.
W niskich temperaturach 7 << 0, $rednia droga swobodna jest ograniczona gtownie przez
niedoskonatosci sieci krystalicznej. Jesli sie¢ nie jest silnie zdefektowana, to $rednia droga
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swobodna fononéw [ staje si¢ porownywalna z szeroko$cig probki D. Wzor (13.10) przyjmuje wiec
nastepujaca postac (z doktadnoscia do rzedu wartosci)

K=~CvD, (13.17)
gdzie jedyna wielko$cig zalezng od temperatury jest pojemnos¢ cieplna C. Wceze$niej wykazaliSmy
(temat 12), ze pojemno$é cieplna w przyblizeniu Debye’a zmienia si¢ jak 7° i mozemy oczekiwaé
analogicznej zaleznosci dla wspotczynnika K, co zostalo potwierdzone doswiadczalnie.

Nawet w krysztale o idealnej strukturze moga wystepowac rdzne izotopy pierwiastkow.
Przypadkowy rozktad mas izotopéw w sieci jest istotng przyczyng dodatkowego rozpraszania
fononéw, co powoduje obnizenie przewodnictwa cieplnego w poréwnaniu do krysztatu czystego
1izotopowo. Przyktadowe wyniki dla Ge o r6znym sktadzie izotopowym pokazano na rys. 13.2.

100
50 y
K=00pT" / /-—,*zboglcony7Ge
720 /
—‘g 10 / N \
3. lfwykly 3;\\
— 5 Il
- *F \\
g ,-‘ii
g R
S 2 i \ : :
2 f \ Rys. 13.2.  Przewodnictwo cieplne K
E & germanu w funkcji temperatury 7. Probka
g / wzbogacona zawiera 96% izotopu ' 'Ge,
e naturalny german zawiera 20% °Ge, 27%
"Ge, 8% "Ge, 37% 'Ge i 8% "°Ge. W
0.2 niskich temperaturach dla probki
ol wzbogacone;j otrzymujemy zaleznos¢
T2 5510 20 50 100 20 0 K=0,067"[2].

temperatura [K]

13.2. Rozszerzalnosé cieplna ciat statych

Zapiszmy energi¢ potencjalng atomoéw przesunigtych o x z potozenia réwnowagi w postaci
anharmoniczne;j
Ux)=cx’ —gx’ — fx*, (13.18)
przy czym ¢, g i f maja warto$ci dodatnie. Wyraz gx’ opisuje asymetri¢ wzajemnego odpychania
atomow.
Wedhtug rozktadu Maxwella-Boltzmanna utamek czastek zajmujacych stany o energii £; wynosi

N Zd,- exp(=E; [kgT)’ '

gdzie d; jest wspotczynnikiem degeneracja stanow, czyli liczbg stanow o jednakowej energii E;.
Obliczmy $rednig wazong wychylenia x dla d; = const. stosujac jako wage statystyczng rozktad
(13.19) przy braku degeneracji

Ioox exp[-U(x)/kgT]d x
(x)=-2 - (13.20)

+00

j exp[- U(x)/kgT]d x

-00

64



potencjat harmoniczny potencjat anharmoniczny
U(x) = cx?, U(x) = cx?- gx3- x4,
gdzie x=r-ry gdzie x=r-rn,
® ® i .
?,’ <radni '06)) Srednie
c srednie c 0 pofozenie
o r, pofoZenie o I ~—
> =) r
/ '

a) b)

Rys. 13.1. Energia potencjalna atomow w przyblizeniu (a) harmonicznym i (b) anharmonicznym.

Dla niezbyt duzych wychylen wyrazy anharmoniczne sg male w poréwnaniu do wyrazu
kwadratowego cx” i mozemy rozwinaé wyrazy podcatkowe w (13.20) w szeregi

+00 +00 —ex? gx3 +fx4
Ixexp[—U(x)/kBT]dx: jexp yexp| =t |dx =

b4 kT kT
+00 2 4 5
~ fexp T Jxs & LA P (13.21)

2N keT kT

+00 +o0 2
—CX

[expl-U(x)/kpTIdx~ | exp[”] dx (13.22)
-0 —o0 B

1 nastgpnie wykorzysta¢ znane wartosci catek

Iz dlan =0,

a
~+00
[x" exp(-ax®)dx = 35@2 dlan =4, (13.23)
4a

0, dla n nieparzystego.

-00

Ostatecznie otrzymujemy
3g
x)=—"kgT, (13.24)
< > 4¢?
gdzie wyraz symetryczny fx* w szeregu potegowym (13.18) okazuje sie nieistotny.
Wspotczynnik liniowej rozszerzalnosci cieplnej probki jest zdefiniowany wzorem

AL NA<x> 3 A<x>
" LAT  NaAT — aAT’
gdzie przez a oznaczono statg sieci. Po podstawieniu wzoru (13.24) do (13.25) otrzymujemy

(13.25)

»= 3g2 kg | (13.26)

Zwiazek ten mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia wspdtczynnika anharmoniczno$ci g na podstawie
pomiaréw rozszerzalno$ci cieplne;.
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Temat 14. Stany elektronowe w krysztatach. Model elektronéw
swobodnych.

14.1. Model metali Drudego

W 1900 roku Paul Drude podat pierwsza teori¢ elektronow w metalach. Zaktadala ona, ze
elektrony miedzy zderzeniami poruszajg si¢ ruchem prostoliniowym i zderzajg si¢ tylko z jadrami.
Ponadto zatozono, Ze rozklad predkosci elektronoéw swobodnych w metalu jest taki sam jak dla
zwyklego gazu klasycznego, czyli jest to rozktad Maxwella-Boltzmanna.

Model ten przewidywat, Ze $rednia energia kinetyczna elektronu w metalu wynosi

mvz

3
E®W) 5 2kBT, (14.1)
gdzie kjp jest stalg Boltzmanna, zas§ m masg elektronu. Dane doswiadczalne pokazywaly jednak, ze
wkiad elektrondw do ciepta wlasciwego metali w temperaturze pokojowej jest okolo stukrotnie
mniejszy od (3/2)ks.

Niezgodno$¢ modelu Drudego z do$wiadczeniem udato si¢ wyjasni¢ dopiero gdy w 1925
pojawit si¢ zakaz Puliego. Wedtug tego zakazu w danym stanie kwantowym nie moze znajdowac
si¢ wigcej niz jeden fermion, czyli czastka o spinie potdéwkowym. Z zakazu Pauliego wynika
statystyka Fermiego-Diraca, wedtug ktorej srednia liczba czastek w stanie o energii € wynosi

1

fFD(‘S):e—a
exp( _“}rl
kgT

B
gdzie p jest wielkoScig zwang potencjatem chemicznym, ktéra z dobrym przyblizeniem jest rowna
omoOwionej dalej energii (poziomowi) Fermiego Er. Energi¢ Fermiego czgsto wyraza si¢ poprzez
temperature Fermiego 7 (zazwyczaj rzedu dziesigtek tysiecy K)

(14.2)

Er=kp Tr. (143)
Wedtug klasycznego rozkladu Maxwella-Boltzmanna liczba czastek o energii € wynosi
&
E)=Cexp| - |, 14.4
Jus (&) P( kp Tj (14.4)

gdzie C jest stala wynikajaca z normowania rozkladu. Dla temperatur mniejszych od 10° K rozktad
Maxwella i rozktad Fermiego-Diraca rdznig si¢ zasadniczo (rys. 14.1).

b
700¢
600
500
a) ¢ I 400}
10
osl , 3001
= 1 fve FD
0.6: 200
Q4
r 100

0.2

l 1 1 1 -

0 0 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0
x=mv¥/ 2T x=mv¥/ 2kgT

Rys. 14.1. (a) Rozktad Maxwella-Boltzmanna (f\g) 1 rozktad Fermiego-Diraca (frp) w temperaturze

pokojowej dla typowych wartosci gestosci elektronow w metalu. (b) Powigkszona cze$¢ rozktadu

Maxwella-Boltzmanna. Rozktad Fermiego-Diraca zlewa si¢ z 0sig x.
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14.2. Teoria metali Sommerfelda

Sommerfeld zatozyt, ze oddziatywania elektronéw swobodnych w metalu z innymi czastkami
mozna zaniedba¢. W przypadku, gdy na elektron swobodny nie dziataja Zadne zewngtrzne pola
funkcja falowa W takiego elektronu dla poziomu o energii € spelnia stacjonarne rOwnanie
Schrdédingera bez cztonu opisujacego energi¢ potencjalng

2 ( A2 2 2 2
L ‘92 0 ‘P(r)——h—vz‘l’(r) EW(r). (14.5)
2m| a2 o oz’ 2m
Rozwigzania rownania (14.5) maja postac
1 ke
Y(r)=—e"" 14.6
(r) Nz (14.6)
1 odpowiadajg im warto$ci wlasne energii
n’k?
Ek) = . (14.7)
2m

Czynnik normujacy w rozwigzaniu (14.6) zostal wybrany tak, by prawdopodobienstwo znalezienia
elektronu gdziekolwiek w danej objetosci metalu V byto rowne jednosci:

[ e ar=1. (14.8)
v
Wektor falowy k w rozwigzaniu (14.6) moze by¢ dowolny dopdki nie narzucimy dodatkowych
warunkow. Wektor ten jest zwigzany z pedem elektronu p
p=hk (14.9)
oraz z predkoscig

y=P _Tk (14.10)
m

m
Dzigki zwigzkom (14.9) 1 (14.10) energi¢ (14.7) mozemy zapisaé¢ w klasycznej postaci
2 m? B2
E(k) 2m 5 o (14.11)
Zatézmy, ze rozwazany krysztal ma ksztalt sze$cianu o boku L. Przyjmiemy periodyczne

warunki brzegowe Borna-Karmana, ktore w trojwymiarowej przestrzeni sprowadzajg si¢ do
sklejenia przeciwlegtych $cian krysztatu

Yy, y,z+ L) =Y, y, 2),

Y(x,y+L,z)=Y(,y,2), (14.12)

Y(x+L,y,z)=Y¥Y(,y,2).
Uwzglednienie zwigzkow (14.12) w rozwigzaniu (14.6) powoduje ograniczenie dopuszczalnych
wektorow k do dyskretnego zbioru spetniajacego rownanie

bl — oMl _ ikl (14.13)
Stad otrzymujemy wartosci sktadowych wektora k
27n 27tn 27n
ko=""% k=2, k =""%, 14.14
x T YT I (14.14)

gdzie n,, n,, n. sa liczbami catkowitymi.
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Rys. 14.2. Zbior punktow w dwuwymiarowe] przestrzeni
k o wspotrzednych w postaci k,=2nn,/L, k,=2nn,/L.
Zakreskowany kwadrat oznacza pole przypadajace na
jeden punkt zbioru réwne (2m/L)>. W przestrzeni
trjwymiarowej objetos¢ przypadajaca na jeden punkt
wynosi (/LY.

Ze wzorow (14.14) i rys. 14.2 wynika, ze objetos¢ przypadajaca na jeden punkt w
trojwymiarowej przestrzeni k wynosi (2m/L)’. Odwrotno$¢ tej wartosci wyraza liczbe
dopuszczalnych wartosci wektora k przypadajacych na jednostke objetosci w przestrzeni k 1 zwana
jest gestoscig poziomow w przestrzeni k

p=""_ (14.15)

8
Zgodnie z zakazem Pauliego z kazdym punktem w przestrzeni k moga by¢ zwigzane maksymalnie
dwa stany elektronowe odpowiadajace réznym warto$ciom spinu #/2 lub — #/2.

Konstrukcje N-elektronowego stanu podstawowego, odpowiadajacego temperaturze 7=0 K,
rozpoczniemy od umieszenia dwoch elektronow w stanie k =0, ktoremu odpowiada najnizsza
mozliwa energia. Kolejne elektrony bedziemy umieszcza¢ zawsze na nieobsadzonych jeszcze
stanach o najnizszej energii. Poniewaz energia poziomu jednoelektronowego jest proporcjonalna do
K (wzér (14.7)), wigc dla wielkich warto$ci N zapelniony obszar bgdzie bardzo zblizony do kuli.
Promien tej kuli bedziemy nazywacé promieniem Fermiego 1 oznaczaé kp. Liczbe wszystkich stanéw
N lezacych wewnatrz kuli mozemy wyrazi¢ mnozac objetos¢ kuli przez gestos¢ poziomow (14.15)

3 3
N:2{4“kFJ( r j— ey (14.16)

3 8’ ) 3n?
przy czym mnoznik 2 wynika z liczby elektronéw o jednej warto$ci wektora k. Stad otrzymujemy,

ze gestos¢ elektronowa n (liczba elektronow w jednostkowej objetosci) jest zwigzana z promieniem
Fermiego zalezno$cia

_N_k
Vo 3n?
Powierzchnia kuli Fermiego, oddzielajaca poziomy obsadzone od niezajetych, nosi nazwe

powierzchni Fermiego. Stanom elektronowym na powierzchni Fermiego odpowiadaja:
ped Fermiego pr

n (14.17)

pr=hkp, (14.18)
energia Fermiego Er
2 2,2
Pr _hkp
& ="F=—", 14.19
7 om T 2m ( )
oraz predkos¢ Fermiego vp
vp=PE MhE (14.20)
m m

ktora jest rzedu 1% predkosci swiatla.
Energie Fermiego & mozemy przedstawi¢ jako wielkos¢ zalezng tylko od gestosci

elektronowej n, ktora jest charakterystyczna dla danego pierwiastka (Tabela 14.1). Ze wzordéw
(14.17) 1 (14.19) otrzymujemy
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2 2
E="F=—Bnn| , 14.19a
F 2m Zm( )Z ( )

Tabela 14.1. Ggstosci elektronéw swobodnych i energie Fermiego dla niektorych pierwiastkéw
metalicznych. Energi¢ Fermiego obliczono przyjmujac m =9,11-10°" kg [1].

Pierwiastek (temperatura) n [10%/cm’] Er[eV]
Cs (5K) 0,91 1,59
Li (78K) 4,70 4,74
Cu (~300K) 8,47 7,00
Fe (~300K) 17,0 11,1
Al (~300K) 18,1 11,7
Be (~300K) 24,7 14,3

Energia stanu podstawowego N elektronow jest sumg energii wszystkich poziomow
jednoelektronowych lezacych wewnatrz kuli Fermiego

2,2
E=2) ek , (14.21)
k<kp 2M
gdzie mnoznik 2 wynika z istnienia dwoéch elektronow odpowiadajacych jednemu stanowi wektora
k. Dla wielkich warto$ci N powyzsza sum¢ mozemy przyblizy¢ catka
n?k?
2m

E=2 j D
k<kp

gdzie gestos¢ standw D w przestrzeni k jest dana wzorem (14.15), zas dQ2 jest elementem objetosci
w przestrzeni k. Element objetosci odpowiadajacy dtugosciom wektora falowego z przedziatu £,
k + dk jest sferg o promieniu & i grubosci dk, stad

dQ, (14.22)

dQ = 4n i dk. (14.23)
Po podstawieniu wzorow (14.15) i (14.23) do (14.22) otrzymujemy
E i’ 4 nk
== [Ktdie=—2F (14.24)
Vo 2nlm K<k, 10" m

W celu wyznaczenia $redniej energii na jeden elektron E/N w stanie podstawowym 7=0
podzielimy powyzszy wynik przez gestos$¢ elektronowa n dang wzorem (14.17)

E _EIV _3 n’kp

= = (14.25)
N N/V 10 m
Wynik ten mozna takze zapisa¢ w postaci
E 3 3
— ==& ==kgTy| 14.26
N5 T SkelF ( )
gdzie & jest energia Fermiego dang wzorem (14.19), za$ Ty jest temperaturg Fermiego
T = & . (14.27)
kp

Wartosci energii Fermiego £ w metalach sg rzedu kilku eV, za$ temperatury Fermiego rzedu
10 K. Wynik (14.25) jest zdecydowanie odmienny od energii przypadajacej na jeden elektron,
rownej (3/2)kgT w klasycznym modelu Drudego.
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Temat 15. Rozwiniecie Sommerfelda. Elektronowe ciepto
wiasciwe.

Elektrony podlegaja rozktadowi Fermiego-Diraca, wedlug ktérego prawdopodobienstwo, ze
stan o energii € jest zajety przez elektron wynosi

1
O =",
E-p
exp +1
(kBT j

gdzie wielko$¢ p jest znana pod nazwa potencjatu chemicznego. W stanie podstawowym dla 7= 0
(rozwazonym w temacie 14) obsadzone s3 te i tylko te poziomy, ktorych energie spetniaja
nieréwnos¢ € < Er. Funkcja rozktadu (15.1) musi wigc spetnia¢ warunek

(15.1)

lim f(e):{l’ E<ér, (15.2)
T—0 0, €>&.
Dla zgodnosci rozktadu (15.1) z granicg (15.2) konieczne jest wigc, by
limp=¢§&, (15.3)

T—0
natomiast dla 7> OK potencjat chemiczny p rézni si¢ od swej wartosci & w temp. 0K.
W przypadku 7> 0 wktad elektronéw do energii wewngetrznej U w przyblizeniu niezaleznych
elektrondw jest sumg energii E(k) poziomoéw jednoelektronowych pomnozong przez $rednig liczbe
elektrondw na danym poziomie f{E)

U=2> &K)f(EK)), (15.4)
k

gdzie mnoznik 2 wynika z istnienia dwoch elektronéw o ré6znym spinie odpowiadajacych jednemu
stanowi wektora k, za$ zwigzek energii € z wektorem falowym Kk jest opisany wprowadzonym
wczesniej wzorem (14.11)
2,2
«S(k):h k . (15.5)
2m
Podobnie jak wczesniej dla stanu podstawowego (Temat 14) dokonany we wzorze (15.4) przejscia

granicznego dla N — o

U:2IL3£(k)f(£(k))dQ, (15.6)
87

gdzie V/8n* =D jest wyznaczona wczesniej (rys. 14.2 i wzor (14.15) i) gestoscig dozwolonych

poziomow w przestrzeni k, za$ dQ jest elementem objgtosci w przestrzeni k. Stad gesto$¢ energii
u=Uv

uzj%e(k)f(e(k))dg. (15.7)
4
Podobnie jak energie¢ elektronow (15.4), mozemy zapisac¢ catkowitg liczbg elektronéw N
N=2) f(&K)) (15.8)
k
skad po przejsciu granicznym dla N — oo otrzymamy gestos¢ elektronowg n = N/V
nzj%f(e(k))dg. (15.9)
47
Catki we wzorach (15.7) 1 (15.9) maja ogo6lng postac
j%F(ﬁ(k))dQ, (15.10)
47
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gdzie F(&E(K)) jest funkcja odpowiednig dla wyznaczanej wielkosci u albo n. Wykorzystujac fakt, ze
funkcja podcatkowa jest zalezna od wektora k tylko poprzez energi¢ € zwigzang z modutem
wektora k, mozemy przedstawi¢ element objetosci w postaci sfery

dQ = 4n K* dk. (15.11)
Nastepnie przejdziemy od zmiennej k do zmiennej € Wykorzystuj ac zwiazek (15.5)
[La dk jg(e)F(e)de (15.12)
gdzie
m [2mé
8O =1422" B2’ €20, (15.13)
0, £<N0.

Wykorzystujac wprowadzong powyzej funkcje g(€) catki ze wzorow (15.7) 1 (15.9) mozemy teraz
zapisa¢ w postaci

u:Tg(E)Ef(E)dE (15.14)

oraz -
nzTg(«E)f(E)dﬁ. (15.15)

Obie powyzsze catki maja postac _
TH(&)f(S)dE (15.16)

a ich wyznaczenie jest dos¢ ztozone. Wprowadzmy funkcje K(E) zdefiniowang wzorem

K(€) = jH(e')de', (15.17)
skad wynika, ze -~
_dK()
H(E) = TR (15.18)

Do obliczenia catki (15. 16) zastosujmy catkowanie przez czqéci
j HE) f(©)AE=[KE) f©]Z j K(&) L af © 4e. (15.19)

Wyraz K(€) A€) znika dla € —> —o, bo K() > 0 przy j(é') =1, a takze znika dla € —> + o, bo
funkcja f(€) dazy do zera szybciej niz K(€) do oo.

Zauwazmy, ze temperatura 7 w praktyce jest zwykle znacznie mniejsza od temperatury
Fermiego Ty (14.27) przyjmujacej wartosci rzedu 10* K. Funkcja Fermiego AE) dana wzorem (15.1)
dla temperatury pokojowej odchyla si¢ znaczgco od prostokatnego rozkladu dla 7=0 tylko w
niewielkim otoczeniu wokét €= p o szeroko$ci kilku kg7 (rys. 15.1). Warto$¢ catki (15.19) jest
wiec zdeterminowano zachowaniem si¢ funkcji K(€) w tym waskim otoczeniu, gdyz tylko tam
pochodna 0f/0€ r6zni sig¢ istotnie od zera.
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a) ¢ b) i
10 10

&

\
¢ & i

188 = kgT)

Rys. 15.1. Funkcja Fermiego dana wzorem (15.1) dla pewnej ustalonej warto$ci p oraz temperatur
(@) T=0,(b) T=0,01 Wks.

Rozwinmy zalezno$¢ K(€) w szereg potggowy wokot punktu €= p ograniczajac si¢ do trzech
pierwszych wyrazow i wyrazmy pochodne funkcji K poprzez H zgodnie ze wzorem (15.18)

dK(€) 1 ,d? K(€)
K@) =K o —(E- L~
©)=KW+E-w~ . yEw .

<K+ €W H G+ (E-w? (15.20)

E=p

Po podstawieniu szeregu (15 20) do wzoru (15 19) otrzymujemy

jH(e)f(e)de——K(u)j fde H(n )j (& - u)af e—;aai:[ j(e )Zafde (15.21)

E=p _

gd21e of /0€ jest funkcja parzystq argumentu (E—p) 1 catka z funkcji meparzystej (E—)(of/0E)
wzgledem (€ — 1) musi si¢ zerowac. Po zastosowaniu nowej zmiennej x = (€ — w)/kzT otrzymujemy

+00 +00 +o
of 2 20/(x)
HE) f(&E)dE=-K ——dx—-——— kgT x°——"dx, 15.22
L ©) /(&) (u)_{o o e, o) L . (15.22)
gdzie
+00 to
| ACIN [ S dx=-1, (15.23)
s, Ox (€7 +])
za$ ostatnia catka jest funkcja Riemanna znang z tablic funkcji specjalnych
+00 +00 2 x 2
| 2 g, o [ 25 dx="" (15.24)
i ox o (e” +1) 3
Po podstawieniu wzoréw (15 17), (15.23) 1 (15 24) szereg (15 22) upraszcza si¢ do postaci
j H(E) f(E)dE = j H(£)d£+—(kBT)2 ‘ZZ (15.25)
E=p

nazywanej rozwinigciem Sommerfelda. Mozhwe jest wyznaczenie takze wyrazow wyzszego rzedu,
jednakze dla temperatur pokojowych kolejne wyrazy réznia si¢ o czynnik rzedu (kzT/m)~ 107
zwykle nie sg istotne w obliczeniach.

Zastosujmy rozwinigcie (15.25) do gestosci energii (15.14) 1 gestosci elektronowej (15.15)
przesuwajac przy tym dolng granicg caikowania do 0 w zwigzku z zerowaniem si¢ g(€) dla €< 0

- jg(e)£d£+ (k) { ) +g(u)} (15.26)
o€ e,
n= T (£)d£+ﬁ(k )2 %% (15.27)
RN T '

72



Dalej pokazemy, ze warto$¢ potencjatu chemicznego p ze wzrostem temperatury bardzo
nieznacznie odbiega od swej wartosci & dla 7=0. Stad calki takie jak we wzorach (15.26) i
(15.27) mozemy rozwing¢ jako

u &
jH(&)dez IH(E)d£+(u—£F)H(€F) (15.28)
otrzymujac - -
T 2l ae@
u= jg(e)é:d‘g"'(“_‘SF)‘SFg(eF)'F?(kBT) H? +g(W) |, (15.29)
0 E=pn
& . 02(&)
n= {g(e)d&(u—<€p)g(<€F)+6(/«:,3T)2%‘S6:H (15.30)

W metalach gestos$¢ elektronowa n jest stata, wiec wartos¢ n we wzorze (15.30) musi by¢ rowna
calce oznaczajacej gestos¢ dla 7=0

2
T og(€
0= (n-E)g(Er)+ (kT2 BE) (1531)
6 o€ Jeoy
skad otrzymujemy
2 2
=&, _n” (kgT)” 0g(€) ’ (15.32)
6 g(eF) o€ E=p
a po rozwini¢ciu g(€) 1 g(€r) wedtug wzoru (15.13)
2 2]
n”( kgT
=&p|1-—| 2= | 15.33
H=cp 12( & j ( )

Dla temperatur pokojowych wyraz zalezny od temperatury jest rzedu 107,
Zwiazek (15.31) wykorzystamy takze do uproszczenia wzoru (15.29) podstawiajac przy tym
u = & do wyrazdw o najmniejszych wartosciach
2
u=ug+* (kpT)*g(E), (15.34)

gdzie up jest gestoscig w stanie podstawowym przy 7 = 0. Stad ciepto wiasciwe gazu elektronowego
w metalu

0 2
c, :(a;j =%k§Tg(£F). (15.35)

W szczegolnym przypadku elektronow swobodnych gestos¢ elektronowa n = N/V jest opisana

wyprowadzonym wczesniej wzorem (14.17), za$ energia Fermiego & wzorem (14.19).

Wykorzystujac te wzory oraz rozwini¢cie funkcji g(&r) wedtug wzoru (15.13) mozna pokazaé, ze
3n

&)= . 15.36
g(&r) 2%, (15.36)
Podstawiajagc wzor (15.36) do (15.35) otrzymamy
2
T kBT
c,=— nkp. 15.37
v 2 (‘SF j B ( )

Przewidywana liniowa zalezno$¢ elektronowego ciepta wlasciwego metali od temperatury jest
jedng z wazniejszych konsekwencji statystyki Fermiego-Diraca (15.1). Dla temperatury pokojowe;j
rezultat ten jest mniejszy okoto 100 razy od statej wartosci ¢, = 3nkz/2 wynikajacej z zastosowania
rozktad Maxwella-Boltzmanna do elektronéw w klasycznej teorii metali Drudego.
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W metalach, oprocz elektrondéw, takze drgania jondw wnoszg swoj wklad do catkowitego
ciepta wiasciwego 1 wkiad ten jest dominujagcy w wysokich temperaturach. W niskich
temperaturach jonowe cieplo wlasciwe jest opisane prawem Debye’a T (12.22) i wraz ze spadkiem
temperatury spada ponizej ciepla elektronowego, ktére maleje jedynie liniowo. Caltkowite ciepto
wlasciwe metalu w niskich temperaturach ma zatem postac

¢, =yT+ AT |. (15.38)

Czton liniowy 1 sze$Scienny stajg si¢ porownywalne dla temperatur rzedu kilku kelwinéw. State y i 4
mozna dopasowa¢ do danych dos$wiadczalnych jako wspotczynniki prostej wykreslonej we
wspotrzednych ¢,/T oraz T°

%V:y+AT2. (15.39)
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Temat 16. Model elektronéw prawie swobodnych.

16.1. Braki modelu elektronéw swobodnych

Model elektronow swobodnych pozwala dos¢ dobrze opisa¢ np. ciepto wiasciwe,
przewodnos$¢ cieplng i rozszerzalno$¢ cieplng. Model ten nie wyjasnia jednak skad biorg si¢
obserwowane rdznice miedzy metalami, pétprzewodnikami i izolatorami. W tym celu konieczne
jest uwzglednienie periodycznej struktury krysztatu, co prowadzi do periodycznie zmieniajgcego si¢
potencjatu, w ktérym poruszaja si¢ elektrony w krysztale. Najwazniejsza cechg rozszerzonego
modelu jest przewidywanie pasm energetycznych elektronéw, rozdzielonych przerwami
wzbronionymi. Krysztat jest izolatorem gdy dozwolone pasma energetyczne sg catkowicie puste
albo catkowicie obsadzone. Jezeli jedno z pasm dozwolonych jest wypeklione czesciowo, to
krysztat zachowuje si¢ jak metal. W przypadku gdy jedno lub dwa pasma sg obsadzone tylko w
nieznacznym stopniu albo w bardzo matym stopniu nie obsadzone krysztat jest potprzewodnikiem.

4 energia

izolator metal poOlprzewodnik

Rys. 16.1. Schematyczne obsadzenie dozwolonych pasm energii dla izolatora, metalu i
potprzewodnika. Obszary pocieniowane oznaczajg poziomy obsadzone przez elektrony.

16.2. Rachunek zaburzen niezaleznych od czasu dla stanow
zdegenerowanych

Niech Hy bedzie hamiltonianem uktadu niezaburzonego. Réwnanie Schrodingera bez czasu
dla uktadu niezaburzonego ma postaé

Aoy =EPy. (16.1)
Zalozmy, ze roéwnanie (16.1) zostalo juz rozwiazane i znane sa wartosci whasne E,© oraz

odpowiadajace im funkcje wlasne. W dalszych rozwazaniach dopuscimy degeneracje¢ stanéw, tzn.
przyjmiemy, ze jednej wartosci wiasnej E,” moze odpowiada¢ wiele roznych funkcji whasnych

\|/,,1(0), wnz(o), oo wnm(o). Dowolng funkcj¢ falowa wn(o) uktadu o energii E,"” mozna przedstawi¢ w
postaci kombinacji liniowej funkcji wlasnych
0 0
v =Y a,n) . (16.2)
J

Rownanie Schrodingera dla uktadu, w ktérym hamiltonian ulega niewielkiemu zaburzeniu AH’
przyjmie postac

(Hy+2H" )y, =E,v,,. (16.3)
Funkcj¢ falowa oraz wartosci wlasne w rdwnaniu (16.3) rozwijamy w szeregi potegowe wzgledem
parametru A, przy czym ograniczymy si¢ tutaj do poprawek pierwszego rzedu
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v, =ul ), (16.4)
E,=E 43D (16.5)

Poniewaz nie wiemy ktorg funkcje wtasng an(O) wybra¢ we wzorze (16.4) jako ', wezmiemy ich
kombinacj¢ liniowa. Po podstawieniu wzorow (16.2), (16.4) 1 (16.5) do rownania (16.3)
otrzymujemy

' 0 0
(A, +28 {Zanj\y;]) +w§}>J = (E,go) +XE,§1>)[Z%\V§”> +xw(l>J : (16.6)
J J
Poniewaz rownanie musi by¢ spetnione dla dowolnej wartosci parametru A, wigc wyrazy stojace
przy A musza by¢ réwne

1 l 0 0),,,1 1 0
v+ A Zanngj) =EOy) + E()Zanj\yfy). (16.7)

Stad, po pomnozeniu lewych stron przez v, \”" i scatkowaniu po ca{ej przestrzeni otrzymujemy

w0 Ay & r-EQ @y (”d3rj\|f(°)*{(E“) )Z n,\vfﬁ)}d% (16.8)
J

Z hermitowskiego charakteru operatora Hy oraz z réwnania Schrodingera dla stanu niezaburzonego
(16.1) wynika zwigzek

fwia, w“)d3r—f(ﬁ v O Ty Cr=EP [y v, (16.9)

co oznacza, ze lewa strona réwnania (16.8) musi si¢ zerowac¢. Ponadto zaktadajgc ortonormalnos¢
funkcji ¥, otrzymujemy

[w v d’r=5;. (16.10)
W rezultacie wzor (16.8) redukuje si¢ do postaci
Z(H,} —E,SDSI-j)anj =0, (16.11)

gdzie H'; jest nazywane elementem maczerzowym operatora H'
j v Ay D, (16.12)

Wzor (16.11) przedstawia uktad rownan Jednorodnych, ktory posiada niezerowe rozwigzania a,
jedynie wtedy, gdy wyznacznik z macierzy wspotczynnikow jest rowny zero
det[H' —E(I)SU] =0, (16.13)
CO po rozwini¢ciu macierzy mozna zapisac
' 1 1 1
Hj, _E;S) Hi, Hiy
HY, Hy -EW  Hy, =0, (16.14)

Jest to tzw. rownanie wiekowe, ktore umozliwia wyznaczenie poprawek energii E,".
W ostatecznym wyniku przyjmujemy A=1 1 otrzymujemy wartoSci wlasne energii
E,=EQ+ED.

16.3. Model elektronow prawie swobodnych

Rozwazmy najpierw model elektronow prawie swobodnych w krysztale jednowymiarowym.
Okres$lonej wartosci energii elektronu E© bez uwzglednienia poprawki od potencjatu zaburzajacego
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EO=C2C8 (16.15)
2m

odpowiadaja dwie wartosci liczby falowej k£ i -k, a zatem rowniez dwie funkcje falowe dla
elektrono6w poruszajacych si¢ w prawo i w lewo osi x

1 .
vi= e (16.16)
L
1 _:
V2= i ik (16.17)

gdzie L jest dtugoscig krysztatu. Rownanie wiekowe (16.14) przyjmuje teraz postac
1 1 1
Hi, -E\"  Hj,

=0 (16.18)
l ' 1 ’
H21 H22 _EIS)

gdzie elementy macierzowe
L
Hy = [y )V (0)y;(x)dx, (16.19)
za$ V(x) jest okresowym potencjatem oddzoiaiywania elektronu z siecig dodatnich jonow o statej a
Vix+a)=V(x) 1 _TV(x)dsz. (16.20)
0

Podstawiajac funkcje falowe (16.16) i (16.17) do wzoru (16.19) otrzymujemy, ze diagonalne
elementy macierzowe zeruja si¢ ze wzgledu na okresowos¢ potencjatu

1 L 1 Na
Hiy =Hy =—[V(x)dx=— [V (x)dx=0, (16.21)
Ly Ly
za$ niediagonalne elementy macierzowe sg rozne od zera
L
H}, = 1 j e 2 p(x)dx, (16.22a)
Ly
1f L
Hy = j e 2y (x)dx. (16.22b)
0
Po podstawieniu wzoru (16.21) do rownania wiekowego (16.18) otrzymujemy
(E,gl))2 =H}, H, (16.23)

1 celem dalszych przeksztatcen bedzie wyznaczenie H';; 1 H%;. Potencjat V(x) ze wzgledu na jego
okresowo$¢ rozwiniemy w szereg Fouriera

V(x)= io c, exp( 2’””), (16.24)

q=- a

przy czym Co =0, a jest stalg sieci. Ponadto z warunku Borna-Karmana w;(x) = y;(x + L) 1 funkcji
falowych (16.16) 1 (16.17) wynika, ze liczba falowa moze przyjmowac tylko wybrane wartosci
k=22 cc. (16.25)
L a N
Po podstawieniu wzorow (16.24) 1 (16.25) do (16.22a) otrzymujemy

15 21 n - 2migx
Hy, =—|exp| —2i— —x C,ex dx=
2 L!;p( aqu:Z_:qu(aj
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& LC 2mix )7 d 16.26
=7 z J- 4 ©XD — NJrq X. (16.26)

g=—» 0 a
W ostatniej sumie zeruja si¢ wszystkie calki z funkcji o okresie bedacym catkowita wielokrotnos$cia
a. Niezerowe pozostaja tylko catki z funkc;ji statych dla
n

q=2 N’ (16.27)
przy czym dla wymaganych catkowitych wartosci n 1 ¢ # 0 zwigzek moze by¢ spetniony tylko dla n
bedacego catkowita wielokrotnoscig N/2. Ze wzorow (16.25)-(16.27) wynika wiec, ze niezerowa
warto$¢ H'i» = C, pojawia si¢ tylko dla liczb falowych

k="q, qeCiq=0, (16.28)
a

co odpowiada granicom stref Brilluina. Analogiczne postgpowanie przeprowadzone dla elementu
"1 prowadzi takze do warunku (16.28). Warto$¢ pierwszej poprawka do energii elektronu wynosi

E" =4H}, |=+Hy |=+C,|. (16.29)

Poprawka ta pojawia si¢ tylko na granicach stref Brillouina, gdzie calkowita energia elektronu
zmienia si¢ skokowo pomigdzy warto$ciami

2
(%)
— O (0 _ a
E=E® +E _Ti\cq\. (16.30)
Tak wigc na samej granicy strefy szeroko$¢ przerwy energetycznej ma warto$¢
AE=E,-E_=2C,[. (16.31)

Zaleznos¢ E(k) wynikajaca z modelu elektronow prawie swobodnych zostata przedstawiona na
rys. 16.2.a. Zalezno§é ta jest paraboliczna jak dla elektronéw swobodnych E(k)=A*k*/2m za
wyjatkiem nieciggtosci na granicach stref, gdzie obowigzuje wzor (16.30). W otoczeniu punktow
nieciaglo$ci nie mozna stosowac drugiego przyblizenia rachunku zaburzen.

W przypadku jednowymiarowym odcinek (—m/a, +m/a) wyznacza I strefe Brillouina. Wartosci
wektora k spoza tej strefy mozna zredukowac¢ do I strefy przez dodanie pewnego wektora sieci
odwrotnej. Po redukcji przedstawionej na rys. 16.2.b otrzymujemy szereg pasm energii
pooddzielanych przedziatami energii wzbronionych, réwnymi kolejno 2|C|, 2|C3|, ... .

\
N

|

I

!

!
2T

&

£

_2r I LK
a @ .8
) Istrefa Brillouina
(a) bez redukcji do I strefy Brillouina, (b) po redukcji.

Rys. 16.2. Wykres zalezno$ci energii elektronu £ od jego liczby falowej k przewidywanej na
podstawie modelu elektronow prawie swobodnych dla krysztatu jednowymiarowego [3].

Rozwazmy teraz model elektronéw prawie swobodnych dla krysztalu tréjwymiarowego.
Danej energii £ odpowiada nieskoficzenie wiele wektorow k
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2
EO =y
2m
przy czym dla ustalonego kierunku fali mozliwe sa dwa przypadki k oraz k' = —k, odpowiadajace

falom rozchodzacym si¢ w przeciwne strony

2

, (16.32)

1 ) 1 .
Y = 72 exp(ik-r), Y, = P72 exp(—ik -r). (16.33)

Potencjat oddziatywania elektronu z siecig ma periodyczno$¢ sieci, zatem mozna go rozwingé¢ w
szereg Fouriera

V(r)=> Vg exp(iG-r), (16.34)
G
gdzie sumowanie przebiega po wektorach G sieci odwrotnej i ¥ = 0. Elementy macierzowe
Hie = ; j exp[i(k'-k)-r] V(r) d* r (16.35)

sa rozne od zera wtedy i tylko wtedy, gdy

k'=k+G, G=0. (16.36)
Biorgc pod uwage, ze k' =—k mozna zapisa¢ warunek (16.36) w postaci obejmujacej obie fale o
przeciwnych wektorach falowych

k% =(ktG)>. (16.37)
Otrzymany warunek opisuje granice stref Brillouina, na ktérych pojawiaja si¢ nieciaglo$ci energii
elektronu, a szerokos$ci przerw energetycznych wynosza

AE=E, -E_=2Vg|. (16.38)

Warunek (16.37) pokrywa si¢ z warunkiem Bragga dla dyfrakcji promieni X lub neutronéw na
krysztatach, przy czym wektory k i k' odpowiadajg fali padajacej i odbitej. Niecigglo$¢ energii jest
wiec zwigzana z odbiciem elektronow od ptaszczyzn sieciowych, ktore sg prostopadte do wektorow
G sieci odwrotne;j.

Cykliczne warunki brzegowe Borna-Karmana prowadzg dla N atomowej probki do N
dozwolonych standw energetycznych w ramach jednej strefy Brillouina, ktorej odpowiada jedno
pasmo dozwolonych energii. Biorgc pod uwage dwie mozliwe wartosci spinu elektronu
otrzymujemy 2N niezaleznych stanow w kazdym pasmie. Tak wigc pasma energetyczne moga by¢
catkowicie zapetnione albo puste tylko w krysztatach atomow o parzystej liczbie elektronéw
walencyjnych. W takiej sytuacji przylozenie pola elektrycznego nie moze doprowadzi¢ do zmian
wektorow falowych elektronow, czyli krysztal okazuje si¢ by¢ izolatorem (np. diament).

W przypadku sieci trojwymiarowej moze doj$¢ do zrdéznicowania ksztattu i zakresu pasm
energetycznych w roznych kierunkach w przestrzeni k, co w rezultacie prowadzi do zachodzenia
pasm na siebie w skali energii (rys. 16.3). Elektrony o energiach z obszaru nakladania moga
wowczas przechodzi¢ miedzy pasmami w wyniku zderzen, co umozliwia przewodzenie pradu.
Znaczne naktadanie pasm powoduje, ze np. berylowce nalezace do II grupy uktadu okresowego
stajg si¢ metalami.

energia

A

Rys. 16.3. Przyktad naktadania si¢ pasm w metalu lub poétmetalu o
& parzystej wartosciowosci [2].

k—
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16.4. Granice stref Brillouina jako obszary nieciagfosci energii
W rozdziale 16.3 pokazano, ze model elektronéw prawie swobodnych prowadzi do

nieciggltosci energii elektronu w przestrzeni k w miejscach spetniajagcych warunek

k?=(k+G)?%, (16.39)
gdzie G jest wektorem sieci odwrotnej. Kazdy wektor G jest prostopadty do odpowiedniej
ptaszczyzny sieciowej. Warunek (16.39) mozemy przeksztatci¢ do postaci

2k -G =+G>. (16.40)
Poniewaz dla kazdego wektora sieci odwrotnej G istnieje wektor —G, ktory jest takze wektorem tej
sieci, zwigzek (16.40) mozemy zapisac prosciej

2k -G =G> (16.41)
Stad, po przedstawieniu iloczynu skalarnego w postaci k-G = |k| |G| cos 6, otrzymujemy
k| cos :;G, (16.42)

gdzie O jest katem pomiedzy wektorami k oraz G. Latwo zauwazy¢, ze konce wektorow k
spelniajacych roéwnanie (16.42) leza na plaszczyznie prostopadlej do danego wektora G i
przechodzacej przez $rodek tego wektora (rys. 16.4).

o
@ - wezly sieci
odwrotne;j
k
o‘ ¢
%G

ptaszczyzna °

Rys. 16.4. Plaszczyzna  wyznaczona  przez | Rys. 16.5. Ilustracja pojecia pierwszej 1
konce wektorow Kk spelniajacych rownanie | dalszych stref Brillouina na przyktadzie
(16.42). dwuwymiarowej sieci kwadratowe;.

Rozwazajac rézne wektory G sieci odwrotnej zaczepione w jednym wezle mozna stwierdzi¢, ze
ptaszczyzny sieciowe do nich prostopadle zamykaja pewng przestrzen wokot wezta. Po przejsciu
przez granice najmniejszej takiej przestrzeni, zwanej pierwszq strefq Brillouina, natrafiamy na
kolejny obszar ograniczony dalej lezacymi ptaszczyznami oraz granicami 1-ej strefy i nazywany
drugq strefq Brillouina. Analogicznie definiujemy dalsze strefy Brillouina (rys. 16.5). Granica
kazdych dwoch stref jest obszarem nieciggtosci energii elektronu.

Znajdowanie pierwszej strefy Brillouina przebiega nast¢pujaco:

1. Wybrany punkt §rodkowy faczymy odcinkami z sgsiadami.

2. Przecinamy te odcinki prostopadtymi ptaszczyznami na rowne czesci.

3. Znajdujemy najmniejszy obszar ograniczony ptaszczyznami i zawierajacy punkt srodkowy.
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Temat 17. Elektron w potencjale okresowym

Istnienie okresowego uporzadkowania jondw w krysztale prowadzi do okresowo
zmieniajacego si¢ potencjatu (rys. 17.1). Ruch elektronéw w krysztale jest z natury zagadnieniem
wieloelektronowym, a pelny hamiltonian ciala statego zawiera takze potencjaty opisujace wzajemne
oddziatywania elektronow. W przyblizeniu elektronéw niezaleznych oddzialywania te zastepuje
si¢ efektywnym potencjatem jednoczgsteczkowym W(r).

J
utr}

Rys. 17.1. Typowy krystaliczny potencjal okresowy. Czarne kétka oznaczaja potozenia rownowagi
jonéw. Linig ciggla (——) oznaczono potencjat wzdluz prostej przechodzacej przez jony, linia
kropkowana (......) obrazuje potencjal wzdluz prostej lezacej pomigedzy dwoma sgsiednimi
ptaszczyznami jonowymi, linig przerywana (-----) odpowiada potencjatowi izolowanych jonow [1].

Twierdzenie Blocha
Funkcje wlasne yy(r) hamiltonianu w polu idealnie periodycznej sieci krystalicznej mozna
przedstawi¢ w postaci

Wi (1) = 1, (r)exp(ik 1), (17.1)
gdzie uk(r) jest funkcjg o okresowosci sieci, tzn.
u(r) = ux(r + R,) (17.2)

dla wszystkich wektorow R, sieci Bravais’go.
Zauwazmy, ze ze wzoroéw (17.1) 1 (17.2) wynika, ze
Vi (r+R,) =i (D)explik -(r +R )] = vy () exp(ik - R,,). (17.3)
Zwiazek ten pozwala na alternatywne sformutowanie twierdzenia Blocha: funkcje wlasne
hamiltonianu idealnie periodycznej sieci krystalicznej mozna przedstawi¢ w taki sposob, by kazdej
z nich odpowiadat pewien wektor falowy k, przy czym

Vi (r+R,) =y, (exp(ik R,,). (17.4)

Twierdzenie Blocha utatwia wyznaczanie funkcji falowych elektronu w krysztale, gdyz wystarczy
ograniczy¢ si¢ do jednej komorki elementarnej, podczas gdy pierwotna funkcja falowa w réwnaniu
Schrdédingera dotyczy catego krysztatu.

Dowod
Rozwazmy pojedynczy elektron w idealnie periodycznej sieci krystalicznej. Niezalezne od
czasu rownanie Schrodingera dla takiego elektronu

2
[—hvz + V(r)}v(r) = Ey(r), (17.5)
2m

gdzie V(r) jest efektywnym potencjatem o okresie tréjwymiarowej sieci periodyczne;j
V(r)=V(r+R,). (17.6)
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Wektor R, oznacza tutaj dowolny wektor translacji zbudowany z catkowitych wielokrotnosci (7,
ny, n3) trzech wektorow bazowych aj, a,, a; sieci Bravais’go

R,=na+tna, t+tnsas. (17.7)
Poniewaz potencjat V(r) ma takg samg periodycznos¢ jak sie¢, mozna go rozwing¢ w nastepujacy
szereg Fouriera:

V(r)=Y Vg exp(iG 1), (17.8)
G

gdzie sumowanie przebiega po wektorach G sieci odwrotne;j

G=m1b1+m2b2+m3b3. (179)
Funkcje falowa y(r) przedstawimy jako kombinacje¢ fal ptaskich o roznych wektorach falowych Kk,
nie zakladajac jednak z gory okresowosci sieci

y(r)=> Cy exp(ik-r). (17.10)
k

Podstawiajac rozwiniecia (17.8) 1 (17.10) do rownania Schrodingera (17.5) otrzymujemy
7252

> k Cy exp(ik 1)+ Y. Cio Vg expli(k'+G) -r]=ED_ Cy exp(ik -r) (17.11)
K 2m K., G Kk
1 po zmianie wskaznikéw sumowania k' + G — k
n2ic?
> exp(ik 1) ~E|C + Y VgCy g |=0. (17.12)
k 2m G

Poniewaz rownanie jest spetnione dla dowolnego wektora r, wigc wyrazenie w nawiasie musi
zerowac si¢ dla dowolnego k

et
—E|Cy + D VgCi_g =0. (17.13)
2m G

Powyzszy uktad réwnan obejmuje N roéwnan odpowiadajacych poszczegdlnym dozwolonym
wektorom k. Kazde z réwnan ma rozwigzanie, ktéremu odpowiada pewna energia wtasna i funkcja
wlasna réwnania Schrodingera (17.5). Rozwigzania te mozna wigc numerowaé indeksami k.
Roéwnania (17.13) sprzegaja ze soba tylko wspdtczynniki Cy, Cx-g', Ck-g, ..., dla ktérych wektory
k roznig si¢ od siebie zawsze o wektor sieci odwrotnej G. Tak wigc nie musimy przedstawiac
funkcji falowej jako ogolnej superpozycji fal ptaskich (17.10), gdyz wystarczy zapisaé
superpozycje fal ptaskich o wektorach k rézniagcych si¢ o wektory sieci odwrotne;j

Vi (1) =Y Cy_gexpli(k—G)-r]. (17.14)
G
Stad otrzymujemy
Y (r)= {z Cx_g exp(—iG - r):| exp(ik -r) =uy (r)exp(ik -r), (17.15)
G

gdzie wprowadzona funkcja uk(r) jest szeregiem Fouriera po wektorach sieci odwrotnej, zatem ma
ona periodycznos$¢ sieci, co nalezato udowodni¢.

Wektor k przyjmuje N wartosci, ktore mozna okresli¢ zaktadajac periodyczne warunki
brzegowe Borna-Karmana

Yx,y,z+ L) =¥Y(x,y+ L, z)=¥Y(x+ L, y,2) = Y(x, y, 2), (17.16)
skad wynika, ze sktadowe k; wektora k moga przybierac tylko wartos$ci
k=0, + 2% 24T 2w (17.17)
L L L
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Temat 18. Model silnego wigzania.

Przyblizenie silnego wigzania stosuje si¢ gdy wystepuje znaczne naktadanie si¢ atomowych
funkcji falowych i trzeba wprowadzi¢ poprawki do energii elektronow ale nakrywanie nie jest tak
silne by atomowe funkcje falowe stracily sens. Model ten ma zastosowanie zarowno do
dielektrykow jak i elektronéw w metalach na wewnetrznych powlokach atomow.

W modelu silnego wigzania zaktada si¢, ze znane sg juz rozwigzania rownania Schrédingera
dla elektronu w atomie izolowanym

2
{—hV2+VO(r)}p:EO(p, (18.1)
2m

gdzie E, jest energig elektronu w atomie izolowanym, za$ Vy(r) jest potencjatem w atomie
izolowanym. Analogiczne réwnanie obowigzuje dla pojedynczego elektronu w potencjale catej
sieci krystalicznej ztoZzonej z oddzialywujacych jednakowych atoméw

2
{—hvz +V(r)}u =Evy, (18.2)
2m

gdzie energia E, potencjal V(r) (rys. 18.1) i funkcja falowa y w krysztale rdznig si¢ od wartosci w
atomie izolowanym. Potencjal w krysztale jest sumg potencjatow pochodzacych od wszystkich N
atomow

N
V(r)=2 Vo(r-R,), (18.3)
n=1
gdzie R, sa wektorami translacji sieci Bravais’go.

v
{n-2)a (n-1a na in+tla {n+2)a N
0 T < T = T >
N Py
\ /

aYavYaYavYaYas

\

Vo

H

Rys. 18.1. Potencjal w atomie swobodnym (------ ) Va 1 potencjat sieciowy (———) Vijes Otrzymany

przez sumowanie potencjatow atomowych.

Funkcji falowych v dla N-atomowego orbitalu molekularnego bedziemy szukali w postaci liniowej
kombinacji funkcji ¢ w atomach nieoddziatywujacych. Przyblizenie to jest nazywane w literaturze
metoda LCAO (ang. Linear Combination of Atomic Orbitals)

N
y(r)=> c,pr-R,). (18.4)
n=1
Zgodnie z twierdzeniem Blocha, funkcje falowe y elektronu w potencjale okresowym mozemy

przedstawi¢ w postaci

Vi (r+R) =Ry (r). (18.5)
Wymog spetnienia twierdzenia Blocha powoduje, ze wspotczynniki rozwinig¢cia (18.4) nalezy
przyjac ¢, = exp(i k'R,)

N
y(r)= Y exp(ik-R,)o(r-R,). (18.6)

n=1
W celu upewnienia sig¢, ze funkcja (18.6) rzeczywiscie spetnia twierdzenie Blocha zauwazmy, ze
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N
w(r+R)= ) exp(ik -R,)¢p[r-(R, -R)]=

n=l1

, N
=¢8> explik-(R, ~R)Jo[r— (R, ~R)]=
n=1
KeR % ) o ' keR
=e'** Zexp(z’k-Rn)(p(r—Rn):e’ y(r). (18.7)
n=1
Pomno6zmy rownanie Schrodingera (18.2) stronami przez yi*(r) i scatkujmy po r
[wiA v d* r= E@)[yi i d*r. (18.8)
Prawg catk¢ w tym rOwnaniu wyznaczymy korzystajac z rozwinigcia funkcji falowych (18.6)
[wiwi @ r=explik- (R, -R,)] [¢ (r =R, o(r -R,)d* r. (18.9)
n,m

Funkcje falowe roznych atomdéw izolowanych cechuje maty stopien nakltadania si¢ 1 w pierwszym
przyblizeniu zalozymy, ze calka nakrywania takich funkcji znika z wyjatkiem m = n

[wiwid®ra Y explik-(R, -R,,)]3,, =N, (18.10)

zatem energia elektronu ze wzordéw (18.8) 1 (18.10)
* 3
E(k)szljw;H\ukd3r. (18.11)
I\Vk ypd'r N
Zgodnie z zasada rachunku zaburzen przedstawimy szukang energi¢ elektronu w krysztale w
postaci sumy energii E, elektronu w atomie izolowanym i poprawki energii zwigzanej z
potencjatem zaburzajagcym V(r) - Vi(r)

2
E(K) :jilZexp[ik.(Rn -R,)] .[(p*(r—Rm)l:—;lmVZ +V(r):|(p(r—Rn)d3 r=

2
=;,26Xp[ik'(Rn -R,,)] jq)*(r—Rm){—;lsz +V0(r—Rn):|(p(r—Rn)d3 r+

+]1V2exp[ik-(Rn -R,)] [0 @ -R,)[V(®)-V(r—R,)]o(r—R,)d’ r=

n,m

~ Byt Texplk-(R, ~R,)] [0 - R,)I(0)-Vo(r-R ] -R, )& (18.12)

W przyblizeniu silnego wigzania ograniczamy si¢ tylko do sumowania wyrazow dla ktérych n =m
oraz wyrazéw, w ktorych R,, 1 R, opisuja najblizszych sgsiadow. Wprowadzajac nowa zmienng
r'=r - R,, odleglto$§¢ najblizszych sgsiadow p, =R, - R, oraz wykorzystujac okresowosé
potencjatu V(r) = V(r - R,) otrzymujemy

E(k)=Ey—A-BY explik-p,,], (18.13)
m
gdzie sumowanie przebiega po najblizszych sgsiadach, zas 4 1 B oznaczaja
A==[o " [r () -V () ]o()d’ r, (18.14)
B=—[o"(+p,) [V () -V, (") ]o(r)d’ r. (18.15)
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Catki 4 i B s3 stalymi charakterystycznymi dla danej sieci. Ich warto§¢ mozna potraktowaé jak
parametry dobierane na podstawie wynikow eksperymentalnych. Poniewaz V' — V<0 (rys. 18.1)
parametr 4 jest dodatni.

Przyktad 18.1
Rozwazmy siec regularng prosta, ktorej stata wynosi a. Wektor wskazujacy najblizszych sgsiadéw

pewnego ustalonego atomu przyjmuje nast¢pujace wartosci
pn=R, - R, =(%a,0,0); (0,%a, 0); (0,0, =*a), (18.16)
a wiec dla tej sieci
E(k)=Ey - A - 2B(cos ke a + cos k, a + cos k. a). (18.17)
Wykres zalezno$ci £ od warto$ci k dla jednego wybranego kierunku pokazano na rys. 18.2.c.

sEVIr} bE TE
r
£

f
128,

4

s

- -
1 a 25 |k
(odlegtos$é)y wektor falowy k wzdtuz kierunku [111]

a b c
Rys. 18.2. Jako$ciowa ilustracja wynikéw obliczen w modelu ciasnego wigzania dla sieci regularnej
prostej. (a) Potencjal V(r) w atomie swobodnym, (b) Obnizenie i rozszczepienie poziomow
energetycznych w krysztale, (¢) zalezno$¢ E(k) w kierunku [111] (zrodto: [4]).

Roéwnanie (18.17) prowadzi do nastepujacych wnioskow:

1). Uwzglednienie oddziatywan miedzy atomami prowadzi do obnizenia atomowego poziomu
energetycznego o 4.

2). Pojedynczy poziom atomowy rozszczepia si¢ na szereg podpoziomdéw okreslonych przez
warto$ci wektora falowego k. Z cyklicznych warunkéw brzegowych Borna-Karmana wynika, ze
wektor kK moze przybiera¢ N wartosci w obrebie I strefy Brillouina. Liczba podpoziomow jest
tak duza, ze tworza one pasmo quasi-ciagte (rys. 18.2.b).

3). Szerokosci pasm powigkszajg si¢, gdy rosnie przekrywanie funkcji falowych sasiadujacych
atomoOw. Pasma lezace nizej w skali energii wywodza si¢ z bardziej zlokalizowanych stanow i sg
wezsze od pasm lezacych wyzej (rys. 18.2.a-b).

4). W przypadku pasm typu s minimum energii znajduje si¢ w punkcie k=0. Dla pasm p i d
sytuacja nie jest jednoznaczna. Na rys. 18.2.c przedstawiono sytuacj¢, w ktorej punktowi k =0
odpowiada maksimum energii w pasmie walencyjnym i minimum energii w pasmie
przewodnictwa. Taka sytuacja wystepuje np. w GaAs.

Dla matych wartos$ci |k| kosinus mozna przyblizy¢ szeregiem potggowym obcigtym za
wyrazem kwadratowym cos z ~ 1 - z%/2 i réwnanie (18.17) przyjmie posta¢ funkcji kwadratowej
E(ky~Ey- A - 6B - Ba*iP, (18.18)
gdzie K=k’ + ky2 +k?* W tym przyblizeniu energia E nie zalezy od kierunku wektora k i
powierzchnie statej energii sa sferami w otoczeniu punktu k = 0.
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Temat 19. Predkos¢ i masa efektywna elektronu

Ruch jednowymiarowy

Predkos¢ przesuwania si¢ maksimum amplitudy w paczce falowej jest opisana przez predkosé
grupowa. Predkos¢ v elektronu powinna wigc odpowiada¢ predkosci grupowej zwigzanej z nim fali.
Poniewaz o = E/h, wigc

_do_1dE

dk h dk’

Rozwazmy zmiang¢ energii dE elektronu przemieszczajacego si¢ przez krotki czas d¢ pod wptywem
zewnetrznej sity F

(19.1)

dE=Fvdr=t 9Eq, o dE_F (19.2)
n dk dt n
Przyspieszenie elektronu a wyznaczymy rézniczkujac predkos¢ v dang wzorem (19.1) wzgledem ¢ 1
podstawiajac wyrazenie (19.2)
~dv_dk d (1 dEj 1 dk d*E _ F d*E

Tdr drdk\n dk ) hodr di2 R2 di2

Poréwnujac ostatnie réwnanie z Il zasadg dynamiki Newtona otrzymujemy, ze masa efektywna
elektronu wynosi

(19.3)

hZ
S L— 19.4
d2E/dk? (154

Masa efektywna elektronu w sieci krystalicznej nie musi by¢ rdwna masie elektronu swobodnego,
moze by¢ nawet ujemna (rys. 19.1).

Ruch elektronu w tréjwymiarowej sieci krystalicznej

W przypadku skomplikowanej tréjwymiarowej sieci krystalicznej energia elektronu £ moze
zaleze¢ w rozny sposob od poszczegolnych sktadowych wektora falowego k. W takiej sytuacji
wektor predkosci elektronu mozna zapisac¢

leE( )_ OE OE OF ’ (19.5)

h h 8kx 8ky 8kz

zas$ i-tg sktadowa wektora przyspieszenia a pod wpiywem sity F
/ = [m*]; F; . 19.6
Z . ak ak =D [m*]y! (19.6)

J
Skalarng mase efektywng m* w przypadku trojwymiarowym powinni$my wigc zastgpi¢ tensorem
masy efektywnej [m*]. Odwrotno$¢ tego tensora jest zdefiniowana wzorem

0’E

Ok; 0k ;

(7! —iz (19.7)
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typowe zaleznosci dla pasma walencyjnego typowe zaleznosci dla pasma przewodnictwa

4 A

1 E 1 k 1 E }
i 0 i i i
i i | 0 i k
i v~ dE/dk i » ~dE/dk
5 k i 0
| 0 | | | k
x| ~U(@EdR) x| LB
; : i -
: : k ? ?
T i 0 i L 0 n
a i i & i i i i

Rys. 19.1. Energia E, predko$¢ v, i masa efektywna m* jako funkcje wektora falowego &
zredukowanego do I strefy Brillouina. Wykresy dotycza przypadku ruchu jednowymiarowego.

W  pasmie przewodnictwa zalezno$¢ E(k) osigga minimum, zwane dnem pasma
przewodnictwa, dla pewnej wartosci k = ko, przy czym w ogdlnym przypadku ko nie musi by¢
wektorem zerowym. Analogicznie w pasmie walencyjnym istnieje wierzchotek pasma. Jezeli
zalezno$¢ E(K) rozwiniemy w szereg potegowy w otoczeniu punktu ekstremalnego ko, to wyrazy
proporcjonalne do Ak; = (k;— ko)) wyzeruja si¢ i z doktadnoscia do wyrazéw kwadratowych
otrzymamy:

Ek)=Ekg)+ Zz[akak j Ak Ak = E(kg) + h ZZ[ *]; Ak Ak . (19.8)

kg

Tensor masy efektywnej jest symetryczny, tzn. m*; = m*;;, zatem:

1. Mozna znalez¢ taki uktad wspotrzednych w przestrzeni k, w ktorym pozostang tylko wyrazy
diagonalne m*;, m*;, 1 m*;3; zwane masami efektywnymi w kierunkach osi uktadu
wspotrzednych sieci odwrotne;.

2. Powierzchnie stalej energii £ w przestrzeni k opisane wzorem () beda wigc elipsoidami
trojosiowymi o srodkach w punkcie k.
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3. W niektorych materialach elipsoida ma symetri¢ osiowa, a w tensorze masy efektywnej
pozostaja jedynie dwa rdézne wyrazy:

m, 0 O
[m*]=| 0 m, O |, (19.9)
0 0 my

gdzie m, jest nazywane masq poprzeczng (ang. transversal effective mass), za$ m; jest masq
podtuzng (ang. longitudinal effective mass). Taka sytuacja wystgpuje w przypadku pasm
przewodnictwa krzemu i germanu.

4. Mozliwa jest sytuacja, w ktorej wszystkie trzy masy efektywne sa jednakowe i witasciwosci
elektronow w danym pasmie krysztatu sg opisane przez jedng liczbe. Takie elektrony zachowujg
si¢ w otoczeniu punktu ekstremalnego podobnie do elektronoéw swobodnych

hAk?

z tg 16znicy, ze wszystkie oddzialywania w siecig sg uwzglednione w ich masie efektywne;.

Mas¢ efektywng elektrondw mozna wyznaczy¢ w doswiadczeniach nad rezonansem
cyklotronowym. No$niki pragdu umieszczone w polu magnetycznym B w temperaturze ciektego
helu poruszaja si¢ po liniach statej energii. Jezeli dodatkowo do krysztalu bedzie przytozone
mikrofalowe pole elektryczne prostopadie do pola magnetycznego, to mozna wyznaczy¢
czestotliwos¢ pola @y odpowiadajacg maksimum absorpcji, ktora jest zgodna z czgstotliwos$cia
ruchu elektronow po torach kotowych lub eliptycznych. Dla torow kolowych czestotliwose
rezonansowa @y jest zwigzana z masg efektywna zaleznos$cia

_¢B

m*

(19.11)

®g
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Temat 20. Dziury elektronowe.

Definicja 20.1.
Dziurg elektronowg (ang. electron hole) nazywamy stan energetyczny nie zajety przez elektron w

prawie zapetlnionym pasmie. Pojecie dziury elektronowej nie ma zastosowania dla pasm w
znacznym stopniu pustych.

1). Wektor falowy dziury elektronowej.
Sumaryczny wektor falowy elektronéw w pasmie catkowicie zapetnionym jest zerowy

> k=0. (20.1)

Zerowanie wynika stad, ze strefa Brillouina wykazuje symetri¢ wzglegdem wezta sieci. Stad
kazdemu dozwolonemu wektorowi k odpowiada wektor —k w tej samej strefie. Jezeli elektron o
wektorze falowym Kk, zostanie usuniety z catkowicie zapelnionego pasma walencyjnego, to
catkowity wektor falowy elektronow w pasmie wynosi —k. 1 jest przypisany do dziury

ki =k, . (20.2)
£
pasmo
o przewodnictwa
ho
A K,
usunigty elektron—» 1 k—>
pasmo

walencyjne

Rys. 20.1. Generacja dziury w wyniku absorpcji fotonu o energii #®. Elektron przechodzacy z
punktu E pasma walencyjnego do pasma przewodnictwa zachowuje swoj wektor falowy k. (z
doktadnoscia do niewielkiego wektora falowego fotonu), natomiast w pasmie walencyjnym
pojawia si¢ dziura G o pedzie k;, = -k,.. Calkowity ped uktadu obu pasm jest zachowany [2].

2). L adunek dziury elektronowe;.
Jezeli pasmo jest catkowicie zapehione, to gesto$¢ pradu elektrycznego wynosi

Jo=—€> v; =0, (20.3)
i

gdzie v; jest predkoscia i-tego elektronu w danym pasmie.
Jezeli j-ty elektron opusci gbrng czes$¢ pasma, to poptynie prad

j:—eZvl. :—eZvi +tev;=ev;. (20.4)

%] i

Tak wigc dziura zachowuje si¢ jak czgstka o dodatnim fadunku +e.
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3). Masa efektywna dziury elektronowe;.
Zabranie elektronu z goérnej cze$ci pasma walencyjnego jest rownowazne dodaniu dziury.
Poniewaz elektron przy wierzchotku pasma walencyjnego ma ujemna mase efektywna m.*, wigc
dziura ma dodatnig mase¢ efektywna

my* =—-m,* > 0. (20.5)

4). Energia dziury elektronowe;.
Zabranie elektronu o energii € z gérnej czg¢sci pasma walencyjnego jest rtownowazne dodaniu
dziury o przeciwnej energii

En(ky) = En(—ky) = En(ke) = —Eo(Ke). (20.6)

5). Prawdopodobienstwo zajecia stanu.
Rozktad prawdopodobienstwa zajecia stanow dla elektronow jest opisany funkcjg
Fermiego-Diraca

(20.7)

gdzie & oznacza energie Fermiego. Rozklad prawdopodobienstwa dla dziur jest dopelnieniem
rozktadu dla elektronow:

exp| S =&
kT 1 1
f(&)=1-f(&)= e el caec] e _eh] (20.8)
expl ETF |41 expl e T |41 expl D |4
kT kT kT

Rozktad prawdopodobienstwa dla dziur mozna wigc opisa¢ Rozktadem Fermiego, w ktorym
energia Fermiego dla dziur jest przeciwna do analogicznej energii dla elektronow

=g (20.9)

Istnienie dziur jako no$nikéw pradu o dodatnim tadunku zostalo potwierdzone w doswiadczeniu
wykorzystujgcym efekt Halla.
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Temat 21. Ogdéine wiasciwosci potprzewodnikow.

21.1. Péiprzewodniki samoistne

Do najwazniejszych materiatow potprzewodnikowych naleza:

1). Pierwiastki z IV grupy uktadu okresowego: krzem (Si) i german (Ge). Ze wzgledu na duza

szeroko$¢ przerwy wzbronionej (5,5 eV) diament zalicza si¢ raczej do izolatoréw.

2). Zwiazki pierwiastkow z grup III-V krystalizujace w strukturze blendy cynkowej. Wigzania w
tych zwigzkach maja gléwnie kowalencyjny charakter.
3). Zwiazki pierwiastkow z grup II-VI, w ktérych wigzania moga by¢ zaréwno jonowe jak i
kowalencyjne. Ciata te nazywamy polprzewodnikami polarnymi. Krystalizujg one w strukturze
blendy cynkowej, lub tez w przypadku selenku, tellurku i siarczku otowiu w strukturze chlorku

sodu.

Tabela 21.1. Szeroko$¢ przerwy energetycznej wybranych potprzewodnikow w temperaturze

300 K [1].
Pierwiastki z IV grupy Zwiazki 11I-V Zwiazki 1I-VI
krysztat E, [eV] krysztat E, [eV] krysztal E, [eV]

Si 1,12 InSb 0,16 PbS 0,37

Ge 0,67 InAs 0,35 PbSe 0,26

C (diament) 5,5 InP 1,3 PbTe 0,29
GaSb 0,69
GaAs 1,4
GaP 2,2

Szeroko$¢ przerwy energetycznej w potprzewodnikach moze zmienia¢ si¢ £10% przy zmianach

temperatury. Jest to spowodowane gldwnie dwiema przyczynami:

1) rozszerzalno$cia cieplng, ktéra wplywa na potencjal okresowy dzialajacy na elektrony
przewodnictwa,

2) oddzialywaniami elektron-fonon, przy czym koncentracja fonondéw ros$nie ze wzrostem
temperatury.

Szerokos¢ przerwy wzbronionej w potprzewodnikach jest wyznaczana gtownie dwiema metodami:

1). Badania wtasciwosci optycznych krysztatu.

1.1). W potprzewodnikach z prosta przerwq energetyczng (rys.21.1.a), np. GaAs, nastgpuje
gwaltowny wzrost pochlaniania §wiatta padajacego na poélprzewodnik gdy energia fotonu z®
przewyzsza szeroko$¢ przerwy energetyczne;j.

1.2). W poélprzewodnikach ze sko$ng przerwa energetyczng maksima i minima pasm przypadaja
na rézne punkty w przestrzeni k. Przejscie elektronu z wierzchotka pasma walencyjnego na
dno pasma przewodnictwa w takich warunkach nazywamy przejsciem skosnym (rys. 21.1.b).
Foton niesie pomijalnie maty ped i z powodu obowigzywania zasady zachowania kwazipedu
przej$cie skosne wymaga udziatu fononu. Wyznaczona doswiadczalnie energia fotonow
odpowiadajaca progowi optycznemu jest mniejsza od E, o energi¢ wnoszong przez fonon
ho(k), zwykle rzedu setnych czesci eV.
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a) J b) J

pasmo |przewodnictwa

\

pasmo|walencyjne walencyjne

pasmo przewodnictwa

-

K K
Rys. 21.1. Pochtaniane fotonu w potprzewodniku z (a) prosta i (b) sko$ng przerwa
energetyczng. Symbol q oznacza wektor falowy fononu.

2). Badania temperaturowej zalezno$ci przewodnosci elektryczne;.
Zmiany przewodnosci elektrycznej o polprzewodnikow samoistnych wynikaja gtoéwnie z bardzo
silnej zaleznosci koncentracji no$nikow #; od temperatury wedlug przyblizonego prawa

By (21.1)
G ~n; ~exp| — . .

R Y
Stad, warto$¢ E, mozna wyznaczy¢ jako wspolczynnik kierunkowy prostej na wykresie zalezno$ci
In(c) od (1/2kgT). Metoda ta zostala wykorzystana np. w ¢wiczeniu ,,Wyznaczanie energii
aktywacji potprzewodnika” dostepnym w Laboratorium Fizyki Doswiadczalnej w Instytucie Fizyki
PL.

21.2. Typowe struktury pasmowe poéfprzewodnikéw samoistnych

Wzbudzone elektrony zajmuja praktycznie tylko poziomy lezace w poblizu dna pasma
przewodnictwa, za$ dziury - poziomy w poblizu wierzchotka pasma walencyjnego. Zalezno$¢ &(k)
mozna wig¢c prawidlowo opisaé stosujac przyblizenie paraboliczne (19.8).

1). Krzem

Krysztaty krzemu maja struktur¢ diamentu, a pierwsza strefa Brillouina ma ksztalt o§mio$cianu

scietego (rys. 21.2).

» Pasmo przewodnictwa ma 6 miniméow w I strefie w kierunku (100) oraz w kierunkach
rownowaznych ze wzgledu na przeksztalcenia przez elementy symetrii. Minima sg oddalone od
srodka strefy o okoto 0,8 odleglosci do granic strefy. Powierzchnie izoenergetyczne w poblizu
minimum maja ksztatt elipsoid wydluzonych w kierunku osi (100) lub kierunkéw
rownowaznych (rys. 21.2). Masa efektywna elektronéw wzdluz osi (podtuzna masa efektywna)
jest rOwna m; ~1,0m, gdzie m jest masa elektronu swobodnego, za$s masa efektywna w
kierunkach poprzecznych mr ~0,2m [1].

> W pasmach walencyjnych znajduja si¢ dwa zdegenerowane maksima w punkcie k=0,
powierzchnie izoenergetyczne w poblizu maksimum majg w przyblizeniu symetri¢ sferyczna
(rys. 21.3), a masy efektywne dziur dla poszczegélnych powierzchni wynosza 0,49m (tzw.
dziury cigzkie) 1 0,16m (tzw. dziury lekkie) [1].
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VP

Rys. 21.2. Powierzchnie izoenergetyczne w Rys. 21.3. Pasma energetyczne krzemu we
poblizu miniméw pasma przewodnictwa dla wspodtrzednych E(K) w kierunkach [111] 1 [100].
krzemu [1]. Rysunek wykonano we Minimum pasma przewodnictwa w kierunku
wspotrzednych k. [100] odpowiada elipsoidom na rys. 21.2 [1].

energia [eV]

1] [000] [100]

2). Zwiazki 111-V

W najwazniejszych zwigzkach pierwiastkow z Il 1 V grupy ukladu okresowego wszystkie minima
pasma przewodnictwa 1 maksima pasma walencyjnego lezag w jednym punkcie k=0 (rys. 21.4), a
wszystkie powierzchnie izoenergetyczne maja ksztalt sferyczny. Przyktadowo w GaAs:

» masa efektywna elektrondw w pasmie przewodnictwa wynosi m* =~ 0,07m,

» masy efektywne dziur wynoszg okoto 0,68m (dziury cigzkie) oraz 0,12m (dziury lekkie) [4].

Ny AN

1 ¥ 1

1

energia (eV)
0

77T 1 T 1 LI T 1 1

1
—
N
/

Rys. 21.4. Pasma energetyczne GaAs we
wspotrzednych €(k) w kierunkach L=[111] i
X =[100] [4].

e
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zredukowany wektor falowy

—
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21.3. Potprzewodniki typu nip

Definicja 21.1.
» Polprzewodnik, w ktoérym przeptyw pradu jest spowodowany gtownie ruchem dziur nazywamy

poilprzewodnikiem typu p (ang. positive).
» Jezeli przeptyw jest zwigzany glownie z ruchem elektrondw, to potprzewodnik nazywamy
polprzewodnikiem typu n (ang. negative).

W przypadku krysztatow zwigzkow chemicznych mozna uzyska¢ potprzewodniki typu # i p
przez drobne odstgpstwa od skladu stechiometrycznego. Polprzewodniki takie nazywamy
nadmiarowymi lub defektowymi. Przyktadowo typ przewodnictwa w zwigzkach ZnO i TiO, mozna
zmieni¢ nastepujaco:

» podczas wygrzewania w atmosferze tlenu zwigzki te przyjmujg nadmiar tlenu 1 staja si¢
poiprzewodnikami typu n,
» podczas wygrzewania w prozni tracg czgsé tlenu i stajg sie potprzewodnikami typu p.

W péiprzewodnikach domieszkowych dodatkowe no$niki pradu pojawiaja si¢ na skutek
wprowadzenia domieszek pierwiastkow pochodzacych z innej grupy uktadu okresowego niz atomy
sieci macierzyste;j.

Definicja 21.2.
Domieszki zwigkszajace gestos¢ nosnikow poprzez przekazywanie dodatkowych elektronow do

pasma przewodnictwa nazywamy donorami. Domieszki zwigkszajace liczbg dziur w pasmie
walencyjnym noszg nazwe akceptorow.

W przypadku potprzewodnikow w postaci pierwiastkow z IV grupy uktadu okresowego (Si1 Ge):

» Donorami sg pierwiastki z V grupy uktadu okresowego, np.: P, As, Sb. Zastgpienie atomu sieci
macierzyste] atomem domieszki donorowej powoduje pojawienie si¢ w sieci krystalicznej
centrow przyciagajacych o tadunku +e i rownocze$nie dodatkowego elektronu.

» Akceptorami sg pierwiastki z III grupy uktadu okresowego, np. B, Al, Ga, In. Wprowadzenie
domieszki donorowej prowadzi do pojawienia si¢ ujemnego centrum przyciagajacego —e i
dodatkowej dziury.

21.4. Poziomy domieszkowe

Nieruchome, dodatnio zjonizowane centrum donorowe, moze zwigza¢ jeden elektron tworzac
struktur¢ wodoropodobng (rys. 21.5), w ktore;j:
> mase elektronu m nalezy zastapi¢ przez mase efektywna m’, (zazwyczaj m < m),
» sita oddzialtywania kulombowskiego ulega obnizeniu & razy, gdzie & jest wzgledna
przenikalno$cig elektryczng krysztatu rzedu 10...100.

W takim uktadzie odpowiednikiem promienia pierwszej orbity w modelu atomu Bohra bedzie

=2 gay, (21.2)
m
gdzie ay = hi/me” jest promieniem pierwszej orbity Bohra. Promien r, osiaga wartosci rzedu 100 A i

wiece;j.
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Rys. 21.5. Struktury wodoropodobne tworzone w sieci krystalicznej krzemu przez domieszke (a)
donorowa, (b) akceptorowa [4].

Energia wigzania struktury wodoropodobnej w stanie podstawowym wynosi

& =-13,60eV - —2,
me
gdzie —13,60 eV jest energiag wigzania w atomie wodoru w stanie podstawowym. Energia wigzania
elektronu przez dodatnie centrum domieszkowe jest wigc bardzo mata (np. 0,049 eV w przypadku
krysztatu Si domieszkowanego As) w pordéwnaniu do szerokosci przerwy energetycznej E,. Energie
wigzania nalezy liczy¢ wzgledem poziomow, z ktdrych tworzy si¢ zwigzany poziom domieszkowy,
czyli od dna pasma przewodnictwa. W rezultacie domieszki donorowe powoduja pojawienie si¢
dodatkowych pozioméw o energiach &; lezacych w niewielkiej odleglosci ponizej dna pasma
przewodnictwa &, (rys. 21.6).
Analogiczny uktad moze by¢ stworzony przez nieruchome ujemne centrum akceptorowe i
zwigzana dziure. Energia wigzania takiego uktadu okazuje si¢ znéw wielko$cig mata w porownaniu
do E,. a energi¢ wigzania nalezy liczy¢ w gore wzgledem wierzchotka pasma walencyjnego.

(21.3)

———— 1}

Eg
P Rys. 21.6. Gestos¢ poziomow  polprzewodnika zawierajacego
&, ! domieszki zar6wno donorowe jak i1 akceptorowe. Poziomy donorowe
/ &, sg bliskie dna pasma przewodnictwa &, a poziomy akceptorowe &,
glé) leza blisko wierzchotka pasma walencyjnego &, [1].
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Temat 22. Gestos¢ stanow elektronowych.

Rozwazmy probke w ksztatcie szescianu o boku L 1 objetosci V, ktora zawiera N elektronow.
Wyznaczanie gestosci stanéw elektronowych w sieci krystalicznej przebiega podobnie do
omowionej wczesniej w rozdziale 11.3. gestosci stanow fononowych. Wedtug twierdzenia Blocha
(Temat 17) funkcje wlasne wi(r) hamiltonianu w polu idealnie periodycznej sieci krystalicznej
mozna przedstawi¢ w postaci

Vi (1) = 1y (0)exp(ik 1), (22.1)
gdzie uy(r) jest funkcjg o okresowosci sieci. Wektor k przyjmuje N wartosci, ktore mozna okresli¢
przyjmujac periodyczne warunki brzegowe Borna-Karmana

skad wynika, ze sktadowe k; wektora k moga przybiera¢ tylko wartosci
21,
K =0,+ 2% 24T AW (22.3)
L L L
W przestrzeni k przypada wiec jedna dozwolona warto$é¢ k na objetosé (21/L)’. Stad ilo$é stanow

na jednostke objetosci

3

Wk)= % = [Lj . (22.4)
Ak 27

Celem dalszych przeksztatcen bedzie znalezienie funkcji gestosci stanéow elektronowych N(E),

zdefiniowanej jako liczba stanéw przypadajacych na jednostkowy przedzial energii wokot wartosci

€. Liczbe standbw w przedziale energii (€, €+ d€) w krysztale trojwymiarowym mozemy powigzad

z gestoscig stanow w przestrzeni k rGwnaniem

3
NE©dEe=2 | W(k)d3k=2["j [dk, (22.5)
warstwa 2n warstwa
gdzie ,,2” oznacza dwa mozliwe spiny elektronu odpowiadajace tej samej energii €. Catkowanie we
wzorze (22.5) przebiega po objetosci warstwy w przestrzeni k, dla ktorej energia elektrondéw
zawiera si¢ w przedziale (€, £+ d€). Element objetosci warstwy &’k mozemy przedstawi¢ jako
walec o podstawie dSe 1 wysokosci dk;, , ktora jest odleglo$ciag pomigdzy powierzchniami o statych

energiach € oraz € + d€,
d’k = dSe dk . (22.6)

Odleglos¢ dk, jest mierzona w kierunku prostopadtym do powierzchni statej energii, czyli w
kierunku gradientu energii. Stad

d&(k) =|Vy EK) dk,. (22.7)
Po podstawieniu wzorow (22.6) 1 (22.7) do (22.5) 1 przeliczeniu N(E) na gestos¢ D(E) dla
jednostkowej objetosci otrzymujemy

D(g)zwz% [ _dSe (22.8)
4 4n E(k)=const. ‘vk &(k)

gdzie catkowanie odbywa si¢ po powierzchni statej energii w przestrzeni k.

Poniewaz funkcja &(k) jest funkcja okresowa z okresem sieci odwrotnej, zatem w kazdej
komorce elementarnej musza istnie¢ takie wartosci k, dla ktorych |V &EKk)|=0. Funkcja
podcatkowa we wzorze (22.8) ma w takich punktach osobliwosci zwane osobliwosciami van
Hove’a. Mozna jednak udowodni¢, ze w przypadku trojwymiarowym osobliwosci te sg catkowalne
1 funkcja D(&) przyjmuje skonczone wartosci.
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Wartosciom k, dla ktérych |V E(k)| =0 odpowiadaja niecigglo$ci pochodnej dD(E)/dE
(rys. 22.1). Takie punkty osobliwe wystepujace na otrzymanych eksperymentalnie widmach
gestosci elektronowej D(E) (np. metoda spektroskopii fotoelektronowej) mozna powigzaé z
ekstremami 1 punktami siodtowymi na wykresie struktury pasmowej (k). Przyktadowe wyniki dla
germanu przedstawiono na rys. 22.2.

maksimum energi minimum energi

k(&) !
S~

sobliwos¢

} ©

osobliwos¢

D()

energia £ energia &

[ !
Rys. 22.1. Ksztalty krzywej gestosci standw D(E) w sagsiedztwie minimum i maksimum energii € w
pasmie w przypadku krysztatu trojwymiarowego.

R — G
i~ 0 [‘25.—.
= L
3 —
% 2k
%
L
-6 L pasma walencyjne
L —
-8 !
10
-2
] |
1,5 1,0 0,5 oL r X r
gestos$¢ na jeden atom (eV") zredukowany wektor falowy

Rys. 22.2. Doswiadczalna gestos¢ standéw elektronowych w germanie (po lewej) i odpowiadajaca
jej teoretyczna struktura pasmowa &E(k) wzdtuz kierunkow wysokiej symetrii. Wida¢, ze mozna
powigza¢ punkty osobliwe oznaczone na obu wykresach. Symbole: T' — $rodek 1-ej strefy
Brillouina, L i X — punkty na granicy strefy w r6znych kierunkach wysokiej symetrii [4].
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Dla niezbyt duzych wartosci [k| 1 masy efektywnej elektronu niezaleznej od kierunku w
przestrzeni k mozemy zastosowac przyblizenie paraboliczne (19.10). Jezeli ekstremum pasma
przypada dla k = 0, to energia elektronu

nk?
€e(k)=€()e+—2 - (22.9)

me

gdzie w przypadku elektronow w pasmie przewodnictwa &), oznacza energi¢ na dnie pasma. Stad 1
ze wzoru (22.8) otrzymujemy

11 11 s om,
De(é:) :73 T o dee = 737475]( :Tezk’ (2210)
g d€ T 4m n n’h
dk m

e

gdzie k przedstawimy jako funkcj¢ € wykorzystujac wzor (22.9)

k= Vzme(;:,—eoe). 22.11)

Po podstawieniu wzoru (22.11) do (22.10) otrzymujemy gestos$¢ standw w pasmie przewodnictwa

m *®
D,(&) = 2;3 \2m (E-&,) . (22.12)
T

Analogicznie, w przypadku dziur w pasmie walencyjnym ich energi¢ w przyblizeniu
parabolicznym mozemy zapisac

n2k?
) =&, —— (22.13)
my,

gdzie &, oznacza energi¢ na wierzchotku pasma walencyjnego.
Postepujac podobnie jak w przypadku elektrondéw mozemy znalezé gesto$¢ stanow
dziurowych w poblizu wierzchotka pasma walencyjnego

Dh(e)zNhV(e): n?;3*/2m2(foh—5)- (22.14)
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Temat 23. Koncentracja nosnikébw i poziom Fermiego w
potprzewodnikach

23.1. Poiprzewodnik samoistny

W poétprzewodnikach koncentracja elektrondw w pasmie przewodnictwa n jest zwykle mata w
poréwnaniu do gestosci poziomdéw w tym pasmie, a energia Fermiego € lezy ponizej dna pasma
przewodnictwa. W takiej sytuacji (€ - &Er)>>kgT 1 funkcj¢ Fermiego f.(€) opisujaca
prawdopodobienstwo zapelnienia stanu o energii € mozemy przyblizy¢ funkcja rozktadu
Boltzmanna

1

f®)= exp[(E— &)/ kyT]+1

Gestos$¢ stanow w pasmie przewodnictwa D,(€) zostala wyprowadzona wczesniej w Temacie 22,
wzor (22.12), przy wykorzystaniu przyblizenia parabolicznego:

3 \2mZ(£_€Oe) > (232)

gdzie &, jest energig elektronu na dnie pasma przewodnictwa. Koncentracja elektronéw w pasmie
przewodnictwa (zdefiniowana jako liczba elektronow na jednostke objetosci) jest rOwna

~exp[— (€~ &)/ kpT]. (23.1)

m
D, (&) =—°¢
¢ ’h

2m

o0 «\3/2 -
n= jDe(e)fe(e)dezzlz[ h;] exp(&x 1 kT) jA/e—e()e exp(—E/kpT)dE. (23.3)
&e T &e

Wykonanie podstawienia
=|(€-&,)/ksT (23.4)

prowadzi do wzoru w postaci

«\3/2
n:l(zmeJ ex p( Fk ‘C'Oejz(k T)3/2jx exp( 2)dx, (23.5)
B

2n? | #?
w ktorym wystepuje caltka znana z tablic

x? exp(—x2)dx:iﬁ . (23.6)
0
Ze wzordw (23.5) 1 (23.6) otrzymujemy

. 3/2
4 mn kBT kBT

gdzie N,rjest efektywng gestoScig stanow.
Wyprowadzenie analogicznej zalezno$ci dla dziur elektronowych w pasmie walencyjnym
przebiega podobnie z wy]j a}tklem nastepujacych roznic:
> mase efektywna elektronu m’, nalezy zastapi¢ przez mase efektywna dziury m j,
» energi¢ &, zastepujemy przez energi¢ na wierzchotku pasma walencyjnego &,
» odwracamy znaki przy wszystkich wielkos$ciach opisujacych energie.

. 3/2
= | Z5hTBT on = =P expl —— 23.8
! 4( h? j ( kBT o kpT (238)
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W potprzewodniku samoistnym dziury w pasmie walencyjnym powstaja przez termiczne
wzbudzenie elektronow do pasma przewodnictwa, tak wigc ich koncentracje musza by¢ rowne.
Przyréwnujac koncentracje dane wzorami (23.7) 1 (23.8) otrzymujemy

w1 \3/2
28 =&, =& |_| My
exp( X7 ]—(mJ : (23.9)

e

& =;(€Oe+€0h)+ikBT In”h (23.10)

m,

W przypadku gdy masy efektywne dziur i elektrondw sg réwne poziom Fermiego lezy
doktadnie w $rodku przerwy energetycznej. Sytuacja taka wystepuje takze w temperaturze 7 =0
niezaleznie od wartosci mas efektywnych. Poziom Fermiego w poiprzewodnikach ma wigc inny
sens fizyczny niz w metalach. Poziom lezacy w przerwie energetycznej nie moze oddziela¢ stanow
obsadzonych od nieobsadzonych i nalezy go traktowa¢ jedynie jako parametr w funkcji rozktadu
(23.1).

Przy r6znych masach efektywnych dziur i elektronéw poziom Fermiego zalezy liniowo od
temperatury. Zmiany te sg jednak male w pordéwnaniu do szeroko$ci przerwy energetyczne;j.
Przyktadowo w temperaturze pokojowej 7'= 293 K wyraz opisujacy wptyw temperatury we wzorze
(23.10) wynosi (3/4)kgT = 0,019 eV.

23.2. Prawo dziatania mas

Po pomnozeniu koncentracji n 1 p danych wzorami (23.7) 1 (23.8) oraz wprowadzeniu
oznaczenia E, dla szerokoSci przerwy energetycznej

Ey=&e— & (23.11)
otrzymujemy zwiazek zwany prawem dzialania mas
3
=—| =5 | \m,m exp| ——= |. 23.12
p=af 7] o} p[ kBT] (3.12)

Z prawa dziatania mas wynikajg nastepujace wnioski:
1) W pélprzewodnikach samoistnych
Z warunku réwnosci koncentracji elektronoéw przewodnictwa i dziur n; = p; oraz z prawa (23.12)

otrzymujemy
kT 3/2 x x\/4 E
n; = p; :2( B 2) (memh)3 exp| —— - |, (23.13)
2nh 2kpT

gdzie indeks ,,i” oznacza samoistny (ang. intrinsic).

2). W péiprzewodniku domieszkowanym
Podczas wyprowadzania prawa dziatania mas (23.12) wykorzystane zostato jedynie przyblizenie
paraboliczne zaleznos$ci €(k), natomiast nigdzie nie zatozyliSmy, ze materiat jest poétprzewodnikiem
samoistnym, tak wigec prawo to obowigzuje takze dla potprzewodnikow domieszkowanych.
Poniewaz w ustalonej temperaturze iloczyn koncentracji np jest staty,

np=n (23.14)
wigc wprowadzenie domieszki zwigkszajacej koncentracj¢ elektronow n powoduje jednoczes$nie
spadek koncentracji dziur p. Catkowita koncentracje nosnikow n + p w zanieczyszczonym krysztale
mozemy bardzo silnie zmniejszy¢ poprzez kontrolowane wprowadzanie odpowiednich domieszek.
Proces taki nazywamy kompensacjq.
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23.3. Péiprzewodnik domieszkowany
W pétprzewodniku domieszkowanym wystepuja dodatkowe zrodta no$nikéw pradu i1 dlatego
n-p=An#0. (23.15)
Roéwnania (23.7) 1 (23.8) opisujace rownowagowe koncentracje no$nikow pozostajg poprawne, z
tym ze warto$¢ energii Fermiego w potprzewodniku domieszkowym & ulegnie zmianie wzgledem
wartosci ;) dla potprzewodnika samoistnego. Stad mozemy zapisaé
& —&r i) & —&rGiy
n=n; exp(+ KT j oraz p=p; exp( e j (23.16)
Ze wzorow (23.15) 1 (23.16) otrzymujemy zwigzek
an =2 sinh(mj.
kgT

n;
W potprzewodnikach donorowych An > 0, zatem energia Fermiego &7 > Ex;),
w polprzewodnikach akceptorowych An <0, zatem energia Fermiego & < Ex).

(23.17)

Wyznaczymy teraz gesto$¢ wigkszosciowych nosnikow pradu w poétprzewodniku typu n.
Analogiczne zwigzki mozna wyprowadzi¢ dla poélprzewodnika typu p, ktéry zostanie tutaj
pominigty.

1). Przypadek niskich temperatur - obszar wymrazana no$nikow.
Funkcj¢ rozkladu Fermiego mozemy zastosowac takze do opisu koncentracji elektrondw na
poziomach donorowych o energii €p

Np

np=N &)= ,
b =Np Jelep) expl(Ep —&p )/ kpT]+1
gdzie Np jest koncentracja domieszek donorowych. W niezbyt wysokich temperaturach E, >> kT i
niemal wszystkie elektrony w pasmie przewodnictwa pochodzg z jonizacji donorow, stad

1 N
~Np—np=Npil- = D . 23.19
n D~ Hp D{ exp[(gD —EF)/kBT]+1} exp[(gF _ED)/kBT]+1 ( )

Energi¢ Fermiego & mozemy wyeliminowa¢ wykorzystujac wyprowadzony wczesniej wzor (23.7),

z ktorego wyznaczymy
exp| EF | = exp| S0 (23.20)
kgT ) N, kT

(4

(23.18)

1 podstawiamy do (23.19) otrzymujac
Np

n~ : (23.21)
M exp(&; /kgT)+1
Ny
I’l2
T exp(&, /kgT)+n~Np, (23.22)
Ny

gdzie &;= &), — Ep jest energia jonizacji donora. Jest to roOwnanie kwadratowe ze wzgledu na n,
ktore ma tylko jedno rozwigzanie n > 0

-1
Np
n=2Np|l+ 1+4—=exp(&; /kgT) | . (23.23)
Ner
W temperaturach tak niskich, ze 4(Np/Npexp(Ea/kpT) >> 1 otrzymujemy przyblizenie
n~_|NpN, exp(-&; /2kgT). (23.24)
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2). Srednie temperatury - obszar nasycenia.
Powyzej pewnej temperatury niemal wszystkie domieszki sg juz zjonizowane, natomiast Srednia
energia drgan termicznych kzT << E,. W takiej sytuacji mozna zaniedba¢ elektrony wzbudzone z
pasma walencyjnego, natomiast rownanie (23.23) przechodzi w

n = Np = const. (23.25)

3). Wysokie temperatury - przewodnictwo samoistne.
Przy dalszym wzro$cie temperatury koncentracja nosnikéw n; wzbudzonych z pasma walencyjnego
ro$nie 1 w koncu przekracza koncentracje elektrondw wzbudzonych z donorow np. W tym zakresie

temperatur n = n;, gdzie koncentracja nosnikdw w potprzewodniku samoistnym jest opisana
wzorem (23.13).

Przedstawiajac  zalezno$¢ logarytmu koncentracji nos$nikow log(n) od odwrotnosci
temperatury 7' na jednym wykresie dla wszystkich oméwionych obszaréw temperatur otrzymamy
trzy w przyblizeniu prostoliniowe odcinki o nastepujacych nachyleniach prostej: £4/2kp, 0, E,/2kp W
kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej temperatury (rys. 23.1).

ﬂl
nachylenie E 2k
[ =4
g
= S - nachylenie E 2k
a
‘obrsnzgr obszar obszar wymrazania
1 iy | nasycenia | nosnikéw
E VIIIIP2 /I& PITIIIIPIV7 s FIIIIIIIPIIIIIIIIIIS LLLL , . ) , )
c _ _J—— Rys. 23.1. Jako$ciowe zaleznosci w
Ep——- —TE— - , . .. , .
w d ™ energia Fermiego E(T) potprzewodniku typu » w funkcji odwrotnos$ci
-% [ T oot S — Eq temperatury T (a) koncentracja elektronow w
(] , . . . .
S J pasmie przewodnictwa n, (b) energia Fermiego
E, b - S &r [4]. Oznaczenia na rygunku: Ec - dolna
N krawedz pasma przewodnictwa, Ey - gorna

odwrotnos¢ temperatury T" krawedz pasma WalenCyJ nego.
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Temat 24. Ruchliwos¢ nosnikéw i przewodnictwo elektryczne

potprzewodnikow

Definicja 24.1.

Ruchliwo$cig nos$nikéw pradu nazywamy stosunek s$redniej predkosci dryftu vy w polu

elektrycznym do nat¢zenia E pola

Vd
=4 24.1
W=p (24.1)

» W metalach wystarczy rozpatrywac tylko elektrony na krawedzi energii Fermiego.

»> W potprzewodnikach ruchliwosci elektrondéw i dziur p, i p, sa warto$ciami usrednionymi po
obsadzonych stanach elektronowych odpowiednio w dolnej czeéci pasma przewodnictwa 1 w
gornej czesci pasma walencyjnego. Masa efektywna dziur jest z reguly wigksza niz masa
efektywna elektronow w potprzewodniku 1 dlatego ruchliwo$¢ dziur jest mniejsza (tabela 24.1).

Ruchliwos¢ elektronow w polprzewodnikach jest znacznie wigksza niz w metalach, np. w germanie

jest ok. 100 razy wigksza niz w miedzi.

Tabela 24.1. Ruchliwosci elektronow p, i dziur p, [m*/V-s] w wybranych pétprzewodnikach [3].

Potprzewodnik Si Ge InSb InAs PbS
Ly 0,060 0,190 0,075 0,046 0,060
L, 0,150 0,390 7,700 3,300 0,055

Ruchliwo$¢ nosnikdw w potprzewodnikach zalezy silnie od temperatury:

» W niskich temperaturach istotne jest rozpraszanie no$nikoéw na zjonizowanych domieszkach.
Wraz ze wzrostem temperatury zwicksza si¢ predko$¢ no$nikow i maleje czas oddziatywania
centrum rozpraszajagcego na kazdy nos$nik pradu. Temperaturowa zalezno$¢ ruchliwosci
uwarunkowana rozpraszaniem na jonach jest funkcjg potegowa

Maom ~ T2, (24.2)

» W wysokich temperaturach o ruchliwo$ci no$nikow pradu decyduje rozpraszanie na fononach.
Wraz ze wzrostem temperatury ro$nie liczba fonondéw, wskutek czego maleje ruchliwos¢

Mon ~ T2, (24.3)

» Ponadto w bardzo niskich temperaturach istotne staje si¢ rozpraszanie no$nikOw na
deformacjach neutralnych elektrycznie (niezjonizowane domieszki, defekty punktowe,
dyslokacje). Rozpraszanie tego typu jest niezalezne od temperatury.

W posrednim obszarze temperatur pojawia si¢ maksimum ruchliwosci (rys. 24.1). Potozenie
maksimum przesuwa si¢ w kierunku wyzszych temperatur wraz ze wzrostem koncentracji
domieszek.

rozpraszanie
“ na fononach

log it

™\ rozpraszanie na
zjonizowanych Rys. 24.1. Schematyczna zalezno$¢ ruchliwo$ci p od
domieszkach

. temperatury 7' dla poiprzewodnika [4].

log T
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Przewodnosé elektryczng wlasciwg o [Q'm '] jednorodnego polprzewodnika, w ktorym prad
jest przenoszony zaro6wno przez elektrony, jak i dziury mozna zapisa¢ w postaci:

G = e (np, T pyyp), (24.4)

gdzie p, 1 W, oznaczaja odpowiednio ruchliwosci elektronow 1 dziur, n 1 p — koncentracje
elektrondw 1 dziur. Przewodno$¢ ¢ nie ma charakteru tensorowego. Gestos¢ pradu j ptynacego pod
wplywem pola elektrycznego E wynosi

i=e(nu, +pu,) E. (24.5)

Temperaturowa zalezno$¢ o(7) w potprzewodniku typu n mozna wigc okres$lic na podstawie
omowionych wczesniej zaleznosci koncentracji n(7) (temat 23) 1 ruchliwosci p,(7). Dla wigkszos$ci
potprzewodnikdw mozna wyrdznié trzy charakterystyczne obszary temperatur:

1). W bardzo niskich temperaturach zalezno$¢ o(7) jest zdeterminowana przez zalezno$¢
koncentracji elektronow w pasmie przewodnictwa pochodzacych z jonizacji domieszek
donorowych n(T) ~ exp(—€4/2ksT), natomiast zmiana ruchliwosci p,(7) jest mniej istotna.

2). W posrednim obszarze temperatur niemal wszystkie domieszki sg juz zjonizowane, natomiast
wzbudzenia elektronow z pasma walencyjnego mozna zaniedbaé, zatem n = const.
Przewodnictwo ¢ maleje jednak ze wzrostem temperatury z powodu obnizania si¢ ruchliwosci
elektronow L, na skutek rozpraszania na fononach.

3). Przy dalszym wzro$cie temperatury polprzewodnik zaczyna zachowywac si¢ jak poiprzewodnik
samoistny. Najwazniejszym mechanizmem decydujagcym o zaleznosci o(7) staje si¢ wowczas
wzrost koncentracji elektronéw wzbudzanych z wierzchotka pasma walencyjnego do pasma
przewodnictwa n(T) ~ exp(—Eq/2kpT).

Teoretyczng zalezno$¢ logarytmu przewodnosci log(c) od odwrotnosci temperatury 1/T
przedstawiono schematycznie na rys. 24.2, natomiast zalezno$¢ doswiadczalna otrzymana dla
germanu przy roznych koncentracjach domieszek donorowych jest pokazana na rys. 24.3.

Ino

I
[
|
f7>/Vd I\ i
Obszar 1\ naNy { n< Ny
samoistny |\ |

Rys. 24.2. Schematyczna zalezno$¢ In(c) od 1/7 dla
potprzewodnika typu n.
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Rys. 24.3. Wyznaczona do$§wiadczalnie
zalezno$¢ przewodnictwa G germanu
typu n od odwrotno$ci temperatury.
Koncentracje domieszek donorowych
Np dla prébek od (1) do (6) zmieniajg

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 sic od 10" do 10" cm™ [4].
odwrotno$¢ temperatury T (K™)
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Temat 25. Zjawisko Halla

Na elektron poruszajacy si¢ w polu elektrycznym o nat¢zeniu E 1 magnetycznym o indukcji B
dziala sita Lorentza
F =—¢e(E +v x B). (25.1)

Zatozmy, ze prad elektryczny przeptywa przez probke w kierunku osi Ox, za§ wektor
B || Oz (rys. 25.1). Dziatanie dodatkowej sily F) T 0y w polu magnetycznym powoduje skutki
réwnowazne dziataniu pola elektrycznego E; 171 0y

eEy=-F,=e(—vy)B.=ep, EB.. (25.2)
W przypadku gdy tylko elektrony sa nosnikami pradu gestos¢ pradu w kierunku Ox
Jx=—envi,=enp, E,. (25.3)

Jezeli w kierunku osi Oy nie ma mozliwosci przepltywu pradu, to na przeciwlegtych $ciankach
probki pojawi si¢ roznica gestosci tadunkow, ktora wytworzy pole elektryczne E, = —Ey blokujace
dalszy przeptyw tadunkéw w tym kierunku

jy=en Hn (Ey+EH)=en My (Ey+ w, £y B.) = 0. (25.4)
Ze wzordéw (25.2)-(25.4) otrzymujemy

JxB: :
Ey:_EH :—ﬁ:RH ]sz , (255)
gdzie Ry jest stalg Halla zalezng od materialu
1
Ry =—. (25.6)
ne

Poniewaz ggsto$¢ pradu mozna powigzaé z nat¢zeniem pradu /=j,ab, za$ natgzenie pola z
napi¢ciem Halla Uy = Ey b (rys. 25.1), wigc

a
Z
/ !
a X
1 . v, |—evxB Uy
b // = +
l + ¢/+'+ﬂ
B
B 4
+
L
| |

Rys. 25.1. Doswiadczenie Halla z probka potprzewodnika typu n.
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Jezeli istotne sg zardwno elektrony jak i dziury, to gestos¢ pradu w kierunku osi Ox wynosi

Jx =Jnx T jpx = € (np, + puy)Ex, (25.8)

za$ gestos¢ pradu w kierunku osi Oy
Jy =y tJpy =enpy(Ey + 1, B B ) +epp, (B, —upEB;)= (25.9)
=e(np, + pu,)E, +e(np, — pp3)E,B, =0,

gdzie znak ,—” minus wynika z odwrotnego zwrotu pola Halla dla dziur w poroéwnaniu do
elektronow. Ze wzorow (25.8) 1 (25.9) wynika, ze
E,=Ryj.B,, (25.10)
gdzie
2 2
1 -n
RH:f‘D“”—“’“2 . (25.11)
e (np, +pu,)

W poétprzewodniku samoistnym, gdzie n = p = n;, wzor (25.11) upraszcza si¢ do postaci

RH-—LM (25.12)

l en; p p +Uu,
Niezaleznie od postaci wzoru opisujacego stalg Halla Ry jest ona odwrotnie proporcjonalna
do koncentracji no$nikdw. Stala ta jest wigc znacznie mniejsza w metalach niz w
potprzewodnikach.

» W przypadku poétprzewodnikéw znak statej Ry pozwala na okreslenie typu dominujacych
nosnikéw pradu. Pomiar statej Halla w potaczeniu z pomiarem przewodnictwa ¢ = e(np, + pp,)
umozliwia wyznaczenie ruchliwosci elektrondw 1 dziur p, 1 .

» W metalach znak statej Halla jest na og6t ujemny, co wigze si¢ z elektronowym charakterem
przewodnictwa elektrycznego. W niektérych metalach wielowartosciowych, np. Cd, Zn, Pb,
stata Ry >0, chociaz no$nikami pradu sa3 w nich elektrony. Anomalne zjawisko Halla jest
skutkiem naktadania si¢ kilku pasm, ktore razem skladaja si¢ na pasmo przewodnictwa.
Wyprowadzenie wzoru (25.11) opisujacego stata Halla opiera si¢ na modelu elektronow
swobodnych, ktory jest modelem jednopasmowym.
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Temat 26. Termodynamiczne modele blokowe wzrostu
krysztatéw

W modelach blokowych wzrostu krysztatow wszystkie zjawiska zachodzace na powierzchni
krysztatu zostaly sprowadzone do przytaczania i odtgczania identycznych blokow fazy statej. Bloki
te moga znalez¢ si¢ tylko w weztach prostej sieci krystalicznej — zwykle prostej sieci regularnej lub
tetragonalne;.

W _termodynamicznych modelach blokowych rozwaza si¢ minimum energii swobodnej
granicy faz. Modele znane z literatury mozna podzieli¢ ze wzgledu na ograniczenia naktadane na
grubos¢ granicy faz ciato state-faza macierzysta:

1. Model Jacksona [1] — granica o grubosci jednej warstwy blokow,
2. Model Mutaftschieva — granica dwuwarstwowa,
3. Model Temkina [2] — bez ograniczen dla grubo$ci granicy faz.

W_kinematycznych modelach blokowych rozwaza si¢ sekwencje elementarnych zjawisk
opisanych poprzez S$rednie czestotliwosci zachodzenia. Takie modele sg glownie podstawa
komputerowych symulacji Monte Carlo.

26.1. Termodynamiczny model Jacksona [1]

W modelu Jacksona rozwazana jest tylko jedna $ciana (001) krysztatu z uktadu regularnego
lub tetragonalnego. Warunki wzrostu krysztalu sa opisane dwoma parametrami:
1). Wspdélczynnik Temkina zdefiniowany wzorem

40
A=—:",
kgT
gdzie 4 — liczba wszystkich bocznych sgsiadéw statych i1 ciektych danego bloku, kg — stala
Boltzmanna, 7 — temperatura, ® — §rednia zmiana energii na jedno wigzanie gdy wymieniany jest
blok z obszaru catkowicie stalego z blokiem z obszaru catkowicie ciektego

1
@ =§((Dss + D)~ Dye (26.2)

(26.1)

gdzie @y, Dp, Dy sa negatywnymi energiami wigzania blokow  odpowiednio
solid-solid, fluid-fluid, solid-fluid.

Zrywane s3:
4 wigzania solid-solid,
4 wigzania fluid-fluid,

powstaje:
8 wigzan solid-fluid.

Rys. 26.1. Przemieszczenie bloku statego pierwotnie wbudowanego w obszar catkowicie staty.

2). Wspdtezynnik chropowacenia kinetycznego - opisuje sit¢ napedowa krystalizacji

, (26.3)

_He7Hs
b kgT
gdzie: ug— potencjal chemiczny fazy cieklej/gazowej (ang. fluid),
Us — potencjaty chemiczne fazy stalej (ang. solid).
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Mozna wykazaé, ze w roztworze doskonaltym
B=In(1+o0), (26.4)
gdzie o jest wzglednym przesyceniem fazy macierzystej. Dla niewielkich przesycen

Bro. (26.5)

Definicja
Roztwoér doskonaly (lub mieszanina doskonata) to taki roztwor (mieszanina), ktory powstajac w
izotermiczno-izobarycznym procesie dyfuzji nie doznaje zmiany objetosci i energii wewnetrzne;.

Definicja
Molowy potencjal chemiczny i-tego sktadnika uktadu opisuje zmiang energii wewnetrznej uktadu U
gdy liczba moli tego sktadnika w uktadzie zmienia si¢ o bardzo matg wartos$¢ dni

Mf{?Uj (26.6)
ani S,V,nj #1;

przy ustalonej wartosci ekstensywnych funkcje stanu: S - entropia, V- objetos¢.

Mozna wykazaé, ze w ukladzie o dowolnej liczbie sktadnikow i = 1,2,... dwie fazy (1)
1 (2) pozostaja w rownowadze, gdy dla kazdego i-tego sktadnika potencjaty chemiczne sg rowne w
obu fazach:

M,('l) — H,('z) (26.7)
Spontaniczny transport materii z fazy (2) do (1) zachodzi gdy

ut <. (26.8)

Stan odniesienia
W modelu Jacksona jako termodynamiczny stan odniesienia (ang. reference state) rozwaza
si¢ jednowarstwowg granic¢ faz ztozong z N = Ng + Ny blokow:
» N blokow w obszarze w 100% statym oraz
» Nrblokéw w obszarze w 100% ciektym/gazowym.
Energia swobodna takiego uktadu

F'= g Ny + pueNe— PV + .., (26.9)

gdzie wyrazenie (— PV + ...) jest nieistotne dla dalszych rozwazan i zostanie pomini¢te. Gdy state 1
ciekle/gazowe jednostki ulegajag wymieszaniu (bez zmiany temperatury, ci$nienia i objetosci) oraz
energia swobodna jest rowna

F=F"+ Al]mix - TASmix; (2610)

gdzie zaklada si¢ stalo$¢ F' podczas mieszania (stalo$¢ potencjatow chemicznych), AUpnix jest
energig mieszania, ASyix jest entropig mieszania.
Energia mieszania AUpix wynika z powstawania wigzan typu solid-fluid w miejsce
rozrywanych wigzan solid-solid oraz fluid-fluid
AU ix =ON =kTo N /4, (26.11)
gdzie Ny jest liczbg wigzan pomigdzy blokami solid-fluid w warstwie graniczne;.

Przyblizenie Bragga-Williamsa

Rozklad statystyczny Ny/N w zalezno$ci od parametréw o i 3 nie zostal analitycznie znaleziony.
Cecha wspolng wszystkich trzech modeli Jacksona, Mutaftschieva oraz Temkina jest wykorzystanie
przyblizenia Bragga-Williamsa (zwanego tez przyblizeniem zerowego rzgdu) w celu oszacowania
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Ng/N. Zaktada si¢ catkowicie losowe wymieszanie blokow statych oraz cieklych/gazowych. W
konsekwencji prawdopodobienstwo znalezienia bloku statego w pewnym wybranym miejscu nie
zalezy od wypelnienia miejsc sasiednich i jest rowne utamkowi blokéw statych wsrod wszystkich
blokow w warstwie x; = Ny/N. Stad wynika, ze

Neg=4 N x5 (1 —xy) . (26.12)
Przyblizenie to prowadzi do zawyzonego oszacowania liczby Ny w stosunku do wynikéw symulacji
Monte Carlo, wskazujacych na preferowanie wigzan mi¢dzy blokami jednego rodzaju.

Entropia w termodynamicznym stanie odniesienia wynosi

S"=0. (26.13)
Entropi¢ po wymieszaniu blokéw statych i ciektych/gazowych wyznaczymy ze wzoru Boltzmanna
Smix = kg In(g), (26.14)
gdzie g jest liczbg sposobdéw na ktére mozna rozmiesci¢ N = Ny + Ny blokow w warstwie
!
g= i . (26.15)
N N¢!
Dla duzych X stosuje si¢ przyblizenie Sterlinga
InX'=XInX-X (26.16)
1 otrzymujemy entropi¢ mieszania
S .
NLk‘;:—xs Inx, —(1-x,)In(1—x;). (26.17)

Wzér Boltzmanna w postaci (26.14) obowiazuje tylko dla stanéw jednakowo prawdopodobnych,
zatem ponownie jest tu uzyte wspomniane wczesniej przyblizenie zerowego rzedu.
Po podstawieniu wzorow (26.3), (26.9), (26.11), (26.12) 1 (26.17) do (26.10) oraz rozwini¢ciu

Ni= (1 = Ng) i ASnix = Smix — S* otrzymujemy

f(xg)= —Bx, < >+ax (I-x)+x,Inxg +(1—x,)In(l-xy). (26.18)
kgT

NkBT
gdzie niezalezny od x; wyraz —ugkg7 mozna pomingé w dalszej analizie funkcji f{x;). Wykres
zaleznosci f(xs) dla wybranych warto$ci parametréw o i B pokazano na rys. 26.3. Mozna pokazac,

ze funkcja (26.18) ma jedno albo dwa minima, a krytyczna warto$¢ Bt przy ktérej zmienia si¢
liczba miniméw jest dana wzorem

Berit = [ohfl 2/a +1In L= \/%J (26.19)
e W przypadku braku przesycenia 3 = 0:
a <2 — funkcja f(x;) ma jedno minimum przy xs = 0,5; stabilna jest mieszanina blokow statych i
ciektych,
oa>2 - funkCJa j(xs) ma dwa minima, ktore przy wzroscie o dazg do granic x; =01 x, =1, tzn.
stabilne s3 niewymieszane obszary niemal ciekle i osobno obszary niemal state.
e Wzrost przesycenia 3 przy o > 2 przyczynia sg do zaniku minimum dla x; bliskiego 0, co
oznacza, ze stabilna pozostaje tylko faza stala i nastgpuje szybka chaotyczna krystalizacja.
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a=10 B=0
1,5 1
o1 &
= e
=z, a=>5 2
E 0,5+ ~
a=3 =
0 a=2
a=1
-0,5 ; f i i -0,6
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

xs - zapehienie warstwy ieri
Xxs - zapelhienie warstwy

Rys. 26.2. Wykresy funkcji f{x;) danej wzorem (26.18) w zaleznosci od parametrow o, i 3.

Badanie liczby minimow funkcji fixs) pozwala na okre§lenie granicznych warto$ci
parametréw a i 3 dla ktorych zanikajg bariery dla swobodnej krystalizacji.

Jedno minimum funkcji fix;) przy B>0

" j oznacza, ze stabilna jest tylko faza stata i nie
14 b ma bariery energetycznej dla  szybkiej
i . chaotycznej krystalizacji — ciggly mechanizm
081 jedno wzrostu. Nastepuje silne  chropowacenie
06§ fimum granicy faz.
i dwa
04 ¢ minima Dwa minima funkcji f{x;) oznaczaja, ze stabilna
02 jest zaréwno faza ciekla jak 1 stala. Wzrost
j “ krysztatu przy B >0 moze odbywac si¢ przez
o rozrastanie si¢ obszarow prawie statych
2 3 4 odpowiadajacych x;~1 (np. dwuwymiarowe
Rys. 26.3. Liczba minimow funkcji f{xs) zarodki, stopnie) kosztem obszaréw niemal
danej wzorem (26.19) w zaleznoSci od ciektych (x; bliskie 0).

warto$ci parametrow o i f3.

26.2. Termodynamiczny model Temkina [2]

Model Temkina jest rozszerzeniem modelu Jacksona w ktérym zlikwidowano ograniczenie na
grubos¢ granicy faz. Przyjmuje si¢ dodatkowe warunki brzegowe:
1) X-o=1 oraz x,,=0. (26.20)
2) Pod kazdym blokiem statym znajduje si¢ blok staty. ZatozZenie to jest znane jako SOS (ang. solid
on solid). Stad

Xpt1 S X s (26.21)

gdzie x, = N, /N jest utamkiem blokow statych w n-tej warstwie.

W modelu Temkina jako stan odniesienia przyjmuje si¢ gltadka granice faz pomigdzy
catkowicie wypelniong warstwg nr 0 i1 pustg warstwg nr 1. Zmiana energii swobodnej Gibbsa
podczas chropowacenia granicy faz

AG = AGy_ + AU iy —TAS i (26.22)
gdzie AGg jest zmiang wynikajaca z zastgpienia blokow statych o potencjale chemicznym g
blokami cieklymi o potencjale pir i odwrotnie, AUpnix jest zmiang energii wigzan pomi¢dzy blokami
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(powstaja wigzania typu solid-fluid w miejsce rozrywanych wigzan solid-solid oraz fluid-fluid),
ASnix jest entropig mieszania blokéw statych i ciektych.

Podczas chropowacenia granicy faz w warstwie poczatkowo statej N(1 — x,) blokow statych
zostanie wymienionych na bloki ciekle, co wigze si¢ ze zmiang potencjatu termodynamicznego o
Ap = pg— s na jeden blok. Analogicznie przytaczenie N x, blokéw statych w warstwie poczatkowo
ciektej powoduje zmiang o —Ap na jeden blok. Zmiana wynikajaca z przylaczania i rozpuszczania
blokow statych w catej granicy faz wynosi

0

AGs_s = Au le (- Z)c } (26.23)

n=—oo
Energi¢ mieszania blokow w ramach jednej warstwy wyznaczany tak samo jak w modelu
Jacksona i1 nastgpnie sumujemy energie po wszystkich warstwach

AUy =kgToN Y x,(1-x,). (26.24)
n=—oo
Z zalozenia SOS wynika, ze mozliwe konfiguracje blokow w warstwie (n+1) moga rézni¢ si¢
tylko w miejscach polozonych ponad statymi sgsiadami z n-tej warstwy. Wsrod tych N-x,, miejsc
jest N-x,,;| blokow statych oraz N(x,, — x,,+) blokow ciektych. Stad liczba konfiguracji
(N x,)!

Znil = . (26.25)
(N X DN G = x))!
Entropia mieszania dla calej granicy faz
n=+o0 |
ASpix =kpIn(g)=kg [ | (Vx,)! (26.26)

n=—00 (an+1)! [N(xn ~ X4l )]' ‘
Wykorzystujac wzor Stirlinga In N! = NIn N — N oraz uwzgledniajagc warunki brzegowe x_, = 1 1
X+ = 0 po przeksztalceniach otrzymuje si¢ (posrednie kroki przeksztatcen podano w pracy [2]):

+00
TASmix =—kTN z(xn _xn+1)1n(xn _xn+l)' (2627)

n=—oo
Po podstawieniu wzorow (26.23), (26.24) 1 (26.27) do (26.22) otrzymujemy calkowita zmian¢
energii swobodnej Gibbsa podczas chropowacenia powierzchni poczatkowo gladkiej

—B{ D (-x,)- Zx :|+oc D ox,(1-x,)+ Z(x X, In(x, —x,,), (26.28)

n=— n=—00 n=—00

NkBT
gdzie a jest wspotczynnikiem Temkma, za$ B wspolczynnikiem chropowacenia kinetycznego.
Energia AG jest funkcja nieskofnczonej liczby parametrow x,. W celu sprawdzenia, kiedy
granica faz bedzie stabilna, nalezy znalez¢ minimum AG wzgledem wszystkich x,. Warunkiem
koniecznym istnienia minimow jest:
O(AG/ NkT)
ox

Uktad réwnan (26.29) zostal rozwigzany tylko na drodze numerycznej [2]. Krzywa B(a)
przedstawiona na rys. 26.4 rozdziela dwa charakterystyczne obszary:
1). Pod krzywa B(a) energia AG posiada jedno minimum wzglgdem kazdego x,, — przy >0

=0 dla wszystkich x,, . (26.29)

n

mozliwy jest tylko warstwowy mechanizm wzrostu przez dwuwymiarowe zarodkowanie lub
wzrost spirali wokot dyslokacji sSrubowe;.
2). Nad krzywa B(c) brak minimum AG wzgledem x,, — brak barier termodynamicznych dla

swobodnego wzrostu krysztalu — ciggly mechanizm wzrostu.

112



1,2
B brak minimum G, ] L
powierzchnia E 1 brak bariery dla krystalizacji,
01T niestabilna wzrot ciagty,
08 | chropowacenie kinetyczne
0,01 ¢
0,6 +
0.001 powierzchnia Jackson
stabilna 04| .
Temkin
0,0001 + 02!
o o
0,00001 ‘ : 0 ‘ : ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 1 15 2 25 3 35 4

Rys. 26.4. Liczba miniméw funkcji AG(xs) Rys. 26.5. Porownanie przewidywan
danej wzorem (26.28) w zalezno$ci od wg.modeli Jacksona i Temkina.
wartosci parametrow o 1 3.

Zniesienie ograniczen na grubo$¢ granicy faz w modelu Temkina prowadzi do zauwazalnej
zmiany krzywej o(f}) rozdzielajacej obszary charakterystycznych mechanizméw wzrostu w
porownaniu do analogicznej krzywej w modelu Jacksona, jednakze ksztalt obu krzywych jest
zblizony (rys. 26.5).

26.3. Literatura podstawowa do tematu 26

[1] P.Bennema, KONA Powder and Particle, nr 10 (1992), str. 25-40.
[2] P. Bennema, G.H. Gilmer, w: Crystal Growth: an Introduction, ed. P. Hartman, North-Holland
Publ., (1973), str. 263-327.
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Temat 27. Komputerowe symulacje wzrostu krysztatéw metoda
Monte Carlo

27.1. Idea Metody Monte Carlo

W metodzie Monte Carlo (MC) decyzje dotyczace przebiegu symulacji zapadaja na podstawie
wartosci liczbowych otrzymanych z generatora liczb (pseudo)losowych. Metoda MC jest stosowana
gléwnie do modelowania proces6w zbyt ztozonych, by mozna byto przewidzie¢ wyniki w sposob
analityczny, np.:

- symulacje zderzen wysokoenergetycznych czastek z jadrem atomowym,
- obliczanie catek oznaczonych z funkcji o nieznanych funkcjach pierwotnych,
- symulacje ruchu samochodowego w duzym miescie.

Przyktad - liczba & jako pole S okregu o promieniu 1
Losujemy wspohrzedne punktéw (x, y) przy uzyciu generatora o rozkladzie rownomiernym i
zakresie 0...1.

S = 22 NW kole )
N

R N S

y 1 4

2 4
. 7 w kole 3 2,667

. X+ < 4 3

-1 5 3,2

R 6 3,333
7 2,857

. o 2 pzoza golem 8 3
Xty 21 9 |3,111

-1

Rys. 27.1. Przyktadowy wynik losowania dla N=9. oo | 3,142

Doktadnos$¢ wyznaczenia warto$ci  rosnie ze wzrostem liczby losowan N.

27.2. Generatory liczb losowych

1). Generatory programowe

W bibliotekach standardowych dostarczanych z je¢zykami programowania najczesciej
dostepne sg generatory multiplikatywno-addytywne obliczajace kolejng warto$¢ pseudolosowg x; na
podstawie poprzedniej x;-; wedtug wzoru

x; = (a x;-; + b) mod m, (27.1)

gdzie a, b 1 m s3 odpowiednio dobranymi statymi. Stata a jest wybierana jako duza liczba pierwsza.

Przyktadowo, generator liczb pseudolosowych catkowitych z przedziatu 0...(2"°-1)
dostarczany jako funkcja rand() w bibliotece standardowej kompilatora Borland C++ 5.02
wykonuje nastepujace dzialania:

x; =(22695477 x, | +1)mod 232,

RND; = (x;/2'%)mod2"?,
gdzie RND; s3 wynikami zwracanymi przez funkcj¢ rand().

(27.2)
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2). Generatory sprzetowe

generator :
przetwornik —
AUt — anal fr '
bialego 0gOWO-CyIrowy | --- . > liczby
bity losowe
najmniej
znaczace

Rys. 27.2. Schemat blokowy typowego sprzgtowego generatora liczb losowych.

27.3. Symulacje wzrostu krysztatow - skala zadania i typowe zafozenia

Przeprowadzenie symulacji 3D wzrostu krysztalu o makroskopowych rozmiarach (np.
szeScian 1 mm x 1 mm x 1 mm) obejmujacej pelny czas wzrostu przekracza mozliwosci
dostepnych obecnie komputerdw.

W krysztale NaCl:

e QOdlegto$¢ migdzy najblizszymi atomami
2,810 m

e Liczba atoméw w krysztale 1 mm x 1 mm x 1 mm
(1mm/2,810"°m)*~4,5-10""°

e Liczba atomdéw na powierzchni §ciany 1 mm x 1 mm
(1mm/2,810"°m)*~1,3-107"

Typowy komputer osobisty:
e Szybko$¢ procesora (na 1 rdzen)

4-10° cykli/s — ok. 10° zjawisk/s = 9-10" zjawisk/dzien
e Pamie¢c operacyjna

8GB~810” B

W celu umozliwienia przeprowadzenia pierwszych symulacji na przetomie lat 60-tych i 70-tych XX

wieku przyjeto szereg zalozen upraszczajacych przebieg symulacji [1,2]:

1. Identyczne jednostki-molekuty fazy statej moga zajmowac miejsca tylko w wezlach idealnej
prymitywnej sieci regularnej lub tetragonalnej (model blokowy).

2. Kazda jednostka przestrzeni nalezy do fazy statej (ang. solid) albo fazy cieklej/gazowej (ang.
fluid), tzn. nie ma miejsc pustych ani miejsc posredniego typu.

3. Rozpatrywana jest powierzchnia tylko jednej §ciany krysztalu, zwykle o wskaznikach (001).

4. Pod kazdym blokiem statym znajduje si¢ blok staty. Zatozenie to znane jest jako SOS (ang.
,»solid on solid”). W konsekwencji wypetienie dwoch kolejnych warstw blokami statymi musi
spetnia¢ nierownos¢:

C, (27.3)

gdzie C, = N,s/N; N,s — liczba blokéw statych w n-tej warstwie, N — stala liczba wszystkich
blokoéw w jednej warstwie.

Ponadto izolowany blok catkowicie otoczony ciecza nie moze naleze¢ do krysztatu; nie sg tez
mozliwe nawisy blokow statych.

1 =C

no»°
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bloki nie nalezace
do krysztatu

nawisy
niedozwolone

inkluzje
niedozwolone

Rys. 27.3. Konsekwencje
zatozenia SOS.

5. Zaktada si¢ cykliczne polaczenie przeciwlegtych krawedzi $ciany krysztatu (brak brzegow), tzn.
Xpel = X1, Ymel = X, (27.4)
gdzie M jest dtugoscia boku tablicy opisujacej stan $ciany krysztatu.

6. Uwzglednia si¢ wylacznie oddziatywania miedzy najblizszymi sasiadami.
energia wigzania kowalencyjnego: E~r =
najblizsi sqsiedzi
E~a

na ni najbkzsi
S i

Rys. 27.4. Zanik energii wigzania

E~ass jednostek wzrostu ze wzrostem ich
(Sgsiedz] odleglosci na przyktadzie wiazania
~a kowalencyjnego.

7. Na powierzchni krysztalu moga zachodzi¢ trzy rodzaje zjawisk:
a) Kkreacja - przylaczenie jednostki wzrostu do powierzchni krysztatu,
b) anihilacja - odlaczenie jednostki wzrostu z powierzchni krysztatu,
c) dyfuzja powierzchniowa - symulowana jako przesuni¢cie bloku na jedng z pozycji
sasiednich.

27.4. Czestotliwosé zachodzenia kreacji i anihilacji

Czestotliwos¢ zachodzenia procesu v, zwigzanego z pokonywaniem bariery energii jest
opisana rOwnaniem Arrheniusa:

E,
exp| ——% |, dlaE_ >0,
y, =40 1{ kBTJ a (27.5)

Voo dlaE, <0.
gdzie:
Vo - czgstotliwos$¢ prob zajscia zjawiska,
E, - energia aktywacji procesu relaksacyjnego [J/czasteczke],
kpT — $rednia energia drgan termicznych,
T - temperatura [K].

Wedlug Gilmera i Bennemy [1,2] podczas wzrostu krysztalu z pary nie wystgpuje bariera
energetyczna dla kreacji, zatem czgstotliwos$¢ kreacji nie zalezy od konfiguracji powierzchni w
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miejscu przylaczenia bloku do krysztatu (rys.27.5). Wraz ze wzrostem rdznicy potencjatow
chemicznych Ap = us— Y5 fazy gazowej oraz fazy statej rosnie natomiast liczba jednostek wzrostu

zderzajacych si¢ z powierzchnig, zatem czestotliwos¢ kreacji k; jednostek w miejscu, gdzie liczba
sasiadow bocznych jest rowna i wynosi

kg =k =ky =hky =ky =k* ~e®/F —eP (27.6)
gdzie B jest wspotczynnikiem chropowacenia kinetycznego zdefiniowanym wcze$niej w temacie 26
podczas omawiania termodynamicznego modelu Jacksona

Hp —Hg
- , 277
g kg T @7.7)

gdzie: us— potencjal chemiczny fazy cieklej/gazowej (ang. fluid),
Us — potencjaly chemiczne fazy stalej (ang. solid).

Istnienie bariery energetycznej dla anihilacji wynika z przerywania wigzan typu solid-solid o
energii dg na jedno wigzanie oraz z rdznicy potencjatow chemicznych fazy statej i1 pary.
Czgstotliwo$¢ anihilacji k; bloku majacego i najblizszych sasiadow bocznych wzgledem

. L, . e o1+ . .,
czestotliwosci kreacji k; mozna wyrazi¢ wzorem [1]

k[ =exp[%<2—i>—ﬁ} (27.8)
gdzie a jest wspotczynnikiem Temkina zdefiniowanym wczesniej w temacie 26
40 1
o=—, O=— (D +Dg )—Dgs, 27.9
kBT 7 ( ss ff ) sf ( )

gdzie @ oznacza $rednig zmiang energii na jedno wigzanie gdy wymieniany jest blok z obszaru
catkowicie statego z blokiem z obszaru catkowicie gazowego/ciektego, za§ Dy, D, Dy sg
negatywnymi energiami wigzania blokéw odpowiednio solid-solid, fluid-fluid, solid-fluid. W
przypadku wzrostu z pary istotna jest tylko energia Qg;.

Ze wzgledu na przyjecie zatozenia SOS (solid on solid) istnienie sgsiada lezacego ponizej
bloku stalego przy granicy faz jest zagwarantowane w kazdej sytuacji i1 sasiad ten nie jest

uwzgledniany w indeksach i symboli 4; 1 kl-+.

kreacje anihilacje

potencjat L, . .

jednakowo czesto
- brak bariery
energetycznej

czesto
rzadko
- wysoka bariera

Hy

Rys. 27.5. Bariery energetyczne dla zjawisk elementarnych przy wzros$cie krysztatu z pary.
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Wedhug Binsbergena [3] zachodzenie zjawisk w roztworze jest utrudnione z powodu
wystepowania lepkosci, z ktorg zwigzana jest energia swobodna AG,, aktywacji przeptywu lepkiego
lub rotacji bloku (rys. 27.6). Catkowita energia aktywacji dla przejscia od pewnego stanu o energii
swobodnej AGj_; do stanu o energii AG; wynosi

1
E,=AG, +1(AG; -AG, ). (27.10)

gdzie energie AGj_; oraz AG; wynikaja z rozwazan nad wigzaniami zrywanymi oraz tworzonymi
(rys. 27.7).
h6

5

20

AGj DG4y

1T

j-1 j 1 [

Rys. 27.6. Energia swobodna i-tej konfiguracji w przypadku wzrostu krysztatu z roztworu [3].

Czestotliwosci kreacji 1 anthilacji w miejscu przy granicy faz otoczonym przez i sgsiadow bocznych
mozna wyrazi¢ wzorami (wzory pochodzace z [3] w zmienionym zapisie wg. [1]):

k= f, 'exp[—%(2—i)+%}, (27.11)
k=, -exp[%@—i)—%] (27.12)

Wyraz f; mozna interpretowac¢ jako liczb¢ prob zaj$cia zjawiska w jednostce czasu zwiazang z
energig swobodng aktywacji przeptywu lepkiego AG,,

KT [ AG,
=—exp| ——— |. 27.13
Ji=" p( T (27.13)
1) Przed kreacja 2) Po kreacji
D @,
5 nowych
wigzan
ciekte-ciekte
zerwanie 10 energia aktywacji

lepkiego

Gy

wigzan
stale-ciekte

5 nowych
wigzan
state-stale

Rys. 27.7. Bariera energetyczna dla kreacji przy wzroscie krysztatu z roztworu.
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27.5. Dyfuzja powierzchniowa

W modelu Gilmera i Bennemy dyfuzja powierzchniowa jest realizowana jako zlozenie
anihilacji z kreacja na jednej z 4-ech sasiednich pozycji. Czestotliwos¢ dyfuzji k; z miejsca
otoczonego przez i sgsiadow do miejsca majgcego j sagsiadow bocznych mozna wiec wyrazic [1]

ki =rki kj, (27.14)

gdzie r jest statg o wymiarze czasu, ktorg mozna obliczy¢ wykorzystujgc rownanie dyfuzji Einsteina
2

D=2, (27.15)
T

gdzie: a — stala sieci krystalicznej, Dy — stala dyfuzji powierzchniowej, ©= 1/ko jest srednim
czasem miedzy przeskokami dyfuzji powierzchniowej po gtadkiej powierzchni. Srednia droga
dyfuzji powierzchniowej X; wynosi

X, =D, , (27.16)
gdzie 1. = 1/ky jest Srednim czasem zycia jednostki na gladkiej powierzchni. Po podstawieniu
i =j=0do (27.14) i wykorzystaniu zwigzkoéw (27.15) 1 (27.16) otrzymujemy

2

X

Koo :L(_sj (27.17)
ko kg kg \ a

Zwiazki (27.14)-(27.17) obowiazuja dla dowolnych wzoréw opisujacych czestotliwosci k; oraz

kT

] b
uzupelni¢ model Binsbergena [3], ktory w swej oryginalnej postaci nie uwzgledniat zjawiska
dyfuzji powierzchniowe;.

w tym takze dla wzoréw (27.11) 1 (27.12) dotyczacych wzrostu z roztworu. Mozna wiec

27.6. Algorytmy symulacji

Spotykane w literaturze algorytmy komputerowych symulacji wzrostu krysztaléw metoda
Monte Carlo mozna podzieli¢ na trzy grupy:
1) Algorytmy bez pustych losowan, w ktorym decyzje o zdarzeniach wybranych do realizacji
podejmowane sg przez pordwnania liczb (pseudo)losowych z przedzialami o szerokosciach
zmieniajacych si¢ odpowiednio do zmian stanu powierzchni krysztatu [4].
2) Algorytmy z pustymi losowaniami, w ktérym wybor zdarzenia odbywa si¢ przez poréwnanie
wylosowanych liczb z przedziatami o ustalonych szerokosciach, natomiast dostosowanie rozktadu
prawdopodobienstwa realizowanych zdarzen do biezacego stanu powierzchni krysztalu uzyskuje si¢
dzigki dodatkowej decyzji czy wybrane juz zjawisko zostanie zrealizowane [1].
3) Algorytm ,waiting list” — zdarzenia wylosowane dla wszystkich mozliwych miejsc na
powierzchni krysztalu umieszcza si¢ na liscie uporzadkowanej wg. wylosowanych czaséw ich
zaj$cia. Po realizacji zdarzenia pierwszego jest ono usuwane z listy i losowane ponownie dla
pozniejszej chwili czasu. Ponadto wszystkie inne zdarzenia zalezne musza by¢ usunigte z listy i
wylosowane ponownie z uwzglednienie zmian stanu powierzchni. Algorytm ,,waiting list” nie
bedzie szerzej omawiany w niniejszym skrypcie.

W algorytmie bez pustych losowan (rys.27.8) wykorzystuje si¢ tablice przechowujaca
czestotliwosdci k... k, wszelkich mozliwych proceséw dla wszystkich dozwolonych miejsc.
Przyktadowo w modelu Gilmera i Bennemy w wybranym miejscu na powierzchni krysztalu moze
zaj$¢ sze$¢ roznych procesow: kreacja, anihilacja oraz dyfuzje powierzchniowe w czterech
kierunkach. Tak wigc dla krysztalu o wymiarach 100 x 100 jednostek wzrostu konieczne jest
przechowywanie 60000 czestotliwosci. Po zrealizowaniu jednego procesu trzeba zaktualizowaé
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czestotliwosci k; dla kilkudziesigeiu procesow zwigzanych z danym miejscem i miejscami
sasiednimi oraz zaktualizowa¢ sume¢ K. Uzyskanie duzej wydajnosci programu wymaga starannego
wyboru takiej struktury danych, ktéra gwarantuje optymalny kompromis miedzy szybkoS$cia
aktualizacji 1 szybkos$cig wyszukiwania danych.

Wybbr zdarzenia
RND |

o LTI - [T ]k
ky o

k, k, k

n

m

Wykonaj wybrane zjawisko

A 4
Aktualizuj czegstotliwosci £;

Rys. 27.8. Ogoélny algorytm symulacji metoda Monte Carlo bez pustych losowan. W praktyce
podejmowanie decyzji (oznaczone tutaj jako jeden krok) moze by¢ rozdzielone na kilka etapow.

W algorytmie z pustymi losowaniami (rys. 27.9) o wyborze zjawiska dyfuzji, kreacji albo
anihilacji decyduje porownanie liczby losowej z przedzialu 0.../Ym.x z przedzialami o statych
szerokosciach [1]:

k.
Ly=—: ( L Dy » (27.18)
(ki )max + (kz )rnax + (kij)max
+
1 = o Yo (27.19)
(ki )max + (kz )rnax + (kij)rnax
Ly (K Jmax 1Yo - (27.20)

(ki-’—)max + (ki_)max + (kij)max
Na kolejnym etapie symulacji zapada decyzja czy wylosowane zdarzenie moze zajs¢. W
odpowiednim przedziale Lp, Ly albo L, wydzielany jest podprzedziat o dtugosci Lp j;, L ; albo
Ly ; albo proporcjonalnej do czgstotliwosci zachodzenia zjawiska w wylosowanym miejscu

(kij )max ’ ! (kz+ )max , ! (ki_ )max
Jesli liczba losowa trafi w ten podprzedzial, to powierzchnia symulowanego krysztatu jest
odpowiednio modyfikowana; jesli nie - od razu rozpoczyna si¢ nowy cykl symulacji.

Ze wzgledu na prosta implementacje tego algorytmu jego wydajnos¢ moze by¢
konkurencyjna przy niezbyt duzych wartos$ciach parametru o. Liczba wygenerowanych zjawisk w
poréwnaniu do liczby losowan maleje jednak szybko ze wzrostem wartos$ci a.

Lp L,. (27.21)
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losowanie pozycji na powierzchni krysztatu

!

.dyfuZJ a. wygenerowanie liczby losowe;j .
powierzchniowa | RND i wybor rodzaju zjawiska | @nihilacja

l 0 L D L K L A Iy, max

losowanie kierunku RND ’]\
dyfuzji z rOwnomiernym

rozkfadem prawd. kreacja

- i - \ 4 A 4

i,j= hcz.by sgsiadow i = liczba sgsiadow i = liczba sgsiadow
de‘?nduJ acego bloku na bloku ciektego w bloku statego w
miejscu poczatkowym miejscu kreacji miejscu anihilacji

1 docelowym

!

v v

. |—> start

E E
w2 75
czy dyfuzja zajdzie? —I czy kreacja zajdzie? czy anihilacja zajdzie? _I
0Ly, L, 0Ly, L 0Ly, L,
’ nie nie nie
N RND MRND - L, NRND — Ly, — Ly
tak | tak tak

wykonanie odpowiednich
modyfikacji powierzchni

A

v

start

t

Rys. 27.9. Algorytm symulacji wzrostu krysztaléw wedtug Gilmera i Bennemy [1].

27.7. Szybkosé i czas wzrostu sciany krysztatu

W modelu Gilmera i Bennemy szybko$¢ wzrostu $ciany krysztalu zostata zdefiniowana [1,2]
przy wykorzystaniu roznicy strumienia jednostek przytaczanych do krysztatu /™ i strumienia
jednostek anihilujacych I :

R :%(1+ 1) (27.22)

gdzie: d - wysokos¢ jednej warstwy blokow,
N - liczba blokoéw w warstwie.

Strumienie /', I~ oblicza si¢ jako sumy czegstotliwosci kreacji i anihilacji we wszystkich miejscach
na powierzchni krysztatu

4
I*=Yk'N]", (27.23)
i=0
4
"=k N}, (27.24)
i=0

gdzie: N, I-F - liczba blokéw ciektych przy granicy faz majacych i sasiadow,

N, Z-S - liczba blokow stalych na powierzchni krysztatu majacych i sagsiadow.
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Poniewaz szybko$¢ chwilowa R (27.22) cechuje bardzo duzy rozrzut wartosci, konieczne jest
usrednienie szybkosci probkowanych co pewien staly, niewielki okres czasu. W modelu Gilmera i
Bennemy czas w uktadzie krysztalu nie zostat jednak zdefiniowany i uzywane sg tylko przyblizone
miary czasu takie jak: liczba wylosowanych zdarzen, liczba kreacji albo liczba powtérzen gtowne;j
petli algorytmu z pustymi losowaniami. Uzywanie takich miar czasu moze prowadzi¢ do znacznego
btedu systematycznego $redniej szybkosci.

Algorytm bez pustych losowan daje mozliwo$¢ prostego zdefiniowania czasu Af, pomigdzy
n-tym 1 nastgpnym zdarzeniem przy wykorzystaniu sumy K(n) wszystkich mozliwych proceséw [4]

At, = 1 . (27.25)
K(n)
Czas t uptywajacy w uktadzie krysztatu jest sumg czasow czastkowych
1= At,. (27.26)
n
Srednig szybko$¢ wzrostu $ciany krysztahu mozna policzy¢ jako
r= dﬂ, (27.27)
t N

gdzie AN jest przyrostem liczby blokow staltych w czasie ¢.

27.8. Wyniki symulacji MC

Wyniki symulacji MC pokazuja ze warto$¢ parametru a zdefiniowanego wzorem (27.9) ma
bardzo silny ptyw na obserwowany mechanizm wzrostu $ciany krysztatu (rys. 27.10-27.12). Przy
niskich warto$ciach a na powierzchni $ciany rosngcego krysztatu nie obserwuje si¢ wyraznego
uporzadkowania blokéw o dalekim zasiegu (rys. 27.10). Przy duzych warto$ciach a wzrost $ciany
nie zawierajacej zadnych defektow moze odbywaé si¢ tylko przez powstawianie 1 wzrost
dwuwymiarowych zarodkow (rys. 27.12). Przejsciowy mechanizm wzrostu obserwuje sie dla
o =~ 3,2, przy czym wptyw drugiego parametru 3 (27.7) na mechanizm wzrostu okazuje si¢ mato
istotny.

Dwuwymiarowe zarodki powstaja na powierzchni $ciany w wyniku losowych fluktuacji
jednostek wzrostu, przy czym wraz ze wzrostem warto$ci parametru o rosnie krytyczny promien
zarodka odpowiadajacy prawdopodobienstwu 0,5, Zze zarodek nie rozpadnie si¢ i bedzie rosnaé az
do wypehienia calej wolnej przestrzeni w danej warstwie blokoOw. Rozmiar tablicy opisujacej stan
Sciany krysztatu w pamigci komputera powinien by¢ znaczaco wigkszy od krytycznego rozmiaru
zarodkow. Zastosowanie zbyt matej tablicy w potaczeniu z cyklicznymi warunkami brzegowymi
powoduje, ze zarodki zrastajg si¢ same ze soba zanim osiggng rozmiar krytyczny, co prowadzi do
otrzymania niefizycznych wynikoéw symulacji (rys. 27.13).
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0,08 1

0,06 -

0,04 1

0,02 -

(r'- szybko$¢ wzrostu)

0O 30 60 9 120 150 180 210 240

dhugos$¢ boku tablicy
Rys. 27.13. Wpltyw dhlugosci boku tablicy opisujacej $ciang (001) krysztalu na otrzymang
bezwymiarowa szybko$¢ wzrostu Sciany 7' =r/(d-f;) dla a=6,0; Xs = la; wzrost z roztworu;
powierzchnia bez defektow [4].

Symulacje MC daja mozliwo$¢ uwzglednienia defektow struktury krysztalu poprzez
specjalny sposob liczenia bocznych sasiadéw blokow w wybranych lokalizacjach z dodatkowym
uskokiem o =1 w kierunku normalnym do $ciany krysztatu. Wprowadzenie takiego uskoku tylko na
wybranym odcinku na powierzchni $ciany krysztatu odpowiada zespotowi dwoch dyslokacji
spiralnych potaczonych prostoliniowym stopniem, ktéry nazywany jest zrodlem Franka-Reada.
Przy odpowiednio duzych warto$ciach parametru o wokot dyslokacji narastaja spiralne stopnie
(rys. 27.14). Mozliwe jest znalezienie takich kombinacji parametrow a i1 3, przy ktorych znaczenie
ma wigcej niz jeden mechanizm wzrostu, np. wzrost spirali wokét dyslokacji oraz dwuwymiarowe
zarodkowanie (rys.27.15). Mikrostruktura powierzchni przewidywana przez symulacje MC
znajduje potwierdzenie w obserwacjach krysztatlow pod mikroskopem sit atomowych (rys. 27.16).

a) a=7,0; B=0,5 X;=0, b) =9,0; B=0,9; X;=0.
Rys. 27.14. Wzrost $ciany (001) z roztworu, tablica 250 X 250, powierzchnia ze zrddlem
Franka-Reada. Wzrost $ciany odbywa si¢ przez wzrost spirali wokot dyslokacii.
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a) a="55; p=03; X =0, b) a=7,0; p=10; X=0.

Rys. 27.15. Wazrost $ciany (001) z roztworu, tablica 250 x 250, powierzchnia ze zrodlem
Franka-Reada. Do wzrostu $ciany przyczynia si¢ zarowno wzrost spirali wokot dyslokacji, jak i
dwuwymiarowe zarodkowanie.

! E(:l?) 2 S

a) Spirala wokot dyslokacji oraz zarodki 2D. b) Wzrost przez dwuwymiarowe zarodkowanie.
Rys. 27.16. Sciana rosnacego krysztalu pod mikroskopem AFM (atomic force microscope —
mikroskop sit atomowych). Zrodto: K. Maiwa, M. Plomp, W.J.P. van Enckevort, P. Bennema,
»AFM obserwation of barium nitrate {111} and {100} faces: spiral growth and two-dimensional
nucleation growth”, J. Crystal Growth, vol. 186 (1998), str. 214-223.

W przypadku cigglego mechanizmu wzrostu $ciany krysztalu (niskie wartosci o) szybko$¢
wzrostu $ciany ro$nie niemal liniowo ze wzrostem parametru f3 (rys. 27.17.a). Zwigzek parametru 3
z przesyceniem roztworu lub pary podano wczesniej we wzorze (26.4). Jezeli na powierzchni
rosngcego krysztalu nie wystepuja zadne defekty sieci krystalicznej, to dla odpowiednio duzych
warto$ci oo mozliwy jest tylko wzrost przez dwuwymiarowe zarodkowanie, przy czym wzrost ten
obserwowany jest dopiero po przekroczeniu pewnej granicznej wartosci przesycenia (rys. 27.17.b).

Obecno$¢ stopni na powierzchni $ciany krysztatu, np. spiralnych stopni narastajacych wokot
dyslokacji $rubowej, umozliwia wzrost $cian krysztalu takze przy matych przesyceniach. Wzrost
przez przemieszczanie si¢ stopni odpowiada liniowej zaleznosci szybkosci wzrostu 7' od [ na rys.
27.18. Przy duzych wartosciach 3 zalezno$¢ ta staje si¢ silnie nieliniowa, co oznacza, ze
dominujacym mechanizmem wzrostu staje si¢ dwuwymiarowe zarodkowanie.

125



05 012
; =2 e a=5
010
04
a=3
0.08
03 / /
/I/ 008 g
0.04
/ 0=6
o1 0,02
‘j B 0,00 B

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0,0

a). Ciagly mechanizm wzrostu. b). Warstwowy mechanizm wzrostu.
Rys. 27.17. Wplyw parametru 3 na bezwymiarowg szybko$¢ wzrostu 7' = r/(d-f;) $ciany (001) bez
defektow opisanej tablicg 60 x 60, X; = la, wzrost z roztworu.
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Rys. 27.18. Wplyw parametru 3 na bezwymiarowa szybko$¢ wzrostu »' = r/(d-f;) $ciany (001) z
pojedynczym prostym stopniem, tablica 60 x 60, X; = 1a, wzrost z roztworu. Sciang z pojedynczym
prostym stopniem mozna rozwaza¢ jako maly wycinek $ciany ze spirala wokot dyslokacji w duzej
odlegtosci od osi dyslokac;i.

Przedstawiony powyzej prosty model symulacji wzrostu jednej $ciany krysztalu metoda
Monte Carlo zostat opracowany na poczatku lat 70-tych XX wieku. Model ten w po6zniejszych
latach wykorzystywano wielokrotnie jako podstawe do budowy bardziej zlozonych modeli
uwzgledniajacych miedzy innymi:
krysztaty wielosktadnikowe,
wzrost limitowany dyfuzja objetosciowa,
zastosowanie fraktali do opisu ksztattu krysztatow,
oddziatywania kolejnych sasiadow,
domieszki blokujace wzrost,
uktady krystalograficzne inne niz regularny i tetragonalny.

Obecnie w literaturze wcigz brakuje prac poswigconych symulacjom Monte Carlo bez
zatozenia SOS, ktore powinny umozliwi¢ przeprowadzenie symulacji w petnie trojwymiarowych.
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27.9. Czy podejscia kinetyczne i termodynamiczne i sg rGwnowazne?

Modele blokowe granicy krysztal-faza macierzysta, ktore sa znane z literatury, mozna
podzieli¢ na dwie grupy:
> modele termodynamiczne, w ktorych badane jest minimum energii swobodnej (lub funkcji
Gibbsa). Najbardziej znane z literatury sg modele Jacksona i Temkina (om6éwione w temacie 3).
» modele Kinetyczne, gdzie rozwazana jest sekwencja elementarnych zjawisk zachodzacych
kolejno na powierzchni krysztatu. Obecnie istnieje duzo odmian modeli kinetycznych, ktére sg
wykorzystywane gtownie jako podstawa do przeprowadzania symulacji metoda Monte Carlo.

Obie grupy modeli prowadzg do przewidywania dwdoch odmiennych warunkéw wzrostu krysztatu:
1) wzrost ciagly (ang. continuous growth),
2) wzrost warstwowy (ang. layer growth).

Symulacje MC oraz modele termodynamiczne prowadza jednak do wyraznie odmiennych

przewidywan w zakresie warunkéw prowadzacych do okre§lonego mechanizmu wzrostu

(rys. 27.19). Sformulowanie jednoznacznego wniosku o przyczynach tych rozbieznosci jest

utrudnione z powodu naktadania si¢ przyczyn co najmniej dwoch fundamentalnych roznic:

e odmienne podejscia termodynamiczne i kinetyczne,

e przyblizenie Bragga-Williamsa (26.12) uzywane w modelach termodynamicznych albo tablica
przechowujaca informacj¢ o uporzadkowaniu blokow dalekiego zasiggu w symulacjach MC.

B — model
014 Temkina

— Monte

Carlo

0,01 +
(0
0,001 f
0 1 2 3 4 5

Rys. 27.19. Poréwnanie przewidywanego wptywu parametréw o i 3 na mechanizm wzrostu
sciany krysztatu (001) wedlug termodynamicznego modelu Temkina oraz wedtug symulacji Monte
Carlo. Przewidywania symulacji MC sa bardzo zblizone dla przypadkéw wzrostu z pary oraz z
roztworu.
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