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Wprowadzenie

Pod pojeciem ”Fizyki osrodkéw ciagglych” w trakcie niniejszego wyktadu rozumieé bedziemy
mechanike plynéw i cial sprezystych czyli cial ulegajacych deformacjom pod wplywem dzia-
lajacych sil (w przeciwienstwie do bryl sztywnych, w ktérych zakladamy stalo$é wzajemnych
odlegltosci poszezegdlnych elementéw bryty). Podstawowymi zalozeniami beda:

1. Cliggly rozkltad substancji. Zaniedbujemy strukture molekularna - przyjmujemy ciggly rozktad
materii i w konsekwencji ciagly rozklad wszystkich wielkosci fizycznych.

2. Stosowalno$c¢ praw mechaniki klasycznej. Zaktadamy, ze do bardzo matych czeéci ciata stosuja
sie prawa klasycznej mechaniki.

Ad. 1. Jak doskonale wiemy, w rzeczywistosci materia ma budowe dyskretna, sktada sie z ato-

moéw i czasteczek (molekul). Jednak w duzej skali, przykladowo w skali naszego codziennego

do$wiadczenia, z uwagi na ogromna ilos¢ molekul nawet w niewielkim obszarze, materia jawi sie

nam jako rozlozona w sposéb ciggly. Powietrze w warunkach normalnych (0°C, latm) w 1m?

zawiera okoto 2,7 - 10%° czasteczek. Oznacza to, ze w szesciennej kostce o boku 1pum = 10~%m

(a zatem w malej skali w warunkach laboratoryjnych) znajduje sie okoto 2,7 - 107 czasteczek.

Srednica czasteczek wynosi okoto 10™9m, zaé érednie odlegloéci miedzyczasteczkowe ~ 10~5m.
W skali okoto 10~8m wyniki pomiaréw réznych wielkoéci ulegalyby gwaltownym fluktuacjom

Rysunek Wyniki pomiaréw np. gestosci w zaleznosci od skali odlegtosci.

Jezeli rozpatrujemy obszary makroskopowe, w ktorych ilo$¢ molekut jest duza, pomijamy
strukture molekularng przyjmujac ciagly jej rozkltad w przestrzeni. Bedziemy méwié o gestosci
materii w punkcie z € R3 i rozumieé¢ przez to stosunek masy m, zawartej w ”dostatecznie
malym” obszarze przestrzennym wokét punktu x, do objetosci tego obszaru

Pojecie "dostatecznie maly” oznacza tak maly, ze dalsze jego niezbyt wielkie (np. dwukrotne)
zmniejszanie nie wplywa juz dostrzegalnie (w granicach bledéw doswiadczalnych przy danych

pomiarach) na warto$¢ stosunku v Dla szescianu V = L2 gdzie skala niecigglosci - 10~ %m

< L < ~107°m - skala ciaglych zmian (np. rozmiary wiréw w filizance kawy).

Ad. 2. Z uwagi na przyjete zalozenie pierwsze teoria oérodkéw ciaglych nie jest teorig kwan-
towa. A poniewaz predkosci jakie wystepuja w ciatach (np. predkosci dZzwieku) jak wynika z
doswiadczenia sg male w poréwnaniu z predkoscia $wiatta, wiec teoria ta nie jest réwniez teoria
relatywistyczna. Bedziemy stosowaé prawa mechaniki klasycznej.

Wykltad mozna traktowaé jako ilustracje pojeé¢ i twierdzen matematycznych poznanych na
kursie analizy i algebry. Rozpoczniemy od przypomnienia niektorych z nich w rozdziatach pierw-
szym i drugim. Nie jest to jednak tylko ¢wiczenie. Wiele modeli matematycznych ma znaczenie
praktyczne
— prawo Archumedesa,

— straty sily (energii) w zwezajacych sie (rozszerzajacych) rurach
— sila noéna,

— silta oporu Stokesa,

— dynamika fal ptywowych (tsunami), predko$é propagacji



6 Wprowadzenie

Dynamika osrodkéw ciaglych oobejmuje wiele praktycznych probleméw, ktérych nie oméwimy

w trakcie zajecé:

— przeplywy w przemysle: projektowanie pojazdéw aerodynamicznych, turbiny elektrowni wod-
nych, procesy chemiczne,

— ciecze w Srodowisku naturalnym: przeplywy wewnatrz i na zewnatrz budynkéw, prady mor-
skie i oceaniczne, prognozowanie pogody i zmian klimatycznych, utrata powltoki ozonowej,
erupcje wulkanow

— plywy w geofizyce i astrofizyce: wyplyw magmy, ruch kontynentéw, pulsacje gwiazd



Rozdzial 1

Przypomnienie z algebry

1.1. Przestrzenie wektorowe (liniowe).

Definicja 1.1.1. Niech V' # (. Uporzadkowana czwérke (V,R,+,:) nazywamy przestrzenia
liniowa (wektorowa) nad R jezeli:
1. (V,4) jest grupa abelowa tzn.
a) V#I0
b) VYo,weV v+w=w+veG (przemiennosé)
) Yo,w,z€ V. (v4+w)+z=v+ (w+z2) (lacznosé)
d) 3I@eV YveV O+4+v=v (wektor zerowy)
e) YveV J—veV —v+v=0 (wektor przeciwny)
:R xV — V jest dzialaniem zewnetrznym w V nad R.
3. Va,be R ,Yo,weV
a) (a+b)-v=a-v+b-v,
b) a- (v—i—w) =a-v+a-w,
c) a- ) (abd)-v
) 1-

o

o,

Uwagi i umowy.

1. Elementy zbioru (ciala) R nazywamy skalarami.

2. Elementy zbioru V nazywamy wektorami, dzialanie wewnetrzne w grupie (V,+) nazywamy
dodawaniem wektorow.

3. Element neutralny grupy (V,+) oznaczamy © (czytaj teta), za$ element odwrotny do £ € V,
7 —€7. Zamiast pisa¢ € 4+ (—n) piszemy krécej € — 1.

4. Czesto zamiast pisaé¢ (V,R, +,-) bedziemy pisaé¢ V(R) lub jeszcze krocej V.

Bardzo wazne przyklady przestrzeni liniowych.

1. Okreslmy zbior V,,(R)

Ty
Va(R) :=R"=Rx---xR={| : : V1I<i<n meR}={(zi)icn: V1<i<n z;€R}
n :L'n
T Y1
Okreslamy dziatania, dla dowolnych £ = : = (Ti)ign, N = : = (Yi)i<n, a€R
In Yn
§+n = (@i)icn + Wiicn = (@i + yi)in
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0
Vo(R), R, 4, ) jest przestrzenig liniowa w ktérej © = (0)icn = | @ |, —& = (—Zi)icn =
0

2. W szczegdlnosci Vi (R) jest przestrzenia liniowa, ale zbiér Vi(R) = R. Tutaj © = 0.
3. Okredlmy zbiér Vo (R)

VOO(R) = {(xk)keN : VkeN xp € R}
Okreslamy dzialania, dla dowolnych € = (zx)ken, 7 = (Yk)ken, a € R

§+n = (zr)ken + (Yk)keN = (T + Yk )keN
a-§ = a-(Tr)ken = (aTk)ren
Voo (R), R, 4, -) jest przestrzenia liniowa w ktérej © = (0)gen, —& = (—Zk)keN
4. Niech R[z], :={f:R —R: Jag,a1,...,ap € R Vz eR f(z)=apa" 4+ -+ arx+ap}
jest to zbiér wielomianéw stopnia nie wigkszego niz n o wspdtezynnikach z R.
Niech f, g € R[z],, oraz a € R, z € R. Definiujemy

(f +9)(@) = f(x) +9(z) A (a-f)2):=af(z)

5. Analogicznie przestrzenia liniowa jest zbior wszystkich funkcji cigglych okreélonych na pew-
nej dziedzinie Q, C(Q) = {f : Q@ — R : fjest ciagla }, wraz z dodawaniem funkcji i
mnozeniem funkcji przez liczbe.

Podstawowe wlasnos$ci przestrzeni liniowej.

loa-(&G+...6nv)=a-&+...a-{y  czyli a-é_vjlfi:g:lafi.
2. (m+...apm) - E=mé+...apm - € czyli (.iai)ﬁz.i(aif).
3. 0-6£=0. " "

4. a-0=0.

5. (=a)-&=a- (=) =—(a-§)

6. (a—b)-&=a-£—b-&.

7. a-(E=n)=a-£—a-n.

1.2. Kombinacje liniowe. Wspoélrzedne wektora w bazie.

Definicja 1.2.1. Niech &1,&a,...,&, € V(R) oraz ay,...,a, € R.
Element a1&; + - -+ + ap&, € V(R) nazywamy kombinacjq liniowg wektorow &1, ..., &, o wspdl-

czynnikach ay, ..., an,.
Zbior wszystkich kombinacji liniowych wektoréw (&1, ..., &,) oznaczamy lin(&y, ..., &,) (lub ina-
czej span(&y, ..., &,)) 1 nazywamy zbiorem generowanym przez wektory lub rozpietym na wek-

torach &1,...,&,

1.3. Odwzorowania liniowe.

1.4. Przestrzen dualna V*. Tensory.

Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych
R. Niech dimV = n. Rozpatrzmy przestrzen funkcjonatéw liniowych nad V. Oznaczmy zbiér
tych funkcjonaléw przez V*. Zbiér ten ma naturalng strukture przestrzeni wektorowe;j.
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Niech {e1,...,e,} beda baza przestrzeni V. Zdefiniujmy odwzorowania liniowe
&V R, u=1,....n (1.1)

W nastepujacy sposob:

*

et (ey) := 0", (1.2)
* * * *
Oczywiscie przestrzen span{el, ..., e"} - rozpieta na elementach {e!, ... e"} jest zawarta w V*.

Lemat 1.4.1. V* C span{el, ..., e"}

Dowéd lematu
Dwa odwzorowania liniowe sg réwne jesli przyjmuja te same wartoéci na wszystkich wektorach

z V. Z liniowosci wystarczy sprawdzi¢ réwnoéé na wektorach bazowych.
ES

*
Niech w € V*. Pokazemy, ze da si¢ przedstawi¢ jako kombinacja liniowa {e!,...,e"}. Oznaczmy
przez w, wartosci w na wektorze bazowym e, tzn. w, := w(e,). Wtedy

*
w(ey) = wy, = w, 6", = wy €’ (ey)

poniewaz powyzsza rownos¢ zachodzi dla kazdego wektora bazy, wiec

w=w, e
co konczy dowdd lematu. ]
Twierdzenie 1.1. dimV* = n.

Dowdd. Niech {ey,...,e,} beda baza przestrzeni V. Liniowa niezalezno$¢ uktadu {6*1, . .,e*”}
jest oczywista. Na mocy lematu mamy V* C span{e*l, ce eﬂ;l}. Ponadto span{e*l, e ,e*"} cvr
czyli ostatecznie rownosé V* = span{e*l, cee e*"}. Co konczy dowdd twierdzenia. |

Baza {67‘} zdefiniowana w dowodzie twierdzenia wzorem (1.2) nosi nazwe bazy dualnej do {e,},
a sama przestrzen V* nazwe przestrzeni dualnej (lub sprzezonej).

Jezeli przejdziemy do innej bazy {€},...,e,,} w V to elementy nowej bazy mozemy wyrazi¢
jako kombinacje liniowe elementéw starej bazy i odwrotnie tzn.

eL =e, a”u (= eu= (ail)l’“e; ) (1.3)

Z nowa baza mozemy zwigzaé nowa baze dualna, w ktérej mozemy wyrazi¢ elementy starej
* * * *

=l e (= el= (b e ). (1.4)

Otrzymujemy nastepujacy ciag réwnosci:

* *
o, = ¥ (e,) = e (egal))

= bMa aﬁu e (65) = b'ua aﬁu 6% = b'ua a’au

stad zas
ot = bk, al (1.5)

v

czyli w postaci macierzowej b= a"'. Zatem baza dualna transformuje sie przy pomocy macierzy
odwrotne;j.
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Mozemy teraz powtérzyé¢ powyzsza konstrukcje, wychodzac od przestrzeni dualnej. Otrzymamy
wtedy przestrzen dwukrotnie sprzezong V**. Element v** € V** jest funkcjonatem liniowym
nad V*. Jednak V** jest izomorficzna z V', bowiem kazdemu elementowi v € V mozemy przy-
porzadkowaé doktadnie jeden funkcjonal liniowy nad V*, ktérego wartosdciag na v* € V* bedzie
po prostu v*(v). To odwzorowanie musi by¢ surjekcja skoro dim V' = dim V* = dim V**. Zatem
dwukrotne sprzezenie nie wnosi nic nowego.

1.4.1. Pojecie tensora.

Okreslmy pojecie tensora o walencji (k, 1) nad V.

Definicja 1.4.1. Tensorem o walencji (k, [) nad skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa
V (dimV = n) nazywamy odwzorowanie wieloliniowe

T:V'x-- xV*XVx---xV—->R
k l

Wieloliniowe oznacza, ze jest liniowe z uwagi na kazda ze zmiennych. Innymi stowy, jesli
ustalimy wszystkie zmienne poza jedng otrzymamy odwzorowanie liniowe.

Zgodnie z ta definicja widzimy, ze tensor o walencji (0,1) jest po prostu wektorem dualnym.
Zas$ tensor o walencji (1, 0) elementem przestrzeni V** ale zgodnie z naszym utozsamieniem po
prostu zwyklym wektorem.

Jezeli na zbiér tensoréw odpowiedniej walencji narzucimy reguty dodawania i mnozenia przez
liczby to otrzymamy przestrzen liniowa 7 (k,[) tensoréw o walencji (k,1). Wymiar tej przestrzeni
jest réwny dim 7 (k, 1) = n**.

1.4.2. Dzialania algebraiczne na tensorach.
Wprowadzimy dwie wazne operacje na tensorach

Niech {ej,...,e,} bedzie baza przestrzeni V, za$ {e!,..., €™} baza dualng w V*.

Definicja 1.4.2. Kontrakcjg (zwezeniem) wzgledem i-tego i j-tego wskaZnika nazywaé bedziemy
odwzorowanie C : 7 (k,l) — 7 (k—1,1—1), ktére tensorowi T' € 7T (k, 1) przyporzadkowuje tensor

n *
CT:ZT(...,e“,...;...,e#,...). (1.6)
u=1 e ~
J

Twierdzenie 1.2. Operacja zwezenia nie zalezy od wyboru bazy.

Dowdd. Niech {e], ..., el } bedzie inna baza w V. Wtedy
n
6= e,
v=1

Jak pokazalismy baza dualna transformuje si¢ przez macierz odwrotna:
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Mozemy napisaé zatem nastepujacy ciag réwnosci:

n * n n % n
ZT(...,@’“,...;...,e;“...) = ZT(...,Z(CFI)‘L e”,...;...,Zega”H,...)
pn=1 pn=1 v=1 o=1
n n n *
= ZZZ(ail)“Va"MT( P R
p=lv=1o=1
n *
= ZZ(SUVT( € €y )
v=1o=1
n * n
= ZT( ,e”,...;...,ZeU(SUI,, )
v=1 o=1
n *
= Y T(...é",...;... 6. ) (1.7)
v=1
Co konczy dowdd. [

Z dowodu widaé, ze kontrakcja moze by¢ zdefiniowana jedynie wzgledem wskaznikéw mieszanych
tzn. jednego wektorowego i jednego dualnego. W przeciwnym bowiem razie definicja zalezataby
od wyboru bazy.

Definicja 1.4.3. Majac dany tensor T o walencji (k,l) oraz tensor S o walencji (r,s) mozemy
zdefiniowaé nowy tensor o walencji (k+r,l+s) zwany iloczynem tensorowym T i S, oznaczany
T ® S. Definiujemy go nastepujaco: wezmy k+r wektoréw dualnych v',... v**" € V*, oraz
l + s wektorow v, ...,v4s € V wartoScig tensora T’ ® S na ukladzie wektoréw i kowektoréw

1 k .
vl o o jest

1 k+ —
TS, ..., 0" v, ., v4s) 1=

= T o o) SR oM o ) (1.8)

Widaé stad, ze jednym ze sposobow konstruowania tensoréw jest mnozenie tensorowe wek-

* *
toréw i wektoréw dualnych. Latwo pokazaé, ze jezeli {e1,...,e,} oraz {e!,... e"} sa bazami
odpowiednio V i V* to uktad:

em®...®e“k®eV1 R R eVl

jest baza przestrzeni 7 (k,l). Zatem dowolny tensor T mozemy rozpisaé¢ w bazie:

n n " "
T= Z Z THE e o ® Qe ®@e" ®- @ e (1.9)

Py pbe=1v1,...,0;=1

gdzie wspolczynniki rozwinigcia T#*#*,  ~ sa wartosciami tensora T' na ukladzie wektoréw
bazowych.
Istotnie, (skorzystamy z konwencji sumacyjnej po powtarzajacych sie wskaznikach)

* *
1 . —
T(e',...,el'% ey, ... ey) =

* * * *
_ aq...0 1 1 .
= T 5.5 O Beq,@ e @@l (M. ey, .. ey)
*

n
b1...p Coa ()

_ TalOék

* * *
----- Cap () €7 (ey, € (ey,
——— —— — —
4
5 st 3L s'd,

= THb (1.10)

vy...rp”
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Z (1.9) wnioskujemy o prawie transformacji wspolrzednych tensora przy przejsciu od bazy
{e1,...,en} do{e},... el }.

Qg -1 -1
Tt =T a7 (a7 (1.11)
Rzeczywiscie,
_ porear P
T =T 8.5 ® eyl ®---Qe

* *
_ oo TR Ik “I\B1 1 gy W6
=T Br..f € Van ® ® €y Tay ® (a )Vl e ® ® (a )Vz €

* *
= Ty g afa all (@5 @ hie, ®..®¢€, 0" ®..0 "
Jezeli T ma w pewnej bazie wspotrzedne T#1-*,  zad S (o walencji (r,5)) w tej samej bazie

wspétrzedne S99, to iloczyn tensorowy T'® S ( o walencji (k+r,1+s))

...y _ o1..Qg Opt1--- Oty
(T ® S) B1--Biys T [31~-ﬂls Big1---Bits (1'12)

Natomiast kontrakcja ma we wspoétrzednych postac:

i
=~

(CT)MlmukilVlmVl—l :Tulm g “.Mkul‘..&‘..ul' (113)
J

1.4.3. Tensor metryczny. Przestrzen euklidesowa, przestrzen Minkowskiego

Rozwazmy w przestrzeni R™ iloczyn skalarny G : R™ x R™ — R okre$lony wzorem

n

Tak okreslone odwzorowanie G jest odwzorowaniem

— symetrycznym  G(u,v) = G(v,u),

— dwuliniowym  G(au+ bv,w) = aG(u,w) + bG(v, w),

— dodatnio okre$lonym tzn. G(u,u) > 0 (réwnosé zachodzi tylko gdy u = 0.)
Odpowiednik iloczynu skalarnego mozemy zdefiniowa¢ w dowolnej przestrzeni wektorowej V.

Definicja 1.4.4. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Metrykq riemannowskq g w V nazy-
waé bedziemy tensor o walencji (0,2), ktéry dla dowolnych X,Y € V spelnia:

1. g(X,Y) = g(Y, X) - symetrycznosé

2. g(X, X) > 0 réwno$¢ zachodzi tylko wtedy gdy X = 0.

Definicja 1.4.5. Méwimy, ze na V jest okredlona metryka pseudo-riemannowska jezeli g jest
tensorem symetrycznym i niezdegenerowanym tzn. g(X,Y) = 0 dla kazdego X € V tylko wtedy
gdy Y =0.

Poniewaz metryka jest odwzorowaniem g : V x V. — R, wiec biorac wektor X € V mamy

g9(X,-) : V. — R. Zatem g(X,) —Xe V* jest wektorem kowariantnym (dualnym) (tensorem o
walencji (0,1)). Z warunku, ze g jest niezdegenerowana wynika, ze metryka zadaje izomorfizm
przestzeni V i V*.

* *
Zapis we wspolrzednych. Jak wiemy elementy e* ® e” stanowia baze przestrzeni tensorow

2-krotnie kowariantnych 7°(0,2). Zatem g ma w tej bazie przedstawienie:

*

9= gw e ®e” (1.14)
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Jak w przypadku kazdego tensora wspoélrzedne w bazie sa wartoscia odwzorowania na odpo-
wiednich elementach bazowych (poréwnaj wzér (1.10)) g = g(eu,e,). Wtedy symetrycznodé
oznacza, ze macierz metryki g,, jest macierzg symetryczng g,, = g¢,,. Warunek aby metryka
byla niezdegenerowana oznacza zadanie aby macierz byla niezdegenerowana czyli det(g,.) # 0.

* *
Mozemy wtedy znalez¢é macierz odwrotna g z réwnania g"” g,, = 6. Zadajemy wtedy tensor
*
symetryczny, niezdegenerowany 2-krotnie kontrawariantny ¢g: V* x V* — R okreslony uktadem
rownosci

(e e)] = lotepnen)

Umowa: .
— Tensor odwrotny do g tzn. ¢ oznacza¢ bedziemy tym samym symbolem czyli

glLLo.gO'l/ = 6“1/

nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumien jako, ze kazdy z tych tensoréw dziala w innej
przestrzeni.

— analogicznie wektor kowariantny g(X, ) € Ty M oznacza¢ bedziemy po prostu przez X. We
wspbirzednych metryka ¢ stuzyé nam bedzie do podnoszenia i opuszczania wskaznikow tzn.

Xl/ — gVO'XU
X, = guaXU
Przyktady.
1. Przestrzen euklidesowa. Rozwazmy w przestrzeni R metryke riemannowska g : R xR"” — R,
ktorej postacia w pewnej bazie (eq,...,e,) jest
g=0ue'®e’
gdzie et € V* p=1,...,n (opusciliSmy symbol * nad wektorem dualnym - o tym, ze jest to

wektor dualny méwi nam indeks na gérze).
— Pare (R, g) gdzie g metryka riemannowska nazywamy przestrzeniq euklidesowaq.
— Baze (e, ..., e,) nazywamy ortonormalng gdyz dla kazdej pary wektoréw

(s ) = By — 0 gdy p#v — wzajemnie ortogonalne
I ) = 0w =1 11 gdy p=v — znormalizowane do jedynki

Dla dowolnych wektoréw X,Y € V mamy

X =X"e,, Y =Y,
g(X,Y) =g(Xte,, Ye,) = X'YVg(eu,e,) = XHYV6,,

Ostatni wzér mozemy zapisaé korzystajac z konwencji podnoszenia i opuszczania wskaznikdéw
9(X,Y) =0, XYY = XY = X'Y,
Zauwazmy, ze w przestrzeni euklidesowej (w bazie ortonormalne;j)
VX eV Xi=X'...,X,=X"

Wektory kontrawariantne i kowariantne maja te same wspotrzedne.

W wielu podrecznikach gdzie rozwaza sie tylko przestrzenie
euklidesowe i bazy ortonormalne nie rozréznia si¢ potozenia
indeksu i w konsekwencji nie rozréznia sie wektoréw kowa-
riantnych i kontrawariantnych.
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Rozwazmy jeszcze macierz przejscia od jednej bazy ortonormalnej do innej bazy ortonormal-
nej. Spojrzmy na wzory (1.3)
e =e,a’

2 Iz

Jezeli nowa baza jest tez bazg ortonormalng to

g(eL, e,) =0 (z drugiej strony)

g( € eu) g( epa ) = aguapug(ea , ep) = ag,uapuéap

Zatem
__ O p
O = a M(Sgpa y

Zapisane w postaci macierzowej:

E=a"TEa +— aTa=F

Przestrzen Minkowskiego. Rozwazmy w przestrzeni R* metryke pseudo-riemannowska g :
R* x R* — R, ktérej postacia w pewnej bazie (e1,...,eq) jest
-1 0 0 0
0 -1 0 0
= H v 1 1 =
g =nuwe"' ®e” gdzie macierz n 0 0 -1 0 (1.15)
0 0 0 1

— Pare (R?*, g) gdzie g metryka pseudo-riemannowska okreélona przez (1.15 nazywamy prze-
strzeniq Minkowskiego.
— Baze (e, ..., e,) nazywamy ortogonalng gdyz dla kazdej pary wektoréw

jezeli p#v = g(eu,en) =0 (sa wzajemnie ortogonalne)

Dla dowolnego wektora X € V mozliwe sa przypadki

— 9(X,X) =, XtXY >0 méwimy wtedy, ze wektor jest typu czasowego

— 9(X,X) =1, XtX" =0 moéwimy wtedy, ze wektor jest typu zerowego (Swietlnego)
— 9(X, X) =, XtXY <0 méwimy wtedy, ze wektor jest typu przestrzennego
Zauwazmy, ze w przestrzeni Minkowskiego (w bazie ortogonalnej)

VX eV X1 =-X!' Xp=-X2 X3=-X3 X,=+Xx*

Wektory kontrawariantne i kowariantne maja rézne wspoirzedne.
Rozwazmy jeszcze macierz przejscia od jednej bazy ortogonalnej do innej bazy ortogonalnej
(transformacje Lorentza).
e/” = e, N L

Jezeli nowa baza jest tez baza ortonormalng to

g(e;“ e,) = nuw (z drugiej strony)

g(e;m elu) = g(eaA o epA y) = AU,uApyg(ea ) ep) = AauApynop
Zatem

Ny = AUH Nop Apu

Czyli warunek na transformacje Lorentza zapisany w postaci macierzowej:

ATpA=n



Rozdzial 2
Analiza pdl

Nasze rozwazania rozpoczniemy od przypadku gdy rozpatrywane wielkosci takie jak pola
skalarne, wektorowe czy tensorowe sa stale w czasie tzn. sa funkcjami polozenia i ewentualnie
pewnych innych parametréw np. wspoétczynnikéw przenikalnosci dielektrycznej, temperatury itp.
ale nie bedziemy ich na razie wypisywaé¢ w sposob jawny.

Na og6! nie bedziemy wyszczegélniaé zalozen o regularnosei (klasie rézniczkowalnoscei, ciagto-
Sci na brzegu itd.) danego pola skalarnego, wektorowego lub tensorowego - ale bedziemy milczaco
zaktadaé¢ taka ich regularnos$¢ jaka potrzebna jest do poprawnosci matematycznej danych roz-
wazan i rachunkow.

Potrzebne pojecia z analizy matematycznej:
1. Pole skalarne. Przyporzadkowanie punktom pewnego obszaru § C R? wielkoéci skalarnej
¢ € R nazywaé bedziemy polem skalarnym (lub funkcjg skalarng)

p:Q— R

Bedziemy pisaé
o(r) gdzie x = (r1,z2,23) € Q2 CR3

Réwnanie
o(z1, 2, x3) = k = const. (2.1)

przedstawia powierzchnie, ktérg nazywamy ekwiskalarng lub powierzchnig statego .

Jezeli wartosé stalej po prawej stronie réwnania (2.1) uwazaé bedziemy za parametr zmienny
to otrzymamy jednoparametrowq rodzine powierzchni.

Rysujac kilka powierzchni ekwiskalarnych dla wzrastajacych o stala warto$¢ parametrow k
(np. £ =1,2,3,...) otrzymamy kilka elementéw tej rodziny dajacych pewne wyobrazenie o
polu = tam gdzie powierzchnie te zblizaja sie do siebie, pole skalarne zmienia si¢ szybciej
(w kierunku prostopadlym do powierzchni).

2050 % . \ 1 ] ¢
2 1%, 1600 b {

\
1800 o)

0061

2350

2250 N
2000 ol

Rysunek Poziomice wysoko$ci npm. h = |
h(z1,z2). W przypadku dwuwymiaro- :
wym otrzymujemy rodzine linii.

Rysunek 2.1. Linie
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Pochodna kierunkowa pola skalarnego. Niech ¢(z) bedzie polem skalarnym (funkcja skalarna
0 :R* > Q — R. W dowolnym punkcie z € Q i dla dowolnego wektora X |, zaczepio-

0
nego w tym punkcie definiujemy X|,(¢) = 8—;|x pochodng ¢ w kierunku X w punkcie z
nastepujaco:

obieramy punkt 2’ = z +¢X lezacy na prostej £ przechodzacej przez x i wyzna-

czonej przez wektor X

X|a(p) = ilf(l) o(z) 6— p(x)

gdzie € > 0 dla kierunku zgodnego z X, € < 0 dla przeciwnego.
Oczywiscie X |;(p) jest skalarem.

— Pojecie pochodnej kierunkowej mozna sprowadzi¢ do pochodnej zwyktej, mianowicie funk-
cja ¢ ograniczona do zadanej prostej £ jest funkcja jednej zmiennej np. dlugosci tuku
wzdhuz prostej. Wtedy pochodna kierunkowa moze by¢ okreslona jako zwykta pochodna
tej funkcji jednej zmiennej.

— Jezeli jako wektor wybierzemy jednostkowy wektor w kierunku ktérejkolwiek z osi wspol-
rzednych e; to pochodna kierunkowa redukuje si¢ do pochodnej czastkowej

Dy
eilx(p) = %Lv

Pole wektorowe. Przyporzadkowanie punktom pewnego obszaru  C R? wielkosci wektorowej
v € R? nazywaé bedziemy polem wektorowym

v: Q) —R3

Bedziemy pisaé
v(z) gdzie z€QCR?
Krzywa catkows pola wektorowego nazywamy linie o tej wtasnosci, ze w w kazdym punkcie

jest ona styczna do wektora pola w tym punkcie tzn. jezeli oznaczymy przez x(e) parame-
tryczng postaé krzywej to rownaniem tej krzywej jest

dx
die = )\’U|x(€) (2.2)
Uwagi
— Parametr wzdtuz krzywej mozna dobraé tak aby
dx
— =. 2.3
=0 (2.3)
d dz d
Rzeczywiscie, niech e = e(u) < u = u(e). Wtedy % = d—id—i =\v i Jezeli wybie-
de dx
rzemy )\(u)d— =1 to otrzymamy — = v
u

— 7 teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych wynika istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania
(dla kazdego zbioru warunkéw poczatkowych x(0) = xg) z(e) réwnania (2.3) gdy v, sa
funkcjami gtadkimi. Warunkuje to istnienie Maksymalnej krzywej catkowej przechodzacej
przez zadany punkt. Okreslenie maksymalna oznacza, ze nie jest ona zawarta w zadnej
dtuzszej krzywej catkowej tzn. jezeli x : I — € jest maksymalng krzywa catkowa prze-
chodzaca przez punkt 2o = 2(0), zas & : I — Q jest inna krzywa calkowa przechodzaca
przez ten sam punkt punkt #(0) = o to I C I oraz &(e) = a(¢) dlae € I.
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2.1. Potok pola wektorowego

Jezeli v jest polem wektorowym, to oznaczmy przez x(e,a) maksymalna krzywa catkowa
tego pola przechodzaca przez a = z(0,a) € Q. Nazwiemy ja (w hydrodynamice gdy pole
wektorowe v ma interpretacje pola predkosci) linig predu (lub w geometrii 1-parametrowq
grupa transformacyi lub potokiem) generowanym przez pole v. O

Dla kazdego a € Q i £ z pewnego przedzialu I, zawierajacego 0, x(e,a) jest punktem na
krzywej caltkowej przechodzacej przez a.

Potok pola wektorowego spelnia nastepujace warunki:

z(d,z(e,a)) =x(d +¢,a), a€cQ (2.4a)
dla kazdych dwoch §,e € R takich, ze obie strony réwnania sa okreslone,
z(0,a) = a (2.4b)
d
£l‘(8, a) = v’z(s,a) (2.4c)

dla kazdego ¢ dla ktérego istnieje.

Warunek (2.4c) oznacza, ze v jest wektorem stycznym do krzywej (e, a), zas (2.4b) wyznacza
warunki poczatkowe.

Dowéd (2.4a) wynika wprost z twierdzenia o jednoznacznosci rozwiazania uktadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, bowiem obie strony tego réwnania jako funkcje d spetniaja réw-
nanie (2.3) przy tym samym warunku poczatkowym dla § = 0.

Wyznaczanie linii pradu (lub 1-parametrowej grupy transformacji) generowanej przez dane
pole wektorowe v (innymi slowy znajdowanie rozwiazan ukladu réwnan (2.4c)) nazywane
jest eksponencjalizacjg pola wektorowego v.
Stosuje sie réwniez oznaczenie

z(e,a) := exp(ev)a.

W tej notacji odpowiednie wtasnosci potoku maja postaé
exp|[(d + €)v]a = exp(dv) exp(ev)a (2.5a)
tam gdzie powyzsze ma sens,
exp(0v)a = a, (2.5b)
Llexp(ev)a] = vlespieye (2.5¢)

dla kazdego a € .
Te wlasnoéci usprawiedliwiaja notacje!
Przyktady linii pradu.

! Zwigzek z funkcja eksponent jest nawet jeszcze glebszy. Aby sie o tym przekonaé rozwazmy jak gladka

funkcja skalarna (pole skalarne) f : M — R zmienia si¢ wzdluz potoku generowanego przez v tzn. rozpatrzmy

f(exp(ev)z) gdy zmieniamy e.

L Jexp(ev)a) = v (exp(ev)a) o2 (exp(ev)z) = v(f)exp(ev)a]
W szczegdlnosei dla e = 0 mamy
4 o f(explev)a) = v (@) 22 (2) = v() ()

7Z rozwiniecia Taylora mamy
flexp(ev)r) = f(z) +ev(f)(x) + O().
Kontynuujac rézniczkowanie i podstawiajac w szereg Taylora otrzymujemy

62 k

fexp(ev)z) = f(z) +ev(f)(z) + 5v2(f)(rr) +o ot 0 () (@) + O,

k!
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a) Rozwazmy wzdluz R pole wektorowe v = b0, gdzie b = constans. Wtedy
exp(ev)x = exp(ebdy)r = x + ¢b

jako rozwigzanie réwnania #(¢) = b przy warunku z(0) = x.
b) Dla pola wektorowego v = bxd,, gdzie b =constans mamy

exp(ebzdy )z = ex.

jako rozwiazanie réwnania #(¢) = bx przy warunku z(0) = x.
c) W przypadku R" stale pole v = a0, daje

exp(ev)¥ = exp(ea’d,)T = ¥+ ed
jako rozwigzanie ukladu réwnan Z(e) = @ przy warunku Z(0) = Z

d) Jezeli wezmiemy pod uwage pole wektorowe na R" v = a’x’ 821-, gdzie A = [aj-] jest
macierzg o stalych wspétezynnikach, otrzymamy

7:4
J

exp(ev)T = 4.

cA

jako rozwiazanie ukladu réwnan ¥ = AZ przy warunku #(0) = &y. Gdzie e rozumiemy

jako szereg potegowy

A > eF k o ¥ k
eA __ - — _
e _;;)’“!A _I+kz_:1k!A

wted
y Lty =y ke T may
de L =

& Powyzsza konstrukcje mozemy odwrécié. Majac dang 1-parametrows grupe dyfeomorfi-
zméw spelniajaca (2.4a), (2.4b) (e, z) = (¥',..., ") definiujemy pole wektorowe wzorem
(2.4¢)

d
vt = (%w“(e,x)), w=1,..n.

Przyktad. Rozwazmy na plaszczyznie R? ze wspotrzednymi (x!,22) 1-parametrowa grupe
obrotéw. Wtedy (e,x) dane jest przez

P! = zlcose + z?sine
? = —zlsine + z?cose.
Orbitami dzialania tejgrupy sa wspétsrodkowe okregi. Pole wektoréw stycznych do orbit
wyznaczamy z (2.4c):
2
ol = dyp! 2 o _ dy 1

= e=0 =T , U:dE e=0 = —T .

de

gdzie v*(f) = v(v(f)), v*(f) = v(v*(f)), itd.

Jezeli zalozymy zbiezno$é szeregu w € otrzymamy

> k
J(exp(ev)r) = 0" (@)
k=0

W szczegblnodci jesli wezmiemy jako f funkcje z* to (przy zatozeniu zbiezno$ci) otrzymujemy

2

Xk
L " € 3 L
[exp(ev)x]" = z" + v + Ev(v”)(x) +.. = E Evk(m‘ )
k=0

(Poréwnaj przyktad (d) ponizej.) &
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2.2. Twierdzenia calkowe.

Ponizej przytoczymy, bez dowodéw, uzyteczne twierdzenia catkowe. Zakladamy oczywiscie
(zgodnie z wczes$niejsza umowa) taka klase rézniczkowalnosci wystepujacych w twierdzeniach
pdl skalarnych i wektorowych jaka jest potrzebna do ich prawdziwosci. Pole skalarne oznaczymy
przez ¢, pole wektorowe E, za$ przez nm jednostkowe pole wektorowe normalne do powierzchni
Y. Symbolem OV oznaczono brzeg obszaru V', § oznacza calke po powierzchni zamknietej (bez
brzegu), dx jest elementem objetosci (we wspélrzednych kartezjanskich dz = dxidzadxs) a do
elementem powierzchni.

1.
]{ 1do = pole powierzchni ¥ (2.6a)
b
2.
7{ nds =0 (2.6b)
b
3.
7{ o(r)ndo = / grad ¢ dx (2.6¢)
Y=0V Vv

4. Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego.

f E~nds:/ divE dV (2.6d)
»=0V \%

OFE OF OFE
we wspolrzednych kartezjanskich divFE = 3 T4 3 LA 3 % . Patrz stopka®? We wsp6l-
x Yy z

rzednych krzywoliniowych posta¢ dywergencji jest oméwiona w nastepnym paragrafie.

D.
]{ E xndo=— / rot E dx (2.6e)
Y=0V \%
6. Twierdzenie Stokesa.
]{ E-dl :/rotE-nda (2.6f)
C=0S8 S

2 Szkic dowodu. Rozwazmy szeScian AV = AzAyAz umieszczony w poczatku uktadu wsétrzednych

Oznaczenia $cian:

1 - éciana z = Az = const.
2 - éciana y = 0 = const.

3 - $ciana x = Az = const.
4 - Sciana z = 0 = const.

5 - $ciana y = Ay = const.
6 - Sciana x = 0 = const.
Zamiast catki mamy sume

6

E E;, n;AS; = FE;-niy AS1 + Es-no ASs + Es-n3 ASs
_ —_—— N M Y — =~
i=1 Ei, AzAy —Eay AzAz Ese  AyAz

+ Ey-ng ASy + Es5-ns ASs + Eg-ne ASe
—_—— e Y — =~

—E, AzAy Esy AzAz —EBgp AyAz
grupujemy B B -
( wyrazy > = (Bi: — Ei)AzAy + (Esy — Eoy)AzAz +
A(E.) | AB,) | AE)
= AzAyA
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OE, OEy
dy 0z
we wspotrzednych kartezjanskich rot E = 88% - % . We wspolrzednych krzywolinio-
OEy  OE,
ox oy

wych postaé rotacji jest oméwiona w nastepnym paragrafie.

2.3. Funkcje i pola we wspoélrzednych krzywoliniowych.

Oproécz wspélrzednych kartezjanskich (rq1 = z, 29 = y, 23 = z) i odpowiednio jednostkowych
wektorow (e, ez, eg) wzdluz kazdego z kierunkéw, mozemy rozwazaé wspélrzedne krzywoli-
niowe, ktére oznaczymy (u,v,w). Ustalonej wartosci parametréw (u,v,w) odpowiada punkt o
wspolrzednych

r=z(u,v,w), y=yluvw), z=z(uv,w).

Jezeli wyznacznik macierzy transformacji (macierzy Jacobiego)

9z Oz Oz
ou Ov Ow
9y Oy Oy
det ou Ov Ow
9z 0z 0Oz
ou Ov Ow

jest r6zny od zera w jaki§ punkcie to w otoczeniu tego punktu mozemy wyrazié

u:u(x7y’z)7 /U:’U(x7y’z)7 w:w(x’y’z)‘

Przyktlady.
— Uklad wspélrzednych cylindrycznych. Oznaczamy v =rv=¢p,w =z

T=rcosp, Yy=rsing, z==z.

Jacobian
cos ¢ singp 0
det | —rsing rcosp 0 | =7r#0 wszedzie poza osig z
0 0 1

Transformacja odwrotna

x
r=\/22 +y?, = arccos ————, z2=2. &
Y ¥ e
— Uklad wspélrzednych sferycznych. Oznaczamy u=r,v =60, w = ¢

xr=rsinfcosy, y=rsinfsingy, z=rcosb.

Jacobian
sin 6 cos @ sin # sin @ cosf
det | rcos@cosep rcosfsing —rsinf | =r’sinf #0 wszedzie poza osia z
—rsinfsiny rsinfcosp 0

Transformacja odwrotna

z x
r=y/z2+y?2+ 22, 6= arccos ————e—, = arccos ————.
Y N Vit +y?
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Gdy ustalimy dwa sposréd trzech parametréw (u,v,w) otrzymamy linie (krzywa), ktéra
oznaczymy odpowiednio
— liniau gdy v = const, w= const
— liniav gdy wu = const, w = const
— linlaw gdy w = const, v = const
Gdy linie te przecinaja sie pod katem prostym to méwimy, ze uktad krzywoliniowy jest prosto-
katny. W dalszym ciggu bedziemy rozwazaé uktady krzywoliniowe prostokatne.

Oznaczmy przez (€, €y, €y) jednostkowe wektory (pola wektorowe) styczne do lini u, v, w
odpowiednio. Czyli

Rysunek

ep-ey=1, ey,-e,=1, ey-ey=1,
ey, =0, ey-ey=0, ey -e,=0

Uklad wektoréw jednostkowych (e, €y, €,,) mozna zawsze tak dobraé (zamieniajac ewentualnie
ich kolejnosé) aby byl ukladem prawoskretnym tzn.

Eu X €y =€, €yXe€Ey==~Ey, €y XEey==e,. (2.7)
W konsekwencji iloczyn mieszany czyli objetos¢ szescianu rozpietego na €y, €y, €y
l=ey- (eyXey) =€y (ew X ey) =ey-(ey X ey) =:[ey, ey, ey)

Wychodzac od pewnego punktu o wektorze wodzacym r = (z,y,x) zmieniajac wartoSci para-
metréw (u,v,w) o (du,dv, dw) przesuwamy sie o wektor

or or or
dr = 8—udu + %dv + 8—wdw (2.8)

: or . o . or . :
gdzie wektor — jest styczny do linii u a jego dtugosé || u || pomnozona przez du jest przyrostem
u

huku wzdtuz tej linii

or . or
ds1 =|| ™ | du=Udu gdzie U :=|| Pu | - (2.9)

or Or
Analogicznie wektory 7 9w sa styczne do odpowiednich linii v, w.
v’ Jw

Z drugiej strony traktujac (u,v,w) jako funkcje wspolrzednych
U:U(%yaz), 'U:’U(x7yﬁz)a w:w(%y:z)

Gradienty tych funkcji gradu = Vu, gradv = Vo, gradw = Vw, sa styczne do odpowiednich
linii i mamy

du = Vu-dr:Vu-(%dqu%dqug—;dw) =Vu- or

or or or or

dv = VU‘dT:VU'(%dU%-%dU—F%dw):Vv-%dv,
or or or or
dw = Vw-d’r—Vu'(%du—F%dij%dw)—Vw'%dw.
Stad
Vu-@zl, V’U-&Il, Vw-ﬁzl, (2.10)
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Wektory g (37’ (897“ jako styczne do odpowiednich linii u,v,w mozna wyrazi¢ przez wektory
jednostkowe ey, €y, €y
or or ) or oz \? Ay \? 02\ 2
= o llew="Uey sdde U=| 5 |= \/(8”) (3 +(5)
or or ) oz \? oy \? 92\ ?
9 = ||—||ev.—Ve,, gdzie —H—H \/(8) +<u) +<u) )
o e T ew=Wey e W= o = <89}> + (ay>Q+ <az>2
dw gy Cw T Wew B ow ow ow) ’
Stad i z (2.10) otrzymujemy
1 1 1
VU—EGU, VU—VGU, szwew (211)
Obliczmy jeszcze objetosci odpowiednich szeSciandw
LA p—
ou’ ov’ Ow 1 (2'12)
[Vu, V’U, V'I,U] = W

Gradient, dywergencja i rotacja we wspoélrzednych krzywoliniowych

Gradient i operator nabla V. Zakladamy, ze (u,v,w) sa krzywoliniowymi wspdlrzednymi
prostokatnymi. Rozwazmy funkcje skalarna ®(u, v, w) i jej przyrost
0P 0P 0P

dd = 8—du + 8—dv + a—dw { zapisujemy w postaci iloczynu skalarnego }
u

00 1 00 1 0o 1
a 77U YR T a 11w u v w 2.1
(8uUe + 50 V' E +8wW6 ) (ex Udu + e, Vdv + ey Wdw) (2.13)

Z drugiej strony
d®d=Vo.-dr (2.14)

Poréwnujac stronami (2.13) z (2.14) i korzystajac z (2.8) otrzymujemy postaé¢ gradientu funkcji
skalarnej ® we wspoétrzednych krzywoliniowych

1 09 1 00 1 09

grad®=Vo = ﬁ%eu_FV@ U+W0w (2.15)
Operator V wyrazony przez wspotrzedne krzywoliniowe prostokatne ma postac
V—eulg—l- 1)1 6+ wl 9
U ou V ov W ow
a takze na mocy (2.11)
Vo = gq)V + Z(I)V + gq)Vfw

Dywergencja. Rozwazamy pole wektorowe A(u,v,w). We wspolrzednych kartezjanskich A =
Azer + Ayes + A.e3 dywergencja ma niezwykle prosta postacé

0A, 0A, 0A.

divA = Ox + oy + 0z

3 Przyjmujemy oznaczenia takie jak w ksiazce [5].
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Aby znalez¢ postaé dywergencji wektora zapisanego we wspélrzednych krzywoliniowych
A = Aye, + Avpey + Apew (2.16)

gdzie A, = A - e, itd. mozemy kazdy z wektoréow jednostkowych zapisa¢ w bazie (e1, ez, e3)

€y = €Eyz€1 + eyye2 + ey.e3
€y = €yze1l t+ eyye2 + ey.€e3
€y = Eyze1+ eyye2 + €y.e3.

Nastepnie podstawi¢ do postaci wektora (2.16) i szukaé¢ div A pamigtajac, ze wspélezynniki
€uzs Cuy, - - - » Cwz NA 0gOl nie sy stale.
Wygodniej bedzie postapié¢ nieco inaczej. Zauwazmy, ze z (2.7) i (2.11) wynika

en= €y xe, =VW(VvxVuw)

ey = ey XxXe, = WU(Vwx Vu) (2.17)
ew= €yxe, = UV (VuxVv)
Podstawiajac do (2.16) otrzymamy
A=A, VW (Vv xVw)+ A, WU(Vw x Vu) + A,UV (Vu x V) (2.18)

Zysk jest taki, ze dywergencja kazdego z iloczynéw wektorowych jest réwna zero. Rzeczywiscie
dla przyktadu rozwazmy

div (Vv x Vw) =V - (Vv x Vw) = (V x Vv) -Vw — (V x Vw) -Vou
5 v

W zwiazku z tym dla pierwszego skladnika (2.18) otrzymujemy

V- [A, VW (Vv x Vw)| = V(A, VIV) - (Vv x Vw) + A, VIV V - (Vv x Vw)

—_—————
0
Ale wiemy juz jak wyglada gradient we wspéirzednych krzywoliniowych
Ay Ay Ay
V(A, VIV) = (A, VW) VW)Vu + IAVIV) Vv + OA VIV) Vw
ou ov ow
Mnozac to wyrazenie skalarnie przez (Vv x Vw) otrzymujemy
V(A VW) - (Vo x V) = [24iWgy 4 d4s gy 4 AW gy - (Vo x V)
= w [Vu- (Vo x Vw)] { poréwnaj (2.12)}
_ 1 9(A. VW)
= TVW ~  du

Analogicznie mozemy policzy¢ dywergencje pozostalych skltadnikéw we wzorze (2.18) i ostatecz-
nie

L [0VWAL) | OUWA) | OUVA)

divA = uvw ou ov ow

(2.19)

Rotacja. W celu znalezienia postaci rotacji we wspo6trzednych krzywoliniowych w rozwinieciu
(2.16) wektora A na skladowe wykorzystamy wzér (2.11)

A = Aye, + Avey + Apeyw = UA VU + VAV + WAL,V
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dzieki temu

rot A = rot {UA,Vu + VA,Vv + WA,Vw}
= grad (UA,) x Vu + UA, rot(Vv) +grad (VA,) x Vv +
—_———

0

+ VA, rot(Vv) +grad (WA,) x Vw + WA, rot(Vw)

——
0

(V
0
= grad(UA,) x Vu + grad (VA,) x Vv + grad (WA,) x Vw
UA
v

ale grad (UA,) = 8(UA WA 7y 4 QA 7, 4 8(UA Vw zatem wykorzystujac ponadto (2.17)

_ IUA) (U Ay)
grad (UA,) x Vu = 5 (Vo x Vu) + 0 (Vw x Vu)
~ 7v €w 777 €v
czyli
1 0(UA,) 1 0(UAy)
A = T I e v
grad (UA,) x Vu Voo T Tw o ©
Analogicznie
1 0(VA) 1 9(VA,)
grad (VAU) x Vv W ou Ew — W ow €y
B 1 0(WAy) 1 0(WAy)
grad (WA,) x Vw = “TW ou + VW oy o

Dodajac stronami i grupujac wyrazy stojace przy tych samych wektorach jednostkowych otrzy-
mujemy ostatecznie

1 [A(WAL) 8(VAU)]
rotA = vw[ 9 w | T
1 [a(UAu) - a(WAw)} .
UW | ow ou |
L [20A _owa)
+ UV [ ou 0 Ew (2.20)

Wyrazenie na rotacje mozemy zapisa¢ w postaci wyznacznika

Ue, Ve, Wey
1 0 0 0
rotA = ————| = il il
UVW | ou  Ov ow
UA, VA, WA,

Podsumowanie i przyktady
Podsumowujac widzimy, ze chcac znalez¢é grad, div i rot we wspoélrzednych krzywoliniowych

x=z(u,v,w), y=yluv,w), z=z(u,vw).

fundamentalna role petnig dtugosci wektoréw

Oz oz Oz
ou ov ow
o _ | oy o _Jow | 9 _ |
ou ou ) v ov ow ow
oz 0z 0z

ou ov ow
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bedacych kolumnami macierzy Jacobiego. Diugosci te wynosza

5 -o- 3 (3 (5)
G ()
et == () (3 (2"

197
ov

SHES)

I tak otrzymaliSmy

o _ l00, 1ow 10w
gra U du Cu V Ov € W Ow Cuw
1 (VWA O(UWA,) 8(UVAw)}
dvA = o [ o T o T ow |
B 1 [O(WAy) B (VA 1 [0(UAL) B 8(WAw)}
rotA = VW { ov ow }eu + Uw { ow ou €v +
_ 1 [O(VAv) B a(UAu)] e
- uv ou Ov v

Jezeli do wzoru na div A podstawimy A = grad ® otrzymamy wzdr na Laplasian pola skalarnego
we wspoélrzednych krzywoliniowych div[grad ®] = AP

. . 1 o (VW od o (WU 9P o (UV 0P
divigrad O] = Ad = Uvw L?u( U 8u) + 81}( \% 61}) * ow < w 8w)] (2.21)

Zastosowanie do wspolrzednych cylindrycznych i sferycznych. Najczesciej spotykane i
stosowane w wielu zagadnieniach fizyki sa wspélrzedne cylindryczne i sferyczne, ktére zdefinio-
waliSmy na poczatku tego paragrafu. Sg one szczegdlnie uzyteczne przy rozwazaniu zagadnien
o symetrii osiowej lub odpowiednio sferyczne;j.

Wspélrzedne cylindryczne. Zwyczajowo oznaczamy u = r,v = p,w = 2

T=Tcosy, Y=rsinp, z=2z.

Wtedy
cos —rsinp 0
or ) or or 0
— = | sin — = | rcos =
or L O ? 0z
0 0 1
Stad
U = \/COSQcp—i—siano—i—O:l,
vV = \/(—rsingo)2 + (reosp)?+0 =r,

W = VvO+0+1=1.
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A zatem
0P 1 0P od
grad® = ety 90 e, + 3, & (2.22a)
1 [0(r4,) 0A 0A,
divA = - = 2.22
v r [ or ) " 82] ’ (2.220)
1 [0A, 0O(rA,)] 0A, 0A, 170(rd,) 0A,
tA = - - L2 e — - L2 .
o r{@gp 0z _e+{8z Or}e(ijr[ or 0y ’
e Tey, €,
11 0 0 0
- | £ <2 2 2.22
r| or Jdp 0z ( )
A TA, A,
10 [ 0% 10%® 0*®
A = — | (rZ2) + -2 42T 2.22
r [8r<rar>+raw2+razQ] (2.22d)
Wspélrzedne sferyczne. Zwyczajowo oznaczamy u = 71,0 = 6, w = ¢
x=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosb.
Wtedy
sin @ cos rcosfcosp —7rsin f sin ¢
& = | sinfsin & = | rcosfsin 8—T = rsin 6 cos
or L T 7 ap T 4
cosf —rsind 0
Stad
U = \/sin29c052<p+sin29sin2cp—|—c0329 =1,
V = y/rZcos?fcos? p + 12 cos? fsin? ¢ + r2sin 0 = r,
W = \/r281n2081n2<p+7“2sin29<:os2cp—I—O = rsinf.
A zatem
0P 109 1 09
AP = ——ept+ -~ - e, 2.2
gra or et r 00 €0t rsinf Jy o (2.232)
. B 1 A(r’sinfA,)  O(rsinfAy)  O(rA,)
divaA = r2sin 6 l or * 00 + oy
1 o(r?A,) 1 O(sinfAyp) 1 0A,
T2 o + rsing 90 rsinf dp ’ (2:23b)
1 J(sinfA 0Ay 171 0A d(rAy)
tA = £ r+ - LA £
o rsin 6 { 00 Oy } er + r [Sinﬁ dy or ]60 +
1 70(rdg) 0A,
— — 2.2
+r[ ar ae}eﬂ“ (2:23¢)
10 oL 1 9 0P 1 0%0
re = -9 2) L9 < i 9) L e 2.23d
r2 Or (r or + 2sndag O 90 + r2sin 6 Op? ( )



Rozdzial 3
Zasady hydrodynamiki plynéw idealnych

Pod pojeciem plynu bedziemy rozumieé ciecz lub gaz.

Ogodlne charakterystyczne cechy przeplywu:

1. Przeplyw ustalony (laminarny).
Moéwimy, ze ruch plynu jest ustalony (laminarny) jezeli predko$é w dowolnym punkcie prze-
strzeni jest stala w czasie tzn.

U =1(x,y, 2)

Warunki takie moga by¢ osiagane przy niskich predkosciach - przyktadem jest wolno ptynacy
strumyk.

2. Przeplyw wirowy lub bezwirowsy.
Przeptyw jest bezwirowy wtedy gdy w zadnym punkcie P element ptynu AV nie ma wzgle-
dem tego punktu wypadkowej predkosci katowej. (Wyobrazmy sobie mate kétko z lopatkami
zanurzone w plynie. Ruch jest bezwirowy gdy kétko jest unoszone nie obracajac sie.)
Wtprzeciwnym razie ruch jest wirowy.

3. Przeplyw Scisliwy lub niescisliwy.
Przeplyw jest niescisliwy gdy gestosé o jest stala, niezalezna od x,y, 2, t.
Wtedy matematyczny opis przeptywu jest znacznie uproszczony. W praktyce gdy rozwaza-
my przeplyw cieczy mozemy traktowaé jako przeplyw niescisliwy. W przypadku ruchu w
gazach - jezeli predkosci sg mniejsze od predkosci dzwieku to tez mozemy traktow¢ jako ruch
niescisliwy.

4. Przepltyw lepki lub nielepki.
Lepko$é jest w ruchu plynu jest odpowiednikiem tarcia w ruchu cial statych. Powoduje
pojawienie sie sit stycznych miedzy warstwami pltynu, poruszajacymi sie wzgledem siebie.

Dwa sposoby opisu ruchu plynu:

1. Podejscie Lagrange’a (Joseph Luis Lagrange (1736-1813))
Dzielimy plyn na nieskoniczenie mate elementy - czastki ptynu. W chwili ¢y czastka znajduje
sie w polozeniu (xg,yo, 20). Sledzimy ruch czastki. W chwili ¢ znajduje sie ona w punkcie
(x,y, z). Stosujac zasady mechaniki nalezy okresli¢ polozenie jako funkcje warunkéw poczat-
kowych tzn. wyznaczy¢

z(t) = z(xo, Yo, 20, to, t), y(t) = y(zo, Yo, 20, to,t), 2(t) = z(x0, Yo, 20, to, t).

Zadanie to jest tak ogromne, ze niejednokrotnie zbyt trudne do wykonania.

2. Podejscie Eulera (Leonard Euler (1707-1783))
Obserwujemy przestrzen w ktorej porusza sie plyn i okreslamy gestosc plynu i predkosé
przeplywu w kazdym punkcie przestrzeni i w kazdej chwili czasu

g(x,y,znf), ﬁ(m,y,z,t)

W tym podejséciu koncentrujemy uwage na tym co dzieje sie w pewnym punkcie przestrzeni
w pewnej chwili czasu, a nie na tym co dzieje sie z pewna okreslona czastka plynu.
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Zwigzek pomiedzy wielko$ciami w obu sposobach opisu ruchu ptynu.

Wspoéhrzedne w przestrzeni R? oznaczaé bedziemy = = (21, 2, 23) € Q C R3.

Niech w chwili ¢y ustalona czastka pltynu (podejscie Lagrange’a) znajduje sie w polozeniu
a = (210, x99, x30). W chwili t > ¢y czastka ta znajduje si¢ w polozeniu x = z(a, to, t)

Rysunek.

Badajac przyrost wektora przesuniecia z(a, to,t + At) — x(a, to,t) odniesiony do przyrostu
czasu At otrzymamy predkosé tej okreslonej czastki ptynu

0 — lim z(a,to,t + At) — x(a, to, t) _ <(Z>

At—0 At

Opis przeplywu: tor czastki, strumien, smuga

W rozdziale drugim omoéwiliSmy potok pola wektorowego. ZrobiliSmy to przy zalozeniu, ze
pole wektorowe v jest funkcja polozenia, nie zalezy w sposéb jawny od czasu. O takim polu
moéwimy, ze jest stacjonarne ( a przeplyw nazywamy ustalonym). W stacjonarnym polu predkosci
przez kazdy punkt zo € Q C R? przechodzi dokladnie jedna krzywa calkowa tego pola, ktéra
w warunkach laboratoryjnych moglibyémy zwizualizowa¢ umieszczajac w tym punkcie, w chwili
t = 0, zrédlo barnika. Po uplywie czasy t > 0 obserwowalibysmy zabarwiona krzywa - tor
czastek.

W przypadku gdy %—"t) # 0 tzn. v = v(x,t) mozemy rozréznié¢ trzy rodzaje linii pozwalajace
na wizualizacje przeptywu:
1. tor czastki (ang. pathline) - trajektoria czastki plynu przechodzacej w chwili poczatkowej

przez ustalony punkt zo € Q C R3.

Tor jest krzywa = X (¢, t) okreslona réwnaniem rézniczkowym

0
aX(xg,t) =v(X(zo,t),t) 2z warunkiem X (xo,t=0)=xg

Umieszczajac w punkcie xg barwnik i wykonujac zdjecie o dlugim czasie ekspozycji, tor
czastki odpowiada kolorowej krzywej na fotografii.

Rysunek 3.1. Zdjecie swiatel samochodowych o diugim czasie naswietlania.

Zrédlo: www.photographymad. com/pages/view/photographing-car-light-trails

2. Potok (ang. streamline). Ustalamy chwile czasu t. W tej chwili mamy pewien rozktad wektora
predkosci v(x) = v(x,t) (t-ustalone). Linig strumienia © = X (g;x0,t) przechodzaca przez
punkt xg nazywamy krzywsa, catkowa tego pola, czyli rozwiazanie réwnania

d
8—X(6;x0,t) =v(X(e;xo,t),t) 2z warunkiem X (e = 0;x0,t) = x9
3



29

Wykonujac zdjecie o krétkim czasie naswietlania obszaru gesto zaznaczonego barwnikami,
otrzymamy uklad odcinkéw ilustrujacych pole predkosci w chwili ¢ v(z, t) (t-ustalone). Rysu-
jac na tym zdjeciu krzywa, o poczatku w punkcie xg, styczna do wektora pola v otrzymamy
potok pola predkosci.

Rysunek 3.2. Zdjecie swiatel samochodowych o krétkim czasie naswietlania.
Zrédlo: www.photographymad. com/pages/view/photographing-car-light-trails

3. smuga (ang. streakline) -

Rysunek. Smuga dymu z komina

Zrédlo: internet, autor nieznany

t
Przyktad. Rozwazmy dwuwymiarowe pole predkosci v = l yl ]

1. Tor czastki. Szukamy rozwiazania uktadu

X Vi

ot r arunku Xli=0 = w0
o pm Y=o = yo
ot

0X
Stad Y = yo +t i w konsekwencji o (yo +t)t oraz X = x0 + Lyot* + %t?’. Roéwnanie toru

(ruchu) w postaci parametrycznej

X (z0,y0,t) = xo + yot? + 313
Y($07y07t) =1%o +t

Eliminujac ¢ otrzymamy réwnanie toru w postaci krzywej X = X (Y)

1 1
X =20+ 5y(Y — Y0)® + it v)?
2. Potok. Szukamy rozwigzania uktadu
0X
2e o przy warunku Xle=o = 7o t = const.
8_Y =1 Y‘szo = %Yo
Oe

Stad

Y (g;w0,90,t) = yo + ¢
X (g;20, Y0, t) = @0 + yote + 1t

Eliminujac £ otrzymamy réwnanie rodziny krzywych X = X (Y, t) parametryzowanych przez
t

1
X =20+ 3 (Y —yo)t + §t(Y —40)?

3. Smuga.
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3.1. Réwnanie ciagglosci.

Ruch plynu opisujemy metoda Eulera za pomoca:
- skalarnego pola gesto$é ptynu o(z, t),
- wektorowego pola predkosci pltynu v(x, t),

Rozwazmy plyn przeplywajacy przez prostokatna ramke o powierchni As ustawiong pro-
stopadle do kierunku ruchu cieczy (wektora predkosci). Masa cieczy ktdra przechodzi przez
powierzchnie As w czasie At wynosi

Am = pAsv At
Gdy ramka nie jest prostopadia do predkosci to w tym samym czasie przejdzie mniej ptynu
Am = pAs cosav At
Mozna to zapisa¢ w postaci wektorowej
Am = pv-nAsAt

gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni. Dzielac stronami przez At
otrzymujemy

A ov-nAs

Dla dowolnej powierzchni S w granicy gdy At — 0

/ v-nd —@
SQ 5= dt

Lewa strona powyzszego wzoru nosi nazwe strumienia pola wektorowego ov przez powierzchnie
i opisuje szybkos¢ przeplywu masy M przez te powierzchnie.

Niech teraz powierzchnia S bedzie zamknigta tzn. bez brzegu. Wtedy ogranicza ona (jest
brzegiem) pewnej objetosci V' (S = 9V).
— Wybieramy konwencje, w ktérej wektor n wystaje na zewnatrz,
— ale v-n > 0 gdy kat pomiedzy v oraz n jest ostry, natomiast v - n > 0 gdy kat pomiedzy v
oraz n jest rozwarty.
— Przy tej konwencji §s_,y, ov - ndo jest dodatnie gdy ciecz wyplywa z objetosci V, a ujemne
gdy do niej naptywa
Szybkoéé przyrostu masy w objetosci V' mozemy obserwowaé na podstawie zmian gestosci we-
wnatrz, stad
" do ' .
{—dV:—% ov - nds (3.1)
Jv ot Js=ov
Calkowa postaé¢ réwnania ciggloéci pod nieobecnosé zrodet.
Gdy wewnatrz obecne sa zrddia lub Scieki to wzrost masy wewnatrz dokonuje sie nie tylko
poprzez wplyw i wyplyw przez powierzchnie ograniczajaca S = 9V ale réwniez przez produkcje
masy wewnatrz. Mozemy to zapisa¢ w postaci

/6QdV:—7{ g'v-nda—i—/ fdv
v ot S=0V 1%

gdzie f(x,t) opisuje gestosé szybkosci produkeji masy, gdy f > 0, lub wylapywania w przypadku
f<o.

Chcac okredlié¢ rozniczkowa postaé réwnania cigglosci skorzystajmy z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego
7 twierdzenia Gaussa catkowa postaé¢ réwnania ciaglodci mozemy przepisaé teraz jako

/V[ngrdiv(gv)]dV:/vfdv
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A stad

do . B
E—i—dlv(gv) =f

Jest to rézniczkowa postaé¢ rownania ciagtosci, prawa strona odpowiada produkcji lub ubytkowi
masy.Pod nieobecnosé zrédet lub Sciekéw otrzymujemy

do

— +div(pwv) = 0. 3.2

2+ aiv(ew) (32)
Réwnanie to wyraza zasade zachowania masy. Tego typu réwnanie % +div[] = 0 pojawia si¢

czesto w fizyce teoretycznej przy opisie wielkosSci cigglych - energii, tadunku, pedu, stezenia itd.
Jezeli jaka$ wielko$é jest zachowana w objetosci V' - w powyzszym sensie (tzn. calkowita ilosé
wewnatrz V moze zmieniaé sie jedynie na skutek wplywania lub wyplywania przez brzeg oV)
wtedy zawsze rézniczkowa postaé¢ prawa zachowania jest analogiczna do (3.2) czyli znika czte-
rodywergencja. Wielko$¢ w nawiasie ( ) pod znakiem pochodnej po czasie nazywamy gestoscig
tej wielkosci (energii, tadunku, ...) czyli iloScia na jednostke objetosci. Odpowiednio wielkos$é
wektorowa w nawiasie [ | pod znakiem dywergencji jest gestoscig pradu rozpatrywanej wielkosci
fizycznej (czyli wektorem, ktorego kierunek i zwrot opisuja kierunek i zwrot przeptywu a dtugosé
wyznacza iloScig przepltywajaca przez jednostke powierzchni w jednostce czasu).
Ale div(pv) = v - grad g + pdivwv. Stad réwnanie (3.2) mozemy zapisa¢ w réwnoawaznej
postaci
do

D
Y +wv-gradg +odive =0 <= 2o odivv = 0 (3.3)

Dt

Ciecz niescisliwa.
Bardzo czesto w analizie zjawisk dotyczacych cieczy, przyjmuje si¢ zalozenie, ze rozwaza-
ny plyn jest niescisliwy. Oznancza to, ze dowolna ustalona czastka plynu ma w trakcie ruchu

niezmienng gesto$¢. Nie oznacza to bynajmniej, ze a—f = 0, bowiem do ustalonego punktu

x € Q C R? moga naptywaé czastki niescisliwego ptynu o réznej gestoéci. Warunek niescisliwosci
jest postaci
D
re_ .
Dt
Stad i z réwnania ciaglosci (3.3) wynika dla cieczy niescisliwej
dive =0 (3.4)

czyli pole predkosci jest solenoidalne.

Czesto przyjmuje sie réwniaz mocniejszy warunek o = const. dla z € Q C R3¢t € R.
Oczywiscie wtedy 2o _ 0 jest spelnione w spséb trywialny.
Przyk?%ad
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Rysunek 3.3. Wybierajgc pewng powierzchnie prostopadlq do potoku otrzymamy
"rurkowaty” obszar - zwany strugq predu. Ograniczenia strugi skladaje sie z
lindi produ - stycznych do predkosci czqstek (nie przecinajgcych sie ze sobg) - w
zwigzku z tym zaden ptyn nie przeplywa przez to ograniczenie. Struga
zachowugje sie jak rurka o tym samym co struga ksztalcie. Plyn, ktory wchodzi
jednym koncem strugi musi wyjs¢ drugim.

dv

Zakladamy, ze ciecz nie jest wylapywana ani tworzona wewnatrz a przeptyw ustalony (%7 = 0).

Oznacza to, ze strumien pola wektorowego jest rowny zero

f ov-nds =0
C
Dzielimy na trzy powierzchnie
/gv-nds—i—/ ov -nds+ ov-nds =0
G ®hoczna C2
na powierzchni Cy: (v-m); = —uy,
na powierzchni Cpoepma: (U ) bocezna = 0s
na powierzchni Co: (v-m)2 = vo.
Przy zalozeniu, ze w kazdym punkcie przekroju C; predkosé i gesto$é ma te samg wartos$é to
Je, o(=v1)ds = —pv1 51 gdzie Sy jest polem powierzchni przekroju poprzecznego. Analogicznie

dla  Cs. Ostatecznie
010151 = 021252 .

Gdy ciecz jest nieSci$liwa tzn. o1 = g9
v151 = ’UQSQ
Z powyzszego rownania wynika, ze dla niescisliwego przeplywu ustalonego predkosé jest odwrotnie
proporcjonalna do pola powierzchni przekrojui jest wieksza w wezszych czesciach strugi.

— strzykawka,
— tlum wychodzacy przez male drzwi.

3.2. Calkowa postaé¢ réwnania ruchu

Sity zewnetrzne (objetosciowe). Niech na osrodek dzialaja zewnetrzne sity (np. grawitacyj-
ne) opisane polem wektorowym

f(z) — sila na jednostke masy

wymiarem f(z) jest L%] (wymiar przyspieszenia).

W punkcie 2 € Q C R? na element objetosci dx dziala wtedy sila

o(z) f(z) dx

Na objetos¢ V C Q C R? dziala sita
| ola) (a) do
\%4

Sily powierzchniowe. Doswiadczenie uczy nas, ze jezeli ta samg objetos¢ V wydzielimy z
oérodka to na ogdt porusza sie ona inaczej niz zanurzona w oérodku. Oznacza to, ze otaczajacy
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objetos¢ V osrodek oddzialuje na nig sitami. Silty te dzialaja przez powierzchnie OV ogranicza-
jaca objetosé V. Nazywaé je bedziemy silami powierzchniowymi. Przyjmujemy, ze w punkcie
x € OV sily sa proporcjonalne do elementu powierzchni do. Zatem na objetos¢ V C Q c R3
dziata sita powierzchniowa postaci
S(x)do
ov

Aby przyblizy¢ pojecie sit powierzchniowych rozwazmy gaz znajdujacy sie w dwbdch obszarach
rozgraniczonych powierzchnia S.

Rysunek 3.4. Zjawiska na granicy S w skali molekularne;.

W skali molekularnej przyjrzyjmy sie czasteczkom przechodzacym z obszaru 1 do 2. Maja
one dodatnig sktadowa predkosci w kierunku wektora n. Oznacza to przenoszenie pedu w kie-
runku wektora n z obszaru 1 do 2. Odwrotnie, czasteczki przechodza réwniez z obszaru 2 do 1,
przenoszac ped w kierunku -n. Usredniony efekt wypadkowy jest réwnowazny sile w kierunku
n - sile ci$nienia powierzchniowego.

Sity cisnienia sg z definicji izotropowe tzn. niezalezne od kierunku. Oznacza to, ze sa opisane
przez funkcje skalarna p(z,t) - cisnienie. Sila, w punkcie z, dzialajaca przez powierzchnie do,
o wektorze normalnym 7n, wynosi zawsze pndo tzn. jest niezalezna od wyboru kierunku n
(orientacji w przestrzeni elementu powierzchni do). Konwencja znakéw jest taka, ze +pmndo
jest sita wywierana na plyn, do wnetrza ktoérego zwrocony jest wektor m, przez plyn z ktorego
skierowany jest m. Jezeli plyn jako calo$é jest w spoczynku (w spoczynku w skali w ktérej
uwazamy go za ofrodek ciagly tzn. z wylaczeniem ruchéw w skali molekularnej) to ci$nienie jest
jedyna sita powierzchniowa.

W poruszajacym sie plynie istnieja réwniez sity tarcia wewnetrznego (lepkosci). Sa one réw-
niez sitami powierzchniowymi. W omawianym przyktadzie gazu sa one zwigzane z przekazywa-
niem skladowej stycznej pedu (tzn. prostopadlej do n) z obszaréw 1 do 2 i odwrotnie. Sily tarcia
w gazach sa na ogél duzo mniejsze niz sity cisnienia, poniewaz zjawisko przenoszenia pedu raczej
sie nawzajem znosi niz dodaje. Gdy ptyn jest w spoczynku to efekt znoszenia jest catkowity tzn.
ilosé czasteczek o pedzie skierowanym w prawo, przechodzacych przez powierzchnie S jest, po
uérednieniu réwna w obie strony.

Mozemy w pierwszym przyblizeniu pominaé lepkosé¢ i rozwazaé tzw. plyn idealny. W wielu
zagadnieniach jest on wystarczajacym przyblizeniem analizowanych zjawisk np. rozchodzeniu
sie fal na wodzie, optywu unoszacych sie w wodzie pecherzykéw, czy optywie skrzydet samolotu.

Opis sil powierzchniowych wymaga wprowadzenia tensora napieé, co zrobimy w nastepnym
paragrafie.

Calkowa postaé réwnania ruchu. Ped plynu zajmujacego objetosé V' (o brzegu oV = S)
wynosi [, o(z)v dx. Jego zmiana odbywa sie na skutek:
— dziatania sil objetosciowych,
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— dziatania sil powierzchniowych,
— wplywu (lub wyplywu) pltynu do objetosci obszaru V.
Objetosé ptynu wyplywajacego z predkoscia v z wnetrza obszaru V przez element do w czasie
ot
v-nditdo

[Zgodnie z konwencja, w ktorej wektor n jest skierowany na zewnatrz ciecz wyptywa gdy v-n > 0,
wplywa za$ gdy v -n < 0.] Ped unoszony przez ten plyn wynosi gv(v - n)dt do. Stad szybkos$é
unoszenia pedu przez element powierzchni do

ov(v-n)do

Stosujac prawa mechaniki klasycznej otrzymujemy

dt

szybko$¢ zmian pedu
= / o(z) f(x)dx + 7{ S(z)do — j{ ov(v-n)do
\4 ov oV

wypadkowa sit objetosciowych wypadkowa sit powierzchniowych szybko$¢ unoszenia pedu

d/vg(x)'udac = (3.5)

Przenoszac ostatni wyraz na lewa strone i zapisujac éwnanie dla j-tej sktadowej otrzymujemy

d
dt/gv]dx—i—?{ 0V;v nda—/gfjdx—l—j{ S;do

Po lewej stronie mozemy

— wej$¢ z pochodng pod znak calki % [y ovjdx = [, 8875 (ovj) de,

— skorzystaé¢ z tw. Gaussa-Ostrogradskiego
?{ (ovjv) -ndo = / div {ov;v} dx
v 1%

gdzie div {pv;v} = 8 {gvjvk} suma po k).

Podstawiajac mozemy oba wyrazy zapisa¢ wspélnie pod znakiem catki

g(@”]’)"‘ﬂ{é’l’jvk} dx
v Lot oxy,

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym mozemy przepisa¢ w postaci
ovj 0v; > (8@ 0 )
-t +v v
( ot " Fom, ot T oy, &)

v, D,
W pierwszym nawiasie rozpoznajemy % +v- grad vj; = ?1;] pochodna substancjalna sktado-

wej predkosci. Wyrazenie w drugim nawiasie 8—5 + div (pv) znika na mocy réwnania ciaglosci.

Ostatecznie réwnanie (3.5) mozemy zapisa¢ w postaci

/ —dx—/vgfd:n—F]gVSda (3.6)

Roéwnanie (3.5) lub réwnowazne (3.6) jest catkowa postacia réwnania ruchu (dynamiki). Aby
znalezé jego rézniczkowa postaé nalezy przeanalizowaé postaé sity powierzchniowej S(x).
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3.3. Tensor napieé

W najogdélniejszym przypadku powierchniowa gestosé sity S dzialajaca na element do mo-
ze zaleze¢ od kierunku w przestrzeni tego elementu. Oznaczajac przez n jednostkowy wektor
normalny do powierzchni do otrzymujemy, ze sila S = S(n)

gdzie S jest pewnym polem tensorowym ( o walencji (1,1) przyporzadkowujacym wektorowi
n wektor S).

Ustalmy baze przestrzeni wektorowej (e, e2, €3).

ni
W tej bazie m =nie; + noes +nses czyli n= | no
n3
Snl
Odpowiednio S(n) = | Spa2
Sn3
W szczegdlnosci
Sk1
S(ek): Skg ESk, /{7:1,2,3.
Sk3

7 wtasnosci tensorowych
S(n) = mniS(e1)+ n2S(e2) +n3S(es)

Zapisujac w postaci macierzowej

S S11 Sa1 S31
Sn2 = ny| Si2 | +n2| S | +n3| S32
Sng 513 523 533
czyli
Shi S11 S21 S31 ni
Sn2 = 512 522 532 n9
Shn3 S13 Sz S33 ns

Spoéjrzmy teraz na powyzsze wzory jak na iloczyny skalarne.
Spe=n-8"y, k=1,2,3.

Sk
gdzie S’ = | Soi
Sa;

3.3.1. Symetryczno$¢ tensora napieé

Pokazemy teraz, ze tensor napieé S jest tensorem symetrycznym (Wystarczy pokazaé, ze
macierz tego tensora jest symetryczna).
Wr6émy do rownania ruchu

D
/V o) v dr = /V o@) fa)dz + § S(n)do

Uzupelnijmy je réwnaniem na moment pedu

D
/rxg—vda::/rngda:—i—?{ r x S(n)do
v Dt \% ov
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gdzie symbolem X oznaczono iloczyn wektorowy tzn.

x1 f1 T2 f3 —x3f2
rxf=|x |[AN| fo|l=1]z3/1—21f3
x3 f3 x1fa — x2f1

d
Warunki réwnowagi. W przypadku rownowagi statycznej (%v = 0) mamy

0 = /‘/Qfdx—i-?gVS(n)da

0 = /r><gfdm+]{ r x S(n)do
\%4 ov
Dla 1-szej sktadowej

0 = [ofide+ f Sudo
0 fQ $2f3—$3f2 )dx + f (x2Sn3 — x35n2) do

W pierwszym réwnaniu podstawiamy S,; = S’ - n. Calka po powierzchni przyjmuje postaé

% S do — S'l-ndJ:/div(S'l)d:ﬁ
°1% oV 14

czyli
Qfl + div (Sll) =0.

Analogicznie dla pozostatych sktadowych
o fo+ div (Slz) =0, ofs+ div (Slg) =0.
W réwnaniu na momenty sit catka po powierzchni przyjmuje postac
j{ (.’L'ang, - wgsng) do
ov
= % (3725/3 — xgslg) -ndo = / div (:U2S’3 — 3335/2) dx
oV 1%
= / [grad($2) -8’3 4+ xodiv (Slg) — grad(xg) -8’9 — xadiv (SIQ) dx
\%

= /‘/[532 + zodiv (5’3) —S93 — x3div (SIQ) dx
—of3 —of2

Po podstawieniu do réwnania

/‘/Q(952f3*$3f2)d96 + /‘/[532*562Qf3*523+563gf2] dr =0

Ostatecznie réwnanie na 1-szg sktadowa momentu sit redukuje sie do postaci

/ [532 — 523] dr =0
\%4

Stad i dowolnoéci obszaru V wynika S3o — So3 = 0 Analogicznie rozwazajac pozostale sktadowe
otrzymamy, ze

Sk = Stk

czyli macierz tensora napie¢ jest macierza symetryczng. Co oznacza, ze tensor jest tensorem
symetrycznym.
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3.3.2. Interpretacja wspélczynnikéw tensora napieé

Niech n bedzie jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni do. Napiecie na tym
elemencie wynosi S, = S(n)
Wektor ten mozemy roztozy¢ na sktadowe:
— w kierunku normalnym n: S, -n =0, - napiecie normalne (rozciagajace lub Sciskajace).
— w kierunku stycznym ¢: S, -t =7, - napiecie styczne (tzw. Scinajace).
W bazie kartezjanskiej (eq, ez, eg) wersoréw osi: Oz, Oxy, Ox3 macierz tensora S napieé

R St Sz Sis Op T Ty
S=| 521 S S |=|1 o0 T
S31 S32 S33 Ty Tz O
gdzie
Sii=e1-S(e1) =0,, Sip=e1-S(ez)=ex-S(e1)=7., Siz=e1 S(es)=es-S(e1)=r1y,
522262-5(62):O'y, 523262-5(63)563-5(62)27}3,
S33 =e3-S(e3) =0,

SkorzystaliSmy z symetrii tensora napie¢ S;; = e; - S(ej) = e; - S(e;) = Sji.

Rysunek 3.5. Infinitezymalny prostopadio$cian o krawedziach ronoleglych do osi ukladu.

Tensor napieé S zalezy w ogdlnoéci od punktu w przestrzeni

S = S(wl,xg,mg)

tworzy zatem pole tensorowe napiec. Wszystkie wspéirzedne (skladowe) tensora S;; sa wiec na
og6! funkcjami (21, x2,x3) (oraz ewentualnie czasu ¢ i innych parametréw).

Jak pokazaliSémy tensor S jest symetryczny. Pozwala to sprowadzi¢ go na osie giowne tzn.
wprowadzi¢ w otoczeniu punktu lokalny ukitad wspéirzednych prostokatnych o osiach w, v, w
(osiach glownych), w ktérym to ukladzie macierz tego tensora jest diagonalna

R o, 0 0
S = 0 o, O
0 0 o

Wspélrzedne oy, 0y, 0y Nazywamy napieciamis gtéwnymi.
Zadanie 3.1. Udowodnié nastepujace

Twierdzenie 3.1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby tensor posiadal trzy
wzajemnie protopadle kierunki niezmienne (wlasne) u, v, w jest aby tensor byl symetryczny.
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3.4. Rownanie Eulera. Ciecz idealna.

Znajdziemy teraz rézniczkowa postaé¢ réwnania ruchu. W cieczach rzeczywistych znajduja-
cych sie w ruchu wystepuja napiecia styczne - spowodowane wystepowaniem sit tarcia wewnetrz-
nego miedzy sasiednimi warstwami cieczy. O czym mozemy sie przekona¢ wprawiajac naczynie
w ruch obrotowy - po pewnym czasie i ciecz w naczyniu wykonuje ruch na skutek przenoszenia
pedu pomiedzy wartwami cieczy.

Analize rézniczkowej postaci réwnania ruchu rozpoczniemy od przypadku cieczy idealnej, w
ktorej zakladamy znikanie napieé stycznych tzn. w zgodzie z obserwacja Pascala: 7. .. cidnienie
w cieczy rozchodzi sie¢ jednakowo we wszystkich kierunkach i jest zawsze skierowane prostopadle
do powierzchni granicznych powierzchni.”

Dla cieczy idealnej przyjmujemy macierz tensora napie¢ postaci

Or T» Ty —-p 0
S=| 1 oy 7w | = 0 —-p O (3.7)
Ty Tz Oz 0 0 -—p
tzn. napiecia gléwne o; sg réwne o, = 0, = 0, = —p oraz znikaja wszystkie napiecia styczne

Ty =Ty =T, = 0.
— Zauwazmy, ze rOwnanie kwadryki:
Smni + S'ynz + Szzng + 2Szyngny + 25,10, + 25, nyn, = const.
po podstawieniu postaci tensora (3.7) otrzymujemy
—pni - pnz - pnz = const. — ni + ng + nz = const.
rownanie kuli. Skoro tak to kazdy uklad wzajemnie prostopadtych kierunkéw stanowi uktad
osi gtéwnych i w kazdym uktadzie tensor przyjmuje postaé (3.7). [

Wynikiem tensora S na dowolnym wektorze m normalnym do powierzchni jest S (n) = —pn
czyli napiecie jest zawsze skierowane prostopadle do powierzchni.

Mozemy teraz znalez¢ rézniczkowa postaé rownania ruchu. WyjdZzmy od réwnania catkowego
(3.6) podstawiajac w miejsce wektora S = S(n) = —pn

[ ewrprds = [ o @+ § (-pindo

)%

ox) f(z) do — ]g pdo

{poréwnaj (2.6¢c)} = o(x) f(x)dx — /Vgradpdx

I
TSI~

Z dowolnosci obszaru V' otrzymujemy

D
931; = of —gradp (3.8)
o : Dv _ dv : : »
Pamietajac, ze pochodna substanjalna Dt = n + (v - V)v oraz dzielac przez dodatnia gestosé
o(x) otrzymujemy ostatecznie réwnanie ruchu cieczy idealnej zwane réwnaniem Eulera
ov 1
il Vv =f— —grad 3.9
5 T Vv=F Lgradp (3.9)

Bilans energetyczny. Zinterpretowa¢ pod katem energetycznym

Zadanie 3.2.
adanie réwnanie Eulera. A
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Wskazéwka. Rozwazmy czaske ptynu o masie dm, tak malta aby wewnatrz niej cinienie p méc
uwazaé za stale i zalezne od objetosci wlasciwej 7 := %. Przez &£, oznaczmy energie wewnetrzna
na jednostke masy. Wezmy pod uwage wzrost energii wewnetrznej elementu dm

d(5w5m) = —pdzx (dl‘ jest elementem objegtos'ci).
Dla statej masy wzrost objetosci dz wiaze sie ze wzrostem objetosci wladciwej doe = dm dr czyli
d&y, om = —pdmdr = d&, = —pdr

ale dr = d(é) = —9—12 do. Zatem d&,, = é% dp. Ostatecznie

déw _ P
do 0?

Dla dowolnej objetoéci energia wewnetrzna ptynu

Eyew :/ ng dx
|4

Szybko$é zmian energii wewnetrznej

D
— (E = & d 3.10
Dt (Buew) Dt/ wed /Dt Jedu (310)
Udowodni¢ ostatnia réwnosé¢ we wzorze (3.10).
D&, d&y D D
Obliczmy —— e = d Df Z réwnania ciaglosci (3.3) mozemy podstawié Ff = —pdivv
D d& DQ )
Dt(Ewew):/VQd:Dt —/ 0= 2 1)pdivudx = —/vpdlvvda: (3.11)

Przejdzmy do réwnania Eulera (3.8). Pomnézmy je skalarnie przez v. Otrzymujemy

Dv

gv-ﬁzgf-'v—'v-gradp

D
Lewg strone mozemy przepisa¢ w postaci g Di (% 2) Zakltadajac, ze sita jest zachowawcza i nie

zalezy jawnie od czasu to pierwszy sktadnik po prawej stronie mozemy przedstawié¢ jako gradient

D
potencjatu f = —grad U gdzie %—[tj = 0. W konsekwencji f-v = —gradU -v=—— (U).

Dt
Calkujac po porcji poruszajacego sie plynu o objetosci V' (wspdlporuszajacej sie z ciecza)
mamy
D /1 D
/ Dt( 2> de = — Dt(U) d:vf/v'v-gradpd:v
Stad i tozsamodci div (pv) = pdivwv + vgradp
D /1
/ < v +U>d —/ pvda+/pdivvdm
°Dt 2=V %
Czyli ostatecznie
D
E (Ekzn + Epot + Ewew) = - /E:@V pv do

Odpowiedz. Przyrost calkowitej energii porcji ptynu Ey;, + Epot + Fyew na jednostke czasu
réwna sie mocy cisnien zewnetrznych. [
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3.5. Rownanie fizyczne plynu

Do opisu zachowania plynu musimy dodaé jeszcze zaleznosé gestosci o(z) od ci$nienia p(z).
W ogdlnosci zwiazek ten opisuje termodynamiczne réwnanie stanu postaci

flo,p,T) =0 (3.12)

gdzie T oznacza temperature. Jest ono okreslone badZ na mocy doswiadczenia badz teorii ter-
modynamicznej materii. Objecie hydrodynamiki i termodynamiki jest zagadnieniem trudnym i
w ogblnoéci jeszcze nie opracowanym!. Dlatego w wielu zagadnieniach bedziemy rozpatrywaé
réownanie fizyczne plynu postaci

flo,p) =0, (3.13)

ktore mozna rozwikla¢ do postaci

o=o(p) lub p=p(o). (3.14)

Fizyczne réwnanie plynu (3.13) pomija szereg zjawisk termodynamicznych m.in. wydzielania
ciepta w trakcie ruchu, wplywu temperatury na zmiane gestosci.

Roéwnanie (3.14) pozwala nam odréznié ciecze od gazéw. Jezeli dla rozwazanego ptynu w
granicy gdy cisnienie p — 0 dazy do zera gestosé p rowniez dazy do zera to plyn ten nazywamy
gazem. Jezeli natomiast w granicy p — 0 gesto$¢ o — 09 # 0 to wtedy méwimy o cieczy.
Stad wnioskujemy, ze jezeli w naczyniu znajduje sie gaz i objetosé tego naczynia rosnie to gaz
bedzie zawsze wypelnial naczynie, natomiast ciecz dla dostatecznie duzej objetoéci utworzy
powierzchnie swobodng (wypelni tylko czesé naczynia).

Idealizacja (najprostszym przypadkiem) jest ciecz niescisliwa. Rownanie fizyczne (stanu)
redukuje sie wtedy do postaci (gesto$¢ nie zalezy wtedy od ci$nienia)

o(p) = const.

Dla cieczy mato Scisliwe] mozemy zastosowaé przyblizenie liniowe. Wtedy réwnanie fizyczne
przyjmie postaé

o(p) = 0o(1 + ap).

W praktyce wiele zastosowan hydrodynamiki opiera sie na zalozeniu cieczy niescidliwej.
Dla gazéw idealnych réwnanie stanu (Clapeyrona) mozemy zapisa¢ w postaci

p = oRT

gdzie R uniwersalna stata gazowa.

— W warunkach izotermicznych wynika réwnanie fizyczne postaci r_2
Po 00

— W warunkach adiabatycznych zas % = const. Zauwazmy, ze w tym wypadku T jest propor-
%

cjonalne do ¢!, czyli element gazu poddany kompresji staje sie goretszy?. Skad pochodzi ten

wzrost energii wewnetrznej elementu gazu? Z zalozenia o adiabatycznosci procesu otaczajacy
gaz nie przekazuje ciepta. Sity cisnienia wykonuja prace Sciskajac rozpatrywany element i to
ona, z pierwszej zasady termodynamiki, jest zrodtem wzrostu temperatury.

! Przyktadem moze byé zachowanie wody w naczyniu szybko i nieréwnomiernie ogrzewanym. Powstajg tam
prady i wiry spowodowane zmianami gestosci wywolywanymi zmianami temperatury.
2 Kazdy z nas kto pompowal kiedykolwiek kolo rowerowe moze to potwierdzié.
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3.6. Opis ruchu cieczy idealnej.

Podsumowujac mozemy napisa¢ uktad réwnan opisujacych ruch cieczy
— réwnanie Eulera - réwnanie ruchu
ov

5 +(v-V)v=f— ;gradp (3.15a)

— réwnanie cigglodci - wyrazajace prawo zachowania masy

0

92 | d4iv(ed) = 0 (3.15b)
ot

— réwnanie fizyczne plynu

flo;p) =0 (3.15¢)

Jest to uktad pieciu réwnan skalarnych (bowiem réwnanie (3.15a) jest ukladem trzech réwnan)
na pie¢ niewiadomych funkeji v1, ve, vs, 0, p. Zauwazmy, ze réwnanie Eulera (3.15a) zawiera wyraz
(v - grad)v nieliniowy w szukanych predkosciach - co znacznie utrudnia jego rozwiazanie.

Jednoznaczne rozwiazanie tego ukladu otrzymamy rozpatrujac warunki brzegowe na po-
wierzchni ograniczajacej (w przypadku obszaréw ograniczonych) ewentualnie w nieskonczonosci
(gdy obszar jest nieograniczony) i warunki poczatkowe. Jezeli obszar ) jest ograniczony to
na jego brzegu 02 sktadowa normalna predkosci jest réwna zero - wyraza to fakt iz ciecz nie
wyplywa przez powierzchnie, za$ sktadowa styczna dowolna

vnlog =0, v¢|an — dowolne. (3.16)

Gdy powierzchnia 02 porusza sie z predkoscia uw to ruch cieczy musi by¢ zodny z ruchem
powierzchni w tym sensie, ze skladowe normalne do powierzchni musza by¢ réwne

vplog = u-n (3.17)

Zauwazmy, ze do wektora u mozna doda¢ dowolna sktadowa réwnolegla | do 9. Prawa strona
nie ulegnie wtedy zmianie u| -1 =0

Powierzchnia swobodna. Ponizej przedstawimy rozwazania przydatne przy analizie fal na
wodzie.

Niech ksztalt powierzchni bedzie opisany réwnaniem z3 = £(z1, x2,t). Zakladamy, ze & jest
funkcja gtadka, opisuje zatem fale, ktore sie nie zatamuja.

Powierzchnia swobodna

Rysunek 3.6. Powierzchnia rozgraniczajgca wode i powietrze. Po-
wierzchnia opisana jest réwnaniem xs = &(x1, e, t) lub innymi stowy
o(r1, 29, 23,t) =23 —§ =0

Aby zastosowaé na powierzchni warunek (3.17)

vnlog = u-n
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musimy wyrazi¢ zaréwno u jak i n poprzez funkcje (1, x2,1).
Przypomnijmy sobie, ze na powierzchni p(x) = const gradient jest do niej prostopadly, czyli

_ Vo
IVl

Zatem, skoro p(x) = x3 — &(x1,x2,t) to Vo = (—aa—fl, —86752, 1) czyli

ox1’ 0z’
0.
VEE 2+ ()2 +1

Wektor wodzacy punktéw na powierzchni @ = (z1(t), xa(t), £(x1,z2,t)) zatem predkosé u =

(21, T2, aa—flizl + 83:52 To + £) jej rzut na kierunek normalny n
. 8&
i) e () + (B + et 5)1 %
B o€ 0€ T [ o8 o€
\/(871) + (552 +1 \/(87;1)2"‘(6752)2"'1

7 drugiej strony sktadowa normalna pola predkosci przeptywu

- ¢ ¢
(—ozr —am L) —Uigy —vagy tUs

VEP+EEP+1 @+ @1 +1

Poréwnujac stronami otrzymujemy

vn = (v1,v2,03) -

czyli

Z definicji pochodnej substancjalnej (materialnej)

D¢ Dzxs D

Dt Dt D (@1 22:8) = 23) (3.18)
Widzimy wiec, ze jesli w chwili poczatkowej &(z1, z2,t) — 23 bylo réwne zero (warunek, ze czastka
znajduje sie na powierzchni) to w trakcie przepltywu jest ciggle réwne zero. Oznacza to, ze ptyn
na powierzchni caly czas na niej pozostaje.

3.7. Strumien pedu cieczy idealnej

Powtérzmy jeszcze raz rozwazania nad rownaniem ruchu cieczy idealnej.

Ped plynu znajdujacego sie¢ w objetosci V wynosi [, ov do Zmiana pedu moze odbywaé sie na
skutek dizlania sil (objetosciowych i powierzchniowych) oraz unoszenia pedu przez wyplywajacy
ptyn

d/ dexdt:/ Qfdmét—i—/ ndadt—/ ov(v - n)dtdo (3.19)
dt Jv ov

gdzie lewa strona oznacza przyrost pedu, natomiast sktadniki po prawej stronie oznaczaja odpo-
wiednio poped sit objetosciowych, powierzchniowych oraz ubytek pedu zwiazany z wyplynieciem
objetosci pltynu (v - n)dt do. Druga catke po prawej stronie mozemy zgodnie ze wzorem (2.6¢) z
paragrafu 2.2 zamieni¢ na caltke po objetosci

/ (—p)ndo = —/ gradpdx
v v
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Wybieramy pewna baze przestrzeni wektorowej (e1, es, e3). Wtedy szybkosé zmiany i-tej skla-

dowej pedu
d Jp
— vid:c:/ id:r—/ d:c—/ v;(v - n)do
dt/vg ng v O0x; avg ( )

Ale (poréwnaj tw. Gaussa-Ostrogradskiego (2.6d))

d 0
@/vgvid:z: = /Va(gvl) dz

/ ovi(v-m)do = / (ovv) -mdo = / div (gv;v) dx
ov ov |4

Zatem 9 9 9
p
2 (ovi) + -2 + = (ovivy) — ofi vdx =0 3.20
/V {Bt (QUZ) + oz; + A (szvk) sz} €z ( )
Z dowolnoéci obszaru V' wynika réownanie [zauwazmy, ze wyraz g—fi = % (6;p) gdzie d; jest

delta Kroneckera tzn. wspdlczynnikami tensora jednostkowego]

0 0
ot (QU ) Bzx (5 kp + ov Uk) ofi i 3 (3 )

Jezeli sity objetosciowe znikaja to ped jednostki objetosci cieczy réwny pv jest zachowany [po-
réwnaj uwagi po wzorze ciaglosci (3.2)].

0 0
— (ov;) + — [0; vivp =0 1=1,2,3.
ot (Q Z>+8xk [ ikD + 0v; k]
Tym razem gesto$¢ pradu 7, = pdip + ovgv; jest tensorem [Scislej my sa wspélezynnikami

macierzy tego tensora w wybranej bazie] Dzialanie tego tensora na dowolny wektor m daje
wektor 7(n) postaci
(n) =pn + ov(v - n).

Oznaczajac przez m; wektor bedacy wartoscia tensora @ na i-tym wektorze bazowym e;
;= 7(e;) = pe; + 0 vu; (3.22)

wzér (3.24) mozemy przepisa¢ w postaci

9 .
a(gm) = —divm; + of; (3.23)
Aby zinterpretowaé tensor 7 calkujemy réwnanie (3.23) po pewnej objetosci V' w szczegdlnym
przypadku gdy sily objetosciowe f sa rowne zero
0

—/ ov;dV. = —/ divm; dV = {tw. Gaussa-Ostrogradskiego}
ot Jv v

= —7{ ;- ndo (3.24)
ov

gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym do elementu powierzchni do

Lewa strona (3.24) opisuje szybko$é¢ zmian i-tej sktadowej pedu objetosci V. Zatem calka po
prawej stronie opisuje i-ta sktadowa pedu wyplywajaca przez powierzchnie OV ograniczajaca
objetos¢ V. Wielko$é¢ m; - n jest strumieniem i-tej sktadowej pedu na jednostke powierzchni o
wektorze normalnym n. Wspoélrzedna 7, tensora 7 jest zatem i-ta sktadowa pedu przeplywajaca
w jednostce czasu przez jednostke powierzchni prostopadlej do ej. Tensor T nazywa sie tensorem
gestosci strumienia pedu.

Znalez¢ parcie (sile ci$nienia) na zgietym kawaltku rury,
Zadanie 3.3. |przez ktéra przeplywa ciecz nieécidliwa, a przeplyw jest
ustalony. [
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8. Réwnanie Bernoulliego

Wyprowadzimy réwnanie majace sens zasady zachowania energii przy nastepujacych zatoze-
niach:

—p 0 0
1. ciecz jest idealna tzn. S = 0 —-p O i spelnione jest réwnanie Eulera,
0 0 —p
2. fizyczne réwnanie plynu jest postaci ¢ = o(p),
3. zewnetrzne sily objetoéciowe sa zachowawcze tzn. f = —grad V.
1
Z zalozenia (2) mozemy zdefiniowaé¢ funkcje P(p) := [ W)
o O\P
Wtedy zgodnie z reguty rézniczkowania funkcji ztozone;j
oP OP Op 1 Op 1
= — = — = rad’P = —gradyp 3.25
Ox;  Op dzx;  o(p) Ox; & Qg (3:25)

Zauwazmy, ze jesli ciecz jest niesciSliwa o = const to grad P = grad |- p|.
Wychodzimy od réwnania Eulera (3.9)
dv _ Ov 1
_— = — - — d
=G+ Vv = f —gradp

1 1
Z zalozenia (4) prawa strona jest réwna f — —gradp = —grad V' — —grad p. Na mocy zalozenia
0

(2) mozemy wykorzysta¢ réwnosé (3.25). Otrzymamy zatem

ov

5 + (v-V)v=—grad (V+P)

7 lewej strony skorzystamy z tozsamosci®

1
§grad (AQ) =(A-grad) A+ A xrot A (3.26)
Stosujac ja do pola wektorowego predkosci v otrzymamy
1
ggrad (vQ) =(v-V)v+v XxXrotwv

Po podstawieniu otrzymamy

0 1
U+grad( 2y —w x rotv = —grad (V + P)
ot 2"
Roéwnowaznie
ov 15
a—vxrotv——grad V—l—P—{—?U (3.27)

Stad wynikaja dwie formy twierdzenia Bernoulliego.

3 Rzeczywiscie, we wspélirzednych kartezjanskich, dla pierwszej sktadowej mamy

1 0 2 . 0A 0A> 0A3

5 B (AT + A3+ 43) = Argo= e =+ Asge
_ 0A 0A 0A 0A; 0A, 0As 8A3
N Al 8:31 AZ dI‘Q Ai ()Tg Az xTo A () I3 8 X1 + 83;‘1
_ 0A1 0A; 0A1 Ao % _ 0A; _ 0As3
- ( 161 62+A38x3> (a axg) A3(8x3 81‘1)
= (A-V)Ai 4+ Ay (rot A), — A3z (rot A),
= (A-V)A; + (A xrotA),

Analogicznie dla pozostalych sktadowych.
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Twierdzenie 3.2.

Jezeli przeplyw jest

8’1):0

ustalony tzn %7 bezwirowy rotwv = 0 czyli istnieje po-

tencjat predkosci v = grad ¢

wtedy wielkosé

U=V+P+ie? V=2 1vV4P4iv?

spelnia warunek

v-grad(V—l—P—i—%UQ):O grad(%—f—l—V—i—P—&—%vz):O

skad wynika, ze

U = (V +P+ %UQ) jest stala wzdluz | U(t) = (%—f +V+P+ %02) jest nieza-
toru ruchu. lezne od polozenia w przestrzeni

Zwiagzek réwnania Bernoulliego z zasadg zachowania energii.

3.9. Proste przyktady

Zadanie 3.4. |Hydrostatyka [3] [ )

Paradoks hydrostatyczny. [3]Wyznaczy¢ rozklad ci$nienia w stupie

Zadanie 3.5. | .
cieczy. [

Wyznaczy¢ ksztalt powierzchni swobodnej cieczy niescisliwej znajdu-
Zadanie 3.6. |jacej sie w polu sily ciezkosci w naczyniu cylindrycznym, ktore obraca
sie wokot swej osi ze stala predkoscig katowa w. [

Zadanie 3.7. ’Prawo Archimedesa. Wyprowadzié prawo wyporu Archimedesa. Q‘

Rozwigzanie. Rozwazmy ciecz w réwnowadze. Wytnijmy w my$li pewien obszar V' ograniczony
powierzchnia & = 9V (S jest brzegiem obszaru V). Na element powierzchni do dzialaja sily
powierzchniowe —pdo. Calkujac po calej powierzchni S otrzymamy wypadkowa sile (parcie)
Fyw 7z jaka otaczajaca ciecz dziala na ciecz wewnatrz obszaru V

Fy = (—p)do = —/ gradpdz.
S=90V \%

Korzystajac z réwnania Eulera mozemy wyznaczy¢ grad p. Z zalozenia ciecz jest w réwnowadze
statycznej wiec rownanie ruchu (Eulera) redukuje sie do postaci
0=of —gradp

gdzie of jest zewnetrzng sila objetosciowa. Pozwala to znalezé warto$é sity parcia

Fy = —/ grad pdx = —/ of dx.
1% 14

Czyli sita parcia jest réwna wypadkowej zewnetrznych sit objetoéciowych dziatajacych na ciecz
znajdujaca sie wewnatrz obszaru V' lecz skierowana przeciwnie.
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Gdy w obszarze V umie$cimy zamiast cieczy inne ciato to sita wyporu F'yyr nie ulegnie zmianie
bowiem jest to wypadkowa sila z jaka otaczajaca ciecz dziala przez powierzchnie graniczna
S=09V.

Prawo Archimedesa otrzymamy gdy jako sile zewnetrzna przyjmiemy site ciezkosci f = g
(przyspieszenie ziemskie) i zalozymy, ze gesto$¢ cieczy jest taka sama w kazdym punkcie

Fy = —/ ogdr = —ogvol(V)
174

gdzie vol(V) = [, dx jest objetoscia obszaru V. [ )



Rozdziat 4
Ruch potencjalny.

W tym rozdziale przyjrzymy sie pojeciu momentu pedu czastki cieczy wokoét jej srodka masy.
Na poczatek okreslimy pojecie wirowosci (wiru) predkosci wraz z fundamentalnymi twierdzenia-
mi dotyczacymi zachowania wiréw. W drugim paragrafie rozpatrzymy ruch bezwirowy.

4.1. Wirowos¢.
Majac dane pole wektora predkosci v definiujemy pole
w = rotw. (4.1)

Nazywacé je bedziemy wirowoscig (lub wirem) pola v. Jej k-ta wspélrzedna wynosi

ov;

(2 ..
W = €pii=——  (suma po 1,
k kij 69% ( p .7)
gdzie ey;; jest tensorem catkowicie antysymetrycznym!.

Interpretacja geometryczna. Aby zilustrowaé sens geometryczny dokonajmy rozwiniecia
predkosci w szereg Taylora wokoét punktu xg

v(x,t) =v(xo,t) + (x — xo) - V|z=a,v + O(|x — :c0|2)

dla i-tej wspolrzednej

8vi
vi®@, t) = vi(o, t) + (25 — 20j) 5~ la=m, + Ol ~ xo[?)
J

Tensor gradientu predkosci Vv = (g;’;) mozemy przedstawi¢ jako sume czesci symetrycznej i

antysymetrycznej

avi _ 1(6vi+6vj)+l(8vi_6vj)
al'j 2 8.’E]’ 8:31 2 85[?]' axz
symetryczna antysymetryczna
1 8111' (%j 1
_ 1 iy 4.2
2(81‘] + 81’1) + 2€z]kwk ( )

! Wielko$é ei; jest whasciwie pseudotensorem

S (=1)7  gdzie J iloéé inwersji w ciagu (4, §, k)
kg = 0 gdy ktérykolwiek z indekséw si¢ powtarza

W dalszych rozwazaniach przydatna bedzie tozsamosé

€ijk€klm = 6il6jm - 5z‘m5jl



48 Rozdzial 4. Ruch potencjalny.

Poniewaz gradient predkosci jest na ogdt rézny od zera, wiec elementy pltynu sg w trakcie prze-
plywu deformowane i obracane. Czastki poruszajace sie z predkoéciag v po uplywie czasu ot
przemieszczaja sie o wektor u = vdt. Tensor gradientu przemieszczenia jest na mocy (4.2) réwny

u U1l U2 U13 1 0 w3 —weo
(2
<8 ) = U2 U222  U23 + 5(575 —w3 0 w1 (43)
mj o 0
u13 U223  U33 w2 w1
gdzie w;; 1= % (g;“_ + %) sa skladowymi tensora odksztalcen (tzw. tensora odksztalcen Cau-

chy’ego). W ramach liniowej teorii maltych odksztalcen opisanej w §7.3 wspdélrzedne te maja
klarowna interpretacje geometryczna. Wspélrzedne réwno-wskaznikowe (elementy na przekat-
nej) sa odksztalceniami liniowymi wzdtuz odpowiednich osi, a wspélrzedne rézno-wskaznikowe
(poza przekatna) sa odksztalceniami katowymi mierzonymi w plaszczyznach okreslonych indek-
sami wspélrzednych. Natomiast antysymetryczna czesé tensora opisuje podwojony kat obrotu w
odpowiedniej plaszczyznie czyli %wi jest predkoscia katowa obrotu elementu pltynu wokélt i-tej
osi.

Biorac materialny element liniowy §€ tzn. utworzony z czastek plynu, poruszajacych sie wraz
plynem, o poczatku x1(t) i konicu x2(t). Przy tych oznaczeniach 68 = x1(t) — x1(t). Wtedy
zmiana w czasie

%5@ _ % _ dc% — w(wa, ) — v(we, 1)
= v(x1 +9¢,t) —v(x,t)
= w(@1,1) + (8¢ grad) vlz—z, + O (|66) - v(w1,1)
= (6 grad)v|zp—a, + O (|6¢7)

Stad w granicy infinitezymalnego 6£ otrzymujemy réwnanie ruchu materialnego elementu linio-
wego

d
—0l = (6€ - grad)v. (4.4)

dt
Przeanalizowaé, w zaleznosci od poczatkowego kierunku, ruch materialnego ele-
mentu liniowego £, umieszczonego w poczatku uktadu wspélrzednych, dla pola
predkosci wokdl punktu stagnacji (Ten rodzaj przeplywu opisany jest w dodat-

QT
Zadanie 4.1. | ku 4.4 do tego rozdzialu), postaci v = | —azy |, a > 0. Rozwazy¢ przypadki
0
5ty 0 R
1)ot=1] 0 2) 68 =| 6ty 3) 0L =| sy [
0 0 | 0
eat
Odpowiedz. 1) Element bedzie rozciagany 6€ = d¢19 | 0 |.2) Element bedzie si¢ kurczyt 6€ =
0
0
dlag | et |. 3) Element bedzie si¢ obracal zgodnie z ruchem wskazéwek zegara jednoczesénie
0
551060”5
rozciagajac 08 = | 0ly0e™ |, [
0
Przyktad. Rozwazmy przeplyw opisany polem predkosci postaci sumy v = vy, + Uyir gdzie
— Bz -6 0 0
Vror = | —Bz2 |, B > 0. Gradient tego skladnika predkosci Vv,,, = 0 -8 0 | czyli
206x3 0o 0 2
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opisuje rozciaganie bez zmiany objetosci (jako bezéladowy - poréwnaj paragraf 7.4). Ponadto

— 2o
rotw,,, = 0 Niech drugi sktadnik opisuje wirowanie vy = Q(r,t) | 1 gdzie r = \/x% + x%
0
0
Wtedy rotvy, = | 0
w
0 0 o0 o0
= Q) — — Q) =20
w pn (71€2) 62( Q) = +:1:16 +x28x2
o2 Or o or 8(2 r—0
= 20 —— =20 — 2Q(0,¢t 4.5
e e T e gy - T, T KUY (45)
W tym polu predkosci element §€ réwnolegly do osi Oz3 spelnia
ddf —B:cl — QCEQ 0
E = (5£ grad) v = (%38 —ﬁfL‘Q + Ql‘l = (%3 0
T3 2&1‘3 2,3

czyh 5 (0€3) = 0€323 = 043 = const et Taki element jest jedynie rozciagany.

Gdy w poczatku uktadu wspédlrzednych rozwazymy element objetosci, w ksztalcie cylindra,

o dhugosci 64 i polu powierzchni S, a osi symetrii pokrywajacej sie z osig Ozg to:

— cylinder bedzie obracal sie z predkoscia 2(0,t) (na mocy (4.5)),

— podczas rozciaggania wzdluz osi symetrii przekrdj poprzeczny cylindra bedzie zachowywal
swoj okragly ksztalt (na mocy symetrii),

— objetosé cylindra pozostanie stala (bowiem $lad macierzy Vv = 0) = vol = §€4S = const,
dla cieczy niescisliwej oznacza to jednoczesnie, ze masa cylindra sie niezmienia,

— moment pedu cylindra pozostanie staly (sily cisnienia dzialajace na powierzchni cylindra
maja kierunek prostopadly do osi obrotu, wiec ich moment jest réwny zero) = wdS = const
(Rzeczywiscie, ~moment pedu ~  moment bezwladnosci x predkosé katowa — ~
masa x predkoéé katowa x (promien przekroju poprzecznego)? ale
(promien przekroju poprzecznego)? ~ §5)

Stad wynika _

. w
w~ 0 czyli =5

gdzie w oraz 50 oznaczaja wartosci w chwili £ > ¢. Jako wniosek mozemy sformutowaé stwierdze-

nie, ze " rozcigganie wzmaga wirowosc” . Widocznym przykltadem tego stwierdzenia jest spltywa-

jaca woda w umywalce, efekt ten widoczny jest rowniez w cyklonach i tornadach. &
W réwnaniu Eulera

1
f—i-(v-V)v—f—fgradp

Dla

— sil zewnetrznych potencjalnych f = —gradV,

— cieczy nieécisliwej (ze wzgledu na stala warto$é, mozna wprowadzié¢ gestosé¢ o pod znak
gradientu).

Korzystajac ze wzoru (3.26) réwnanie ruchu przeksztalcamy do postaci

ov 1
" + grad(-v

p
— v X rotv = —grad V+)
ot 5?") & ( 0

Dzialajac na obie strony tego réwnania operatorem rot (pamietajac, ze rotacja gradientu znika),
otrzymujemy rownanie zawierajace tylko predkosé

Orotv
ot

—rot (v X rotwv) =0. (4.6)
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Drugi sktadnik po lewej stronie wynosi?

rot(v X w) = (w - grad)v + v (divw) — (v - grad)w — w (div o)

Dla cieczy niescisliwej divv = 0, ponadto znika 0 = divw = div (rot v). Podstawiajac otrzy-
mujemy

0
8—? — (w-grad)v + (v - grad)w = 0.
czyli
d
d—(': = (w - grad)v (4.7)
. . . dw  Ow ) .
gdzie po lewej stronie — = e + (v-grad)w jak zwykle oznacza pochodna substancjalna (mate-

rialna). Réwnanie (4.7) jest identyczne z réwnaniem (4.4) dla liniowego elementu materialnego.
Zatem wiry poruszajq sie jak gdyby byly materialnymi elementami lintowymi.

4.2. Twierdzenie Kelwina o zachowaniu krazenia.

Caltkowym odpowiednikiem wirowosci jest cyrkulacja (inaczej krgzenie (poréwnaj twierdzenie
Stokesa (2.6f))

C = ﬁu.de (4.8)

Udowodnimy teraz fundamentalne twierdzenie dotyczace cyrkulacji

Twierdzenie 4.1. (Kelwina - o zachowaniu krazenia)

Dla nielepkiej cieczy , o réwnaniu stanu postaci ¢ = o(p) (w szczegblnosci dla niescisliwej), na
ktorg dziataja sity potencjalne cyrkulacja pola predkosci wzdtuz materialnej krzywej zamknietej
pozostaje stala.

Dowdéd. Niech I'y oznacza materialng krzywa zamknieta w chwili ¢, sparametryzowana przez
0<ax<1
Ft:{meR3, z=X(a,t), 0<a<1}

Wspbélrzedne X (a,t) stanowia wspélrzedne Lagrange’a (materialne - $ledzimy z uplywem czasu
tor konkretnych czastek numerowanych przez a). Wtedy %X (a,t) = v(X(a,t),t) wyznacza
pole predkosci. Przy tych oznaczeniach cyrkulacja

1
C = fu.de:/ (X (0, 8),) 2% da
r 0 da

Jc 1 g 0X tdf X
= = /Ocu[”(X(“’t)’t)é’a] da—/o dt[vkaa] e
[ duy DX, %X},
- [cﬁ&z+vk(%&t e

2 Napiszmy dla i-tej sktadowej

0
[rot (v x w)], = Eijk g~ (ErimViwm) = { €ijk€rim = 0it0jm — Oim0j1 }

J

0
= (6zl6jm - 57,m6]l) % (vlwm)
8 c’)vi &uj c’)wi 81)]'
. — w;
8xj

= o (viw;) — Py (vjwi) = wj oz, Van, Y on

= (w-grad)v; +v; (divw) — (v - grad)w; — w; (divw)
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Pod znakiem calki wyraz %’C stanowi lewa strone réwnania Eulera (3.9), podstawiamy w nim

dla sil zachowawczych f = —gradV, dla réwnania stanu ¢ = o(p) w miejsce %gradp = gradP
otrzymamy

duyg, 0

— =———((P+V

dt oxy (P+V)
W konsekwencji %’C 852’“ = ax (P+V)5 BX’“ czyh ze wzoru na rézniczkowanie funkcji ztozonej

jest to —5- (73 + V). W drugim sktadniku vy 5 (85%) = Ukai (vg) = 88& (2 lv| ) Podstawiajac
do C&H(l

dC 19 9 1. o]t

— = V da = |— V)+ -

T = |-Vl da= [~ eV gl
Ale krzywa z zalozenia jest zamkni@ta czyli a = 01ia =1 odpowiadaja temu samemu punktowi
w przestrzeni zatem [ (P+V)+3|v| } = 0. Stad wynika teza 9 = 0. [ |

a=0

Uwaga 4.1.
1. Przeplyw nazywamy bezwirowym wtedy i tylko wtedy gdy wszedzie (dla kazdego punktu)

w =rotv =0.

Jezeli w jakiejs chwili ruch byt bezwirowy to takim pozostaje.
Dowdd. Reductio ad absurdum. Zatézmy, ze w chwili ¢ = 0 ruch byt bezwirowy. Jezeli dla
t > 0 istnieje taki punkt zg, ze w|x, = 0 to z ciagloéci tego pola wynika, ze réwniez w
pewnym otoczeniu {2 tego punktu rotv # 0. Istnieje zatem powierzchnia S C €2 taka, ze w
chwili t > 0 calka [srotv-mndo # 0. Ale [srotv - ndo = [;5v - d€ réwna jest cyrkulacji
pola predkosci wzdtuz brzegu powierzchni S. Z twierdzenia o statosci krazenia wynika, ze
réwniez w chwili poczatkowej nie mogto ono znikaé wzdtuz krzywej materialnej I'g, ktéra po
uplywie czasu t tworzy OS. Implikuje to nieznikanie catki po powierzchni Sy rozpietej na
konturze I'g |, s, rotv - ndo # 0. W konsekwencji otrzymujemy sprzecznosé rotvli—o # 0w
punktach lezacych na powierzchni &y wbrew pierwotnemu zalozeniu o bezwirowosci ruchu w
chwili ¢t = 0.

2. Waznym przypadkiem szczegdlnym jest ptyn, ktéry poczatkowo byl w spoczynku.

3. Twierdzenie Kelwina wskazuje réwniez jak sie moga tworzy¢ (lub znikaé¢) wiry. Moga one
mianowicie (przy zalozeniach twierdzenia - ciecz nielepka, sily potencjalne) jedynie ”wskaki-
waé” do (lub ”ucieka¢” z) obszaru poprzez jego granice np. granice przeszkod.

Rysunek 4.1. Oplyw przeszkody. Z tylu za przeszkodg widoczny obszar wystepowania wirdw.
Zrédto: Milton Van Dyke, An Album of Fluid Motion, Parabolic Press, 12th edition, 1982.

4.3. Przyklady ruchu potencjalnego cieczy niescisliwej

Zauwazmy, ze dla przeplywu potencjalnego, jaki chcemy zbadaé¢ w tym paragrafie rot v =

0 i réwnanie ruchu (wynikajace z réwnania Eulera) (4.6) jest spelnione tozsamosciowo. Tak

wiec jedynym réwnaniem opisujacym ruch cieczy jest réwnanie cigglosci, ktore dla o = const
przybiera prosta postac

diveo =0 (4.9)
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Wprowadzamy potenjal predkosci:
v =grad¢

Podstawiajac definicje potencjalu predkosci do réwnania ciaglosci (4.9) otrzymujemy réwnanie
Laplace’a
Np=0 (4.10)

opisujace ruch cieczy w rozwazanym przypadku.

4.3.1. Ruch 3D z symetria osiows.
We wsp6lrzednych sferycznych ma ono postaé (2.23d)

5 (8) i () -

-2 2 (sinp? I
2 ar \" or * 2singag O o0 r2 sin 6 02

Rozwazmy przypadek szczegdlny o symetrii osiowej tzn. zalézmy, ze rozwigzanie jest niezmien-
nicze na obroty wokél pewnej osi. Wybierajac uktad wspélrzednych w taki sposéb aby ta o$
pokrywata sie z osia Oxs warunek symetrii osiowej bedzie mial prosta postaé

9 _

= 0 ¢ nie zalezy od zmiennej ¢
¢

Sprobujmy zatem znalezé rozwiazania réwnania Laplace’a o symetrii osiowej

10 (200 1 9/, 3¢> _
2 oy (T 67") t 250009 (Smeae =0 (4.11)

Poszukajmy ich metoda rozdzielenia zmiennych. Postulujemy rozwiazanie postaci
o(r,0) = r"Qn(0)
Podstawiajac do réwnania otrzymujemy

2 1 d%Q cosf . dQ
_ n—2 Zpn—l — " n_—=
n(n = 1r2Qu(0) + Tnr1Qu(0) + 51 et + SR

=0

czyli
(4.12)

P2 {[n(n —1)+2n]Qn(0) + FQn  cos0dQy } =0.

df? sinf df

Dokonajmy zamiany zmiennych

d
pw=cost, = P sing

dé
Oznaczmy
Qn(0(n)) = Pulp)
Wtedy
dQn _ dPydp  dP, dP,
0 dpde a0 = a
oraz druga pochodna
CQu AP dn) B, (a2 dP, Ly
62 df | du d9]  dp? \db du db?
d’P, . 5 dpP, d’*p, 9 dp,
= e sin G—i—w(—cosﬁ) =0 (1—/1, ) —uw
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Podstawiajac do réwnania (4.12) otrzymujemy

d*P, dP, w  dP
n—2 2 n n n
+ 1P, (p) + (1 — — + —/1—p?2) s =0.
r {n(n VPlp) + (L= 705 = g T2 A )}
czyli i ip
n=2 1)P, [1— 2””: . 4.1
r {n(n+ ) (u)+du ( u)dM 0 (4.13)

Ale z kursu metod matematycznych w fizyce wiemy, ze rozwiazaniem réwnania { } = 0 sa
wielomiany Legandre’a

1 d" 9 n
Pp(p) = Sl dp [(M - 1) } (4.14)
Sprawdzi¢, ze wielomiany (4.14) spelniaja réwnanie
Zadanie 4.2. d ap,
1P, — 1 -p»H)=] =0.
-+ Pu) + 7 | (1= 5 .

Wskazéwka. Rozwazyé W, (u) = (u? — 1)". Sprawdzié¢ tozsamoéé (u? — )W/ — 2nuW,, = 0
Zrézniczkowaé ja n + 1 krotnie. '
Pierwsze cztery wielomiany Legandre’a
3.5 1 54 3

Po(w) =1, Pp)=p, Pop)=gu" =5, Blu)=gp" —p.

Sprawdzié¢, ze podstawienie w réwnaniu (4.11) ¢(r,0) = Tf% prowadzi

Zadanie 4.3.
do réwnania analogicznego do (4.12). [ )

Ogdélnym rozwigzaniem réwnania Laplace’ o symetrii osiowej otrzymanym metoda rozdzie-
lenia zmiennych jest we wspdtrzednych sferycznych

o0

o(r,0) =Y {Anrn + jjl} Py (cos ) (4.15)
n=0

gdzie A,, By, sa stalymi dowolnymi. Ich wartos¢ w rozwigzaniu szczegdlnym, musi by¢ tak do-
brana aby spelnione byly zadane warunki brzegowe.

Przyjrzyjmy sie oddzielnie trzem pierwszym skladnikom sumy (4.15)
1. By # 0 wszystkie pozostate A, i B, znikaja.

Jednostkowy wektor w kierunku promienia wodzacego oznaczmmy (jak w rozdziale 2) przez
x T

e = — = —.
x| v

¢ = —2Py(cosf) = =2 nie zalez od 6
r r

Bgm B(]er
v=grado = fW =3
a) To rozwiazanie reprezentuje wyplyw ze zrédta lub do $cieku. W zaleznosci od znaku stalej
By mamy do czynienia z wyplywem na zawnatrz punktowego zrédla umieszczonego w
poczatku ukladu wspélrzednych (gdy By < 0) lub wplywem do $cieku (gdy Bo > 0) i
masa pojawia sie lub znika w punkcie osobliwym (poczatku ukladu wspélrzednych.)
b) W obu przypadkach predko$é ma symetrie sferyczna.
¢) Warunek niescisliwosci jest oczywiscie spelniony. Ze wzoru na dywrgencje we wsélrzed-
nych sferycznych (2.23b) mamy

dlvv—ﬁa (7" ’07») —74725 (7“ 742> =0
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d) Spelniony jest warunek zachowania masy tzn. prad przeplywajacy przez dowolna po-
wierzchnie zawierajaca poczatek ukladu wspoétrzednych nie zalezy od tej powierzchni.
Dla prostoty wybierzmy sfer¢ o promieniu R. Wtedy

B B B
?ggv ‘ndo = 724’(_}72)6’" cepdo = —QR—gjgdo = QR—SZLWRQ = —47mpBy

nie zalezy od promienia R.
2. Aj # 0 wszystkie pozostate A, i B, znikaja
¢ = AirPi(cosf) = Ajrcosf = A1z = v=Ae,

gdzie z jest wspolrzedna kartezjanska wzdtuz osi symetrii uktadu e, wersorem tej osi. Przed-
stawia zatem staly przeplyw w kierunku osi 0z.
3. Bj # 0 wszystkie pozostate A, i B, znikaja

Bl Bl Blz €, 326r
qﬁ:ﬁPl(cosé?):T—QCOSHZT3 = v=B 5T
a) Jako baze przestrzeni wektorowej wybrali$my tu e,, e, zamiast e,, eg, gdzie e, = cos fe, —
sin feg
. . e, 3zep . , .
b) Zauwazmy, ze v = Bj -~ -~ mozemy otrzymaé z przypadku pierwszego tzn.
r r

B <ez B 3zer> _ _g (_Bler)

VT rd ) Oz r2
Potencjalny optyw kuli. [1] Kula o promieniu R porusza sie w
niescisliwej cieczy idealnej. Wyznaczy¢ rozktad predkosci wokot kuli,
rozktad ci$nienia na powierzchni kuli i wypadkowa site dziatajaca na
kule. '

Rozwigzanie. Predko$¢ poruszajacej sie kuli oznaczmy —u. Zakladamy, ze w nieskonczonoéci
predkosé cieczy v znika. Aby méwié o stacjonarnym przeplywie (polu predkosci) przejdzmy do
uktadu odniesienia wspéltporuszajacego sie z kula i poczatku w érodku kuli. W nim nieruchoma
kule oplywa nadbiegajaca z nieskonczono$ci ciecz, poruszajaca sie ruchem potencjalnym. Na
zewnatrz kuli potencjal predkosci opisuje réwnanie A¢ = 0 dla » > R. Predkos¢ cieczy w
nieskonczonosci v| = +u. Kierunek osi 0z wybieramy wzdtuz kierunku wektora w. Z uwagi na
symetie oplywanego ciala uklad charakteryzuje si¢ symetria osiowa (wzgledem 0z). Rozwiazanie
mozemy wiec przedstawi¢ w postaci (4.15).
Skoro przeplyw w nieskonczonoéci ma by¢ jednorodny to potencjal

Zadanie 4.4.

¢ —urcos gdy r— oo

czyli dazy do przypadku (2) opisanego powyzej.

Ciecz nie wnika do wnetrza kuli czyli znika sktadowa normalna predkosci % = 0 na po-
wierzchni r = R.

Mamy dwa warunki brzegowe, ktére pozwalaja okresli¢ dwie stale w rozwinigciu (4.15).
Zauwazmy jednak, ze jedynym wielomianem Legandre’a liniowym w cosf (taka asymptotyke
ma mie¢ potencjal ¢) jest Pj(cosf) = cosf. Zatem dla n > 1 wszystkie A,,, B, beda réwne zero
i pozostaje

B
o= (Alr + 21> cosf.
r
Aby speliony byl warunek w nieskonczonosci stata A; = u. Aby spelniony byl warunek na
brzegu r = R
9¢

B
— = <A1 — 21> cos =0 dla kazdego 6
or 73
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Stad A; = 2B R3 czyli By = %uR3. Zatem rozwigzaniem jest

R3
¢:u<r+w> cost.
Odpowiadajace mu pole predkosci

3 3
v=u I—R— cosbe, —u 1+R— sinf eg
r3 273

Punktami stagnacji sa r = R,0 = 0,7 (czyli na powierzchni kuli na froncie i z tyly kuli),
natomiast najwieksza predkosé na powierzchni sfery jest w punktach 6 = 7/2.

Zadanie. W znanym pakiecie matematycznym wykreslic to pole wektorowe.
Wskazéwka. We wspdlrzednych kartezjanskich

V1 sin @ cos —cosf cos sin
v=| vy |, e = | sinflsing |, eg= | —cosfsinp |, e, = | —cosp |
v3 cos 0 cos 0 0

e

Rysunek 4.2. Krzywe catkowe pola predkosci.
Zrédlo: wikipedia.org.

Rozklad ci$nienia na powierzchni i calkowita sita. Wykorzystamy prawo Bernoulliego
dla ruchu potencjalnego, pod nieobecnosé sit objetosciowych

1 2 1 2
poo+§9\voo| =p+ §Q|U|

gdzie poo, Vo = u sa odpowiednio wartodciami ciSnienia i predkoéci w nieskonczonosci. Stad
otrzymujemy rozktad cisnienia, dla r > R

2 2
_ L R? 2 R? .2
p(T,e)—poo+§QU [1— <1_r3> cos 0_<1+2r3 sin“ 6

Znajac ci$nienie mozemy wyznaczy¢ sile dzialajaca na kulke F = [ —pndo gdzie calkujemy
po calej powierchni kuli r = R. Wtedy p|,_p (0) = poo + %Q’LL2 {1 — %sin2 9], wektor normalny
n = e,. We wspélrzednych kartezjanskich

R sin @ cos
F=|F | = /(— pl,_g) | sinfsine | R*sin®0dfdp
F3 cosf
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Jak latwo sie przekonaé sila ta znika (paradoks d’Alamberta). Dwie pierwsze skladowe
Fy = F, = 0 znikaja gdyz fozﬂ sinpdp = f027r cospdp = 0. Natomiast F3 = 0 bowiem
Jo cosOsin?0df = [ cos® Osin?0df = [ cosfsin*db = 0.

Pokazuje to ograniczenia modelu cieczy idealnej. Aby przewidzie¢ istnienie sily oporu trzeba
zalozy¢ istnienie lepkosci - poréwnaj §6.5.

Doswiadczenie uczy, ze przedstawiony oplyw nie jest dobrym modelem przeplywu wokdl
sztywnej kuli, poniewaz dochodzi tam do odrywania wirowej warstwy przysciennej i unoszenia
jej w Slad torowy (kilwater) za kula - poréwnaj rysunek 4.1. Moze byé natomiast dobrym modelem
w przypadku, gdy oplywana jest kula elastyczna np. pecherzyk powietrza lub gdy ciecz optywa
sztywna kule wykonujac drgania o czestotliwosci > u/R. Nalezy wtedy przyja¢ u = u(t). Taki
oplyw moze mie¢ miejsce gdy jego zrodltem bytyby fale akustyczne w cieczy. e

4.3.2. Ruch 2D.

Bardzo czesto spotykamy ukltady niezmiennicze na translacje w pewnym kierunku. Wybiera-
jac 08 0z wzdluz tego wlasnie kierunku otrzymujemy uktad w ktérym wielkosSci fizyczne nie zaleza
od zmiennej z. Czyli ruch dwuwymiarowy. Réwnanie Laplace’a (4.10) na potencjal zapisane we
wspolrzednych cylindrycznych (patrz (2.22d)

r lor or r Op? "2 | T

Daje gdy %—‘f = 0 réwnanie dwuwymiarowe

0 ( acb) Lo _ (4.16)

(2= il

or \' or r Op?
Podobnie jak w wyzej omdéwionym przypadku mozemy, rozdzielajac zmienne, znalezé ogdlna
postaé¢ potencjatu

[o.¢]
® = Aplnr + Bop + Z [Ayr™ cos(ny + o) + Bpr~ " cos(ng + 5y)] (4.17)

n=1

Na pierwszy rzut oka dwuwymiarowy i tréjwymiarowy potencjal niewiele sie réznia, oprécz tego,
ze w (4.17) wystepuje jeszcze funkcja logarytm. Fundamentalna réznica tkwi w obecnosci wyrazu
liniowego w kacie ¢, przez ktéry potencjal ® przestaje by¢ funkcja (kazdemu punktowi przypo-
rzadkowana jest jedna warto$¢) a staje sie tzw. funkcjg wielowarto$ciowq. Szerzej oméwimy to
zagadnienie w dodatku 4.4

Podobnie jak w w poprzednim paragrafie przyjrzymy sie z osobna kilku pierwszym wyrazom.
1. Ap # 0 wszystkie pozostate wyrazy znikaja.

1
¢ = AolnT, v = AO —€p
r

Analogicznie jak w w poprzednim paragrafie, w zaleznosci od znaku statej Ag opisuje on
wyplyw ze zrédla lub splyw do $cieku umieszczonego w r = 0 (odpowiada to punktowemu
7rédiu w 2D i linii Zrédel wzdtuZ osi 0z w 3D). Analogicznie catkowity strumieni poprzez
okrag o promieniu R wynosi 2R (%) = 2mAg i jest niezalezny od R.

2. Bp#0

1
¢ = Byyp, v:BoieW
T

Zauwazmy, ze potencjal @ jest wielowartoéciowy, podczas gdy predkosé v jest jednoznacznie
okreslona, tak jak powinno byé¢ aby miala sens fizyczny.

Linie pradu (krzywe catkowe predkosci) tworza koncentryczne okregi. Cyrkulacja C = §v d€
wzdhiz dowolnej krzywej zamknietej obejmujacej » = 0 jest taka sama jak wzdluz okregu
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czyli C = 27TR(%) = 27 By (nie zalezy od R) Zwyczajowo w aerodynamice oznacza sie ja
2w By =: I'. Natomiast cyrkulacja znika wzdluz dowolnej krzywej zamknietej nie obejmujacej
r = 0. Innymi stowy rotv = 0 wszedzie poza r = 0 gdzie mamy osobliwosé typu delty Diraca
d(r) o gestosci I'. W przypadku 3D méwimy o linii wiréw wzdluz osi 0z. Superpozycja takich
rozwiazan moze stuzy¢ za model bardziej ogdlnych przeptywow wirowych.

3. A1 #0

® = Ajrcos(p + ay) = Ajr(cospcosay —sinpsinag) = Aj(zcosa; — ysinay)

Stad predkos$é¢ we wspdirzednych kartezjanskich x = rcos ¢, y = rsin ¢ wynosi

’U:All cos o ]

—sinaq

Reprezentuje ona przeplyw ze stata predkoscig A; w kierunku ¢ = —a7. Podobnie jak w
przypadku drugim poprzedniego paragrafu §4.3.1

Potencjalny optyw nieskoriczonego walca. Wyznaczy¢ rozklad
Zadanie 4.5. |predkosci cieczy idealnej optywajacej (z cyrkulacja I') nieskonczony
walec. Wyznaczy¢ sile nosna. 'Y

Rozwiazanie. Zaldzmy, ze napltywajaca z nieskonczonosci ciecz ma predkosé u wzdluz osi Oz z
cyrkulacja I', czyli

r
®=urcosp+—p 1 —o00.
27
Na powierzchni walca r = a znika sktadowa normalna predkosci

00

5—0 dla r = a.

Przy tych zalozeniach rozwiazaniem jest

O=u|r+—|]cosp + —o
T 2T

Stad pole vektora predkosci (we wspdlrzednych cylindrycznych)

9 . 1 9% . a2 N 14 a?\ . i T
o = 22, — 77 e =ull1=Z)cosve —u — | sin €
or " orop 7 r2 ver r? 7T
<~ ———
radialna transwersalna

Uprzedzajac zastosowanie do teorii aerodynamiki w dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé,
ze I' jest ujemne, tak ze dodatkowy natozony przepltyw okrazajacy jest zgodny z ruchem wska-

zéwek zegara. Wprowadzmy oznaczenie B := — , wtedy B > 0. Przy tym oznaczeniu

TUQ
2
v=u [1— (a)
r

a2
cospe, —us |1+ ()
r
Rozwazmy przypadki:

1. B=0 (czyliT' = 0). Przeptywy nad i pod cylindrem sg symetryczne. Na powierzchni cylindra
znika sktadowa radialna a skladowa transwersalna znika na froncie ¢ = . Nastepnie rosnie
gdy kat ¢ maleje (nad cylindrem, lub roénie pod cylindrem) (ciecz ”$lizga si¢” po powierzchni
cylindra) do maksymalnej wartosci dla ¢ = Z nad (odpowiednio ¢ = 2T pod) a potem znéw
maleje do zera. Mamy zatem dwa punkty stagnacji (w ktérych wektor predkosci znika) przed
i za na powierzchni cylindra.

sin ¢ + Ba} e, (4.18)
T
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Rysunek 4.3. Oplyw w przypadku braku cyrkulacji I' = 0.

2. B # 0. Charakter przeptywu zalezy od wartoéci parametru B = —L. Uwidacznia si¢ to
najlepiej przy analizie potozenia punktéw stagnacji. Sktadowa radiafrrlgaznika gdy r = a lub
cosp =0
a) Na powierzchni cylindra r = a, skladowa transwersalna na tej powierzchni znika w punk-

tach (14 1)sing + B =0 czyli sing = —g co jest mozliwe tylko gdy 0 < |B| < 2.

%
»

Rysunek 4.4. Oplyw w przypadku 0 < Rysunek 4.5. Oplyw w przypadku B = 2
B < 2 czyli cyrkulacji 0 < |T'| < dwua.  czyli cyrkulacji |T'| = 4rua.

b) Przypadek drugi cos ¢ = 0, czyli sin ¢ = +1. Znikanie sktadowej transwersalnej prowadzi
do réwnania kwadratowego w

2
1+ (a>
r
Dla sin¢ = 1 réwnanie nie ma dodatnich rozwiazan. Dla sinp = —1 czyli ¢ = 37” oraz
B > 2 istnieje jeden punkt stagnacji lezacy poza powierzchnia cylindra & <1

=35 -3
/A\\

Rysunek 4.6. Oplyw w przypadku B > 2 czyli cyrkulacji |T'| > 47ua.

Gdy rosnie wartosé parametru B ro$nie réwniez odleglosé punktu sta-

gnacji od powierzchni cylindra. Powieksza sie wtedy obszar bezposred-

nio przylegly do cylindra w ktorym ciecz okrgza cylinder.
Wyznaczenie sily. Sila jaka ciecz oddzialywuje na cylinder moze by¢ wyznaczona na podsta-
wie rozktadu ci$nienia na powierzchni r = a. Z twierdzenia Bernoulliego wyznaczymy rozklad

+

+BY =0 7 wyréznikiem A = B2 — 4.
T
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ci$nienia. Po pierwsze zauwazmy, ze r = a jest linia pradu. Dla przepltywu ustalonego wzdluz
linii pradu (toru ruchu) (poréwnaj twierdzenie 3.2)

11,
—p+ = |v|* = const
0 2

Sita z jaka na jednostke dtugosci cylindra dziata ciecz

21 1
F = % (—p)nds = —/ {const — fgu2 [2sinp + B]Q} n ady
cylinder 0 2

2 1
= — / {const — §Q’U,2 (4 sin? ¢ + 4B sin <p) } n ady
0

Wektor normalny do powierzchni cylindra ma we wspotrzednych kartezjanskich 0zyz postaé

l Zi::z ] (pomijamy z-owa wspOlrzedna réwna zero) zatem

2m | cos 2r [ sin? pcos @ 2m | sin@cos e
F = —const/ _ dg0+29u2a/ Lo dcp—|—2QBu2a/ 9

0 sin @ 0 sin® psin @ 0 sin” ¢
Jedyna niezerowa catka spoéréd powyzszych to fOQ "sin? ¢ dp = 7 zatem

0
F =
20Bu2arn

Oznacza to istnienie sily skierowanej pionowo (nosnej) ktérej wartosé |F| = ou |I'| zalezy od

szybkosci i jej krazenia z jaka naplywa ciecz.
Ten prosty zwiazek pozostaje prawdziwy nie tylko w przypadku optywu walca ale rowniez w
bardziej ogdlnych przypadkach. Poréwnaj dodatek 4.4. e

4.3.3. Fale akustyczne.

Roéwnania akustyki. Zastosujmy réwnania hydrodynamiki do zjawiska rozchodzenia sie dZzwie-
ku. Zaklada¢ bedziemy, ze

— mozemy zaniedbaé sity zewnetrzne,

— réwnaniem stanu jest adiabata

P <9> i
Po 0] ’
— zmiany plynu sg mate tak, ze mozna zaniedbaé¢ wyzsze potegi predkosci, gradientéw predkosci

i gestosci (przyblizenie liniowe).
Przy tych zalozeniach réwnania hydrodynamiki (3.15) przyjmuja postaé

ov 1
= — _ ~ orad 4.19
5 g Bradp (4.19a)
% + opdive = 0 (4.19b)
L (9) (4.19¢)
Po Q0

Z réwnania (4.19c) wynika w tym przyblizeniu

_ [dp _ 2
gradp= |—| gradp=c°gradyp
do] 4,
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gdzie dodatnia stata {%} = /1%8 oznaczyliémy c2. Podstawiajac do (4.19a) otrzymujemy
00

o 2
v _ —&gradg (4.20)

ot

Wezmy diwergencje obu stron (4.20) [divgrad = V?] oraz zrézniczkujmy (4.19b) wgledem t. Po
wyeliminowaniu predkosci v otrzymujemy
&0 2172

Zmiany gestosci sg opisane réwnaniem falowym.

Odpowiednio rozwazmy teraz réwnanie ciaglosci (4.19b) i zastapmy w nim

9 przez
P@} op _ 10p
dpl,, Ot 2ot
otrzymujemy
gog: = —gradp (4.22a)
1 0p _
6725 + ppdivv = 0 (422b)

Analogicznie biorac dywergencje pierwszego a drugie rézniczkujac po t i odejmujac od pierwszego
otrzymujemy
1 0%
———5 = —div(gradp).
292 (gradp)

Na koniec wprowadzimy potencjal pola predkoscii pokazemy, ze spelnia to samo réwnanie falowe.
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4.4. Dodatek. Elementy teorii aerodynamiki.

Acheson (Elementary Fluid Dynamics) rozpoczyna rozdzial o aerodynamice od zestawienia

wydarzen z wczesnej historii aerodynamiki, ktére tutaj przytoczymy.

— 1894 Na spotkaniu Towarzystwa Naukowego w Birmingham F.W. Lanchester przedstawia
wystapienie: ” Unoszenie ptakow i mozliwo$é lotow mechanicznych”

— 1897 Lanchester wysyta do Towarzystwa Fizycznego artkul zawierajacy pisemna wersje jego
wystapienia lecz zostaje on odrzucony.

— 1901 Bracia Wright podejmuja pierwsza, cho¢ nieudang prébe lotu. (Podobno jeden z nich
byt tak rozczarowany, ze szeptal "nikt nie bedzie latal jeszcze przez tysiac lat”)

— 1902 Kutta opublikowal krotki artykut ” Sila nosna w przeplywajgcym plynie”’. Rozpoznal
on, cho¢ nie w ogdlnosci, zwiazek pomiedzy cyrkulacja a unoszeniem.

— 1903 (17 grudnia) Braciom Wright udat sie pierwszy lot. Trwal on 12 sekund, ale jeszcze tego
samego dnia udato si¢ go wydtuzy¢é.

— 1904 Prandtl ...

— 1906 Zukowski opublikowal twierdzenie o unoszeniu ??:
Jezeli bezwirowy, dwuwwymiarowy strumien oplywa zamkniety kontur na ktérym cyrkulacja
predkosci wynosi ', na kontur dziala sila nosna, prostopadla do predko$ci, ktérej cisnienie
WYN oSt

L = 000Vool’

gdzie v jest predkoscig plynu naplywajgcego z nieskonczonosci.

4.4.1. Potencjat predkosci i funkcja pradu.
W tym paragrafie rozwazaé bedziemy 2D przeplyw bezwirowy cieczy niescisliwe;j.
Potencjal predkosci

Warunkiem istnienia potencjatu predkosci ® jest znikanie rotacji predkosci rot v = 0 w
kazdym punkcie obszaru. Warto$¢ potencjatu w punkcie p jest okreslona przez

D
@:/ v - de (4.23)
O

gdzie O jest dowolnym ustalonym punktem. W obszarze jednospéjnym?, w ktérym znika rotacja
predkosci @ nie zalezy od drogi taczacej punkty O i p i tym sposobem jest dobrze okreélong
funkcja potozenia punktu p.

Pokazaé, ze w obszarze jednospéjnym (w ktérym wszystkie krzywe
zamkniete sa réwnowazne - poréwnaj stopke) catka (4.23) dla bezwi-
rowego ruchu ptynu nie zalezy od wyboru krzywej taczacej punkty O
ip. ]

Zadanie 4.6.

Zrézmiczkowanie catkowej definicji potencjatu predkosei (4.23) prowadzi do
v = V. (4.24)

Ta réwnosé moze by¢ traktowana jako rézniczkowa definicja potencjatu.

3 Precyzyjna definicje mozna znalezé w podrecznikach analizy w rozdziatach o topologii. Obrazowo chodzi o
to, ze w obszarze nie ma dziur (wysp) czyli kazda petla moze by¢ $ciagnieta do punktu. W takim obszarze wszystkie
krzywe zamkniete sg réwnowazne tzn. moga by¢ w sposéb ciagly przeprowadzone jedna w druga. Przyktadem
obszaru jednospéjnego jest na plaszczyznie R? wnetrze kota o promieniu Ry Wszystkie krzywe zamkniete moga
by¢ Sciagniete do punktu. Natomiast gdy wytniemy z niego mniejsze koto czyli rozwazajac pierscien ro < r < Ro
otrzymamy obszar nie jednospdjny. Te krzywe zamkniete, ktére okrazaja wewnetrzne koto nie moga by¢ $ciagniete
do punktu. Kazdej krzywej zamknietej mozemy przypisaé liczbe okrazen ("nawinieé”) k wewnetrznej dziury. Tylko
krzywe o tej samej wartoéci k moga by¢ w sposéb ciagly przeprowadzone jedna w druga.
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U
1. v=] 0 [ to®=Uux
0

AT
2. v=| —ams | to ® = ia(z}-123).
0

W obu powyzszych przyktadach ® jest jednoznaczna funkcja

Funkcja pradu

Niezwykle uzytecznym pojeciem w przypadku ruchu dwuwymiarowego cieczy niescisliwej jest
funkcja pradu V. Definiujemy ja nastepujaco: szukamy ogdlnego rozwiazania réwnania ciggtodci
cieczy niescisliwej w 2D

Oovy  Ovg
divv=0 & —4+—=0.
v 8371 (91'2
Jest nim predkoéé postaci
ov ov
_ - 4.25
v1 Oy V2 Oz, ( )

. , - . *v_ _ 9%
Co wynika z rownosci drugich pochodnych Be10m; = Jes0or"

Pokazaé, ze w obszarze jednospdjnym (patrz zadanie 4.6) catka

P
Zadanie 4.7. v = /0 vidz1 — vadwo

dla niescisliwego plynu nie zalezy od wyboru krzywej taczacej punkty
O i p. Stuzy zatem za definicje funkcji pradu. ]

Funkcja pradu ma nastepujace wlasnosci:

1. Krzywe o réwnaniu ¥ = const sg styczne do pola predkosci v bowiem gradV¥ - v = 0 (czyli
gradV¥ lv). Krzywe U = const sa liniami pradu - krzywymi catkowymi pola predkosci w
ustalonej chwili czasu.

2. Rysujac rodzine linii pradu (dla wartosci ¥ rézniacych sie o stala warto$é) otrzymujemy
pewne wyobrazenie o polu predkosci: dlugosé |grad¥| = |v| zatem predko$é jest wieksza tam
gdzie linie sg blisko siebie a mniejsza gdzie sa oddalone.

4 Jest to 2D przypadek ogdlnego faktu w 3D. Jezeli pole jest bezzrédtowe divv = 0 to jest solenoidalne tzn.
v =rotA. W rozwazanym przypadku 2D nalezy wziaé

ov

0 Oz
A= 0 = rotA= _ov
oxq

v 0

To przedstawienie i wzér (2.22c) pozwala znalezé zwiazek miedzy funkcja pradu a sktadowymi predkosci w uktadzie
cylindrycznym
_1o0v oV
T rop’ Ve T T
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3. Niech dane beda dwa punkty « i & potaczone krzywa L wzdluz ktérej infinitezymalny element
dxy
d$2
wiona jako catka wzdluz krzywej L

T T
dv = / (wdasl + 8\Ild$2)
x
T

liniowy d€ = . Réznica wartoéci funkcji pradu w tych punktach moze by¢ przedsta-

V(&) — U(x) = /

xTr

(9:131 8x2

= / (—vodxy + vidxa)
T

x 1
= / v-nds, n:[dmlj_dﬁ

T 1/dﬂf% + daz% —dx

gdzie ds = |d€| = \/dx? + dx3. Otrzymany wynik ma klarowna interpretacje gdy weZmie-
my pod uwage jeszcze trzeci wymiar prostopadly do powierzchni Ozizs. Wtedy wielkosé
faﬂf v - nds jest strumieniem masy na jednostkowa dlugo$é w kierunku x3. Powyzszy rachu-
nek pokazuje ponadto, ze calka nie zalezy od wyboru krzywej L (zalezy tylko od punktéw
koncowych x i .

Potencjal zespolony. Rozwazmy 2D przeplyw bezwirowy cieczy niescisliwej. Oznacza to, ze
pole predkosci mozemy przedstawi¢ jednoczesnie przy pomocy potencjatu i funkcji pradu

b oV

02 9V o0 OV
_8331_8%'2’

=—=—-—. 4.2
3332 8951 ( 6)

V1 V2
Drugie réwnosci, w kazdej z powyzszych par, mozemy zinterpretowac jako, dobrze znane z analizy
zespolonej réwnania Cauchy’ego-Riemanna. Pod warunkiem, ze wszystkie pochodne czastkowe

sg ciagle oznacza to, ze funkcja zespolona
W = @(ml,xg) +i\I/($1,x2) (4.27)

jest funkcja holomorficzna zmiennej zespolonej z = x1 + izy. Funkcje W(z) nazywamy potencja-
tem zespolonym. Sktadowe predkosci zwigzane sa z jej pochodna

AW dd  dV

—_—= — =1 — 1 4.2
dz dxry + Zd$1 ULt (4.28)

Przykfad. 2D bezwirowy przepiyw w poblizu punktu stagnacji.
Jezeli W (z) jest funkcja holomorficzna w pewnym otoczeniu U punktu 2y to mozemy rozwinaé
ja w szereg Taylora

W(2) = W(z0) + (2 — 20)W(20) + %(z 202 (20) + .

Stata warto$¢ W(zp) nie ma wplywu na pochodna i mozna ja odjaé stronami w powyzszym
rozwinieciu. Gdy przyjmiemy, ze punktem stagnacji jest zop to W’(z9) = 0 bowiem z (4.28)

szybko$é v = \/v? +v3 = ‘dc%/

. W bezposrednim sgsiedztwie punku stagnacji pole predkosci
jest okredlone przez wyraz kwadratowy. Druga pochodna W”(zy), w ogdlnoséci (w arbitralnie
wybranym uktadzie wspétrzednych 0z12s), jest liczba zespolona ae®® gdzie o, 3 € R. Przesuwa-
jac poczatek uktadu wspotrzednych do punktu stagnacji Z = z — 2, a nastepnie obracajac o kat
(/2 tzn Z = 2e'2 mozemy w liniowym przyblizeniu zapisaé

L 5

W(z)—W(0) = J0%°, aeR
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Opuszczajac znak ™, ale rozumiejac, ze uktad wspotrzednych jest dobrany odpowiednio otrzymu-
jemy z = xq + iz, stad W(z) — W(0) = Ja [23 — g + 2iz122] czyli

. l oy ] (4.29)

—Qxr9

Funkcja pradu jest U (z1, z2) = azjze czyli krzywymi catkowymi pola predkosci sa hiperbole. &

4.4.2. Odwzorowania konforemne

Majac dany oplyw cylindra z krazeniem we wspolrzednej z pytamy o odwzorowanie holo-
morficzne takie aby we wspéirzednej Z pplyn optywal ciato o ksztalcie bardziej przypominajacy
skrzydto.



Rozdzial 5

Przeplywy z powierzchnig swobodng. Fale

Przeplywy z powierzchnia swobodna sa spotykane wszedzie wokolo nas. Jako przyklady
wymieni¢ mozna fale na wodzie, przeptyw rzeki, w tym optywanie przeszkod, a z bardziej egzo-
tycznych: ptywy oceandéw, spietrzenia wody w czasie sztorméw, tsunami.

W tym rozdziale rozpatrzymy tylko pewne aspekty zjawisk, gltéwna uwage poswiecajac na
analize predkosci poruszania sie fal. Przykladowo gdy na skutek trzesienia ziemi w poblizu
Japonii (po jednej stronie Oceanu Spokojnego) wzbudzona zostala fala ptywowa, dosé tatwo
mozna oszacowaé po jakim czasie dotrze ona do brzegdéw Kalifornii czy potudniowego Chile.
Pokazemy, ze takie fale przemieszczaja sie z predkoscia okoto 200 m/s, czyli czas dotarcia do
Kalifornii to okoto p6t dnia, a jeden dzien do Chile - mniej wiecej tyle samo co podrédz samolotem
pasazerskim.

Kluczowym zjawiskiem rzadzacym rozchodzeniem sie fal, odpowiedzialnym m.in. za skom-
plikowany uktad fal z tytu za poruszajacym sie obiektem,

Rysunek 5.2. Uklad fal oplywajgcych
preszkode (np. splawik wedkarski).

Rysunek 5.1. Slad torowy (kilwater) -
stacjonarny uktad fal z tylu poruszjgcego
ste obiektu.

czy tez opltywu splawika, jest zjawisko dyspersji (ang. disperse - rozproszyc). Fale na powierzchni
swobodnej o réznej dtugoéci fali rozchodza sie z r6zng predkoscia. W dalszej czesci pokazemy na
przyktad, ze sktadowa fourierowska

Acos(kx — wt)

przemieszcza sie z predkoscia
w g . L. .
c{= E} =\ (9 — przyspieszenie ziemskie). (5.1)

2
Wynika stad, ze fale o wigkszej dtugosci A = il wedruja szybciej. Jest to sytuacja zupelnie inna

niz w przypadku fal wzdluz drgajacej struny, gdzie predkoéé¢ fali ¢ niezaleznie od jej dtugosci

jesst okreslona przez naciag struny i mase struny na jednostke dlugosci ¢ = 4/ —.

Y
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Podczas gdy indywidualne grzbiety fal przemieszczaja sie z predkoscia ¢, predko$¢ przemiesz-
czania si¢ grupy fal (paczki falowej) jako catoéci wyraza sie przez tzw. predkosé grupowq!

_dw

- (5.2)

Cyg

Zgodnie z (5.1) w = /gk, zatem predkos¢ grupowa ¢, = % {= %c. Oznacza to, ze w tym
modelu (fal na glebokiej wodzie) indywidualne grzbiety falowe poruszaja sie dwa razy szybciej
niz grupa jako calo$é

paczka falowa

10

05+

71.0;
Rysunek 5.3. Grupa fal na glebokiej wodzie.

7 tego powodu widzimy ciagle pojawiajace sie nowe grzbiety z tytu grupy i znikajace na jej
froncie.

5.1. Uktad réwnan rézniczkowych.

We wszystkich wspomnianych wyzej przykladowych przeptywach ksztalt powierzchni swo-
bodnej, a precyzyjniej oddzialywanie woda-powietrze na powierzchni rozgraniczajacej jest naj-
wazniejsza czescia dynamiki przeptywu. Bezwladno$é wody jest okolo 103 razy wieksza niz
powietrza, dlatego z dobrym przyblizeniem? przyjmowaé bedziemy, ze na powierzchni wody
ci$nienie jest stale

Pna powierzchni swobodnej = Patm = CONst. (5.3)

Rozwaza¢ bedziemy przeptywy w obecnosci jednorodnego pola grawitacyjnego tzn. f = g =
—grad (gx3), g = const.

Ograniczymy si¢ do przepltywdw, ktore zostaly wygenerowane ze stanu spoczynku. Na mocy
wniosku z twierdzenia Kelwina (o zachowaniu krazenia) wynika, ze beda to przeplywy bezwirowe
czyli potencjalne v = grad ®. Dla cieczy niescisliwej prowadzi to do réwnania Laplace’a na
potencjat

dive=0 = V?®&=0

Dynamika przeplywu zawarta jest w tym réwnaniu i warunkach brzegowych. Na powierzchni
swobodnej mamy dwa warunki

— warunek na ci$nienie (5.3)

— warunek kinematyczny

! Poréwnaj uzupelnienia na konicu rozdziatu.
2 Przedstawiony tutaj warunek (5.3) nie moze by¢ stosowany w przypadkach gdy fale generowane sa przez
wiatry wiejace nad powierzchnia wody.
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Przypomnijmy sobie prawo Bernoulliego w formie dla bezwirowego pola predkosci (rot v = 0)
zaleznego od czasu. Kladziemy V = gz3, 3|v|* = J|grad ®|? i stwierdzamy, ze wielko§¢

- o0 1 1
U(t) = YT 5\gmd P + P + g3 (5.4)

jest jedynie funkcja czasu (nie zalezy od polozenia). Liczbowa wartos¢ W(t) jest umowna bowiem
fizycznie mierzalna predkos¢ v = grad @, mamy zatem swobode cechowania potencjatu predkosci
[® oraz ® + ¢(t) daja ten sam gradient.]

Na powierzchni swobodnej x3 = &£(x,t), ciSnienie p = patm 1 (5.4) mozemy zapisaé

o®
ot

gdzie f(t) = U(t) — %patm.
Podsumowujac matematyczny opis potencjlnego przeptywu niescisliwej warstwy wody o gle-
bokosci h (w stanie niezaburzonym) w kierunku osi 0z

+ %|grad B2+ gt = f(t) dla zs=E(x 1) (5.5)

Powierzchnia swobodna
21— T 7T —

_8 I T S S S S S Y H S S W | ]
5 10 15 20 25

Rysunek 5.4. Przeplyw dwuwymiarowy. Zakladamy, Ze wszystkie wielkoSci nie zalezg od xo.

Roéwnanie naczelne (réwnanie rézniczkowe na potencjal predkosci - dla cieczy niescidliwej
divev = 0)

V20 =0 wwarstwie —h <3< E&(z,t) (5.6a)
Powierzchnia x3 = —h jest nieprznikalna (znika na niej sktadowa normalna predkosci)
0P
— =0 dl =—h 5.6b
8:[73 & 3 ( )

Warunek kinematyczny na powierzchni swobodnej (czastki cieczy na powierzchni swobodnej
caly czas pozostaja na niej (poréwnaj §3.6))
o¢ 0P o0& 0P

o, o® o5 0P | _ |
8t+8x18x1 O 0 dla x3=_¢(x1,t) (5.6¢)

Prawo Bernoulliego

00 1

a0 + §|grad D2+ gt =f(t) dla xz3=~E(x,t) (5.6d)

Uwagi.

— Rozpatrujemy zagadnienie bez warunkéw brzegowych wzgledem zmiennej z1 czyli przyjmu-
jemy, ze fale rozchodza sie wzdluz catej osi 0z1. Pozwoli to m.in. znalezé obraz fourierowski.
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— W ostatnim réwnaniu (5.6d) bez straty ogélnosci mozemy polozyé f(t) = 0 oznacza to
t

bowiem dodanie do potencjatu ® skladnika [ f(7)d7, ktory jako niezalezny od zmiennych
to

przestrzennych nie zmienia gradientu &.
— Jak widaé¢ otrzymany model jest nieliniowy. Komplikuje to mocno poszukiwanie rozwiazan,
nie obowigzuje bowiem w takim przypadku zasada superpozycji.
— Dokonajmy uproszczenia m.in. poprzez linearyzacje i przejécie do uktadu réwnan o statych
wspotczynnikach. Pozwoli to stosowaé cata maszynerie transformaty Fouriera.
0P 9
1. Pomijamy wyrazy nieliniowe Do . OT %|grad GIE
I1 0711
2. W warunku brzegowym na powierzchni z3 = 0 + £ rozwijajac w szereg Taylora wyrazimy

wszystkie poszukiwane wielkoSci poprzez wartosci na powierzchni x3 = 0. Przyktadowo

oo
81’3

_0®
_al'g

0P

— + ...
23=0 83:3

x3=0

x3=¢
ostatni wyraz po prawej stronie znéw pominiemy jako kwadratowy.

Zlinearyzowane rownania i warunki brzegowe

V20 =0 wwarstwie —h<ax3<0 (5.7a)
0P

0 a - —h 7b

. 0 a 3 (5.7b)

¢ 0P

K_9% oy a - -

5t 9as a x3=0 (5.7¢)
P

%t +4+9g£=0 dla 23=0 (5.7d)

Dokonajmy transformaty Fouriera

N 1 +oo "
O(k,x3,t) / O (z1, z3,t)e” " rdry

:% .

N 400 .
Eht) = — / £(zr, e day

27 )

po jej zastosowaniu do réwnan (5.7a- 5.7d) otrzymamy

s 0?0 :

—k*®+ 5 =0 wwarstwie —h<a3<0 (5.8a)
Ox3

0o
— = dl =—h .8b
D1 0 a I3 (5.8b)
o6 09
S 27 1 = .
ot~ zs 0 dla z3=0 (5.8¢)
o> .

Rozwiazaniem pierwszego réwnania (5.8a) jest

N

d = A(k,t)ek®s + B(k,t)e 3.

Podstawiajac do (5.8b)

od B
_9% :kAkh(—Qkh_)
0 61’3|37 h c © A
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czyli B = Ae 2% zatem & = Ae—kh [ek(”*h) + e*k(m*h)}. Oznaczajac Ae "' = la otrzymuje-
my

® = a coshlk(zs + h)] gdzie a = a(k,t) (5.9)

Aby znalezé¢ zalezno$¢ a od czasu zrézniczkujmy (5.8d) po t i odejmijmy od niego (5.8¢). Otrzy-
mamy

Po 9

— +g9g-—=0 dl =0

a2 o o

Podstawiajac (5.9) dostajemy

524 5%a sinh[kh]
o%a inh[kh] = — ) 4=
a2 8 [kh] + gkasih[kh] =0 = oz (gkcosh[k‘h]) ¢

czyli réwnanie drgan harmonicznych a ~ e™? z czestoécia wtasng w? = gk tanh[kh).

Tangens hiperboliczny
y=Tanh(x)

1.0
o.e}
0.6:—
0.4:—

0.2

S S S S U BRI S
0 1 2 3 4 5 6 7

Wykres Tangens hiperboliczny dgzy wykladniczo do 1. Dla argumentu m przyjmuje wartosé
tahh(m) ~ 0,9963 czyli =~ 1 z bledem ponizej 0.5%.

Zwiazki dyspersyjne
w/sartig/h)
350

3.0?—
2.5;
2.0?—
1.5?—
1.0?—

osf

P L kh
0 2 4 6 8 10

Wykres Zwigzek lgczqcy czestosé w i liczbe falowq k nazywa sie zwigzkiem dyspersyjnym.
Niebieska linia na wykresie przedstawia Scistq zalezno$é w\/g = /khtanh(kh), rézowa przybli-

zenie "glebokiej wody” w\/g = Vkh, Zélta przyblizenie "plytkiej wody” lub inaczej diugich fal

wi/2 = kh.
Vi
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predkosc fali
c/sart{gh}
12r

\

10f
o.s:—
o.ei—
o.4:—

0.2

S S U B
0 2 4 6 8 10

Przypadki szczegdlne:
1. Przypadek gtebokiej wody. Gdy kh > 1 tzn. dlugoséé fal A <« 27h (fale krétkie) pozwalaja

dokonaé przyblizenia tanh(kh) ~ 1 czyli w = \/gk oraz ¢ = \/%.

Dobry model dla fal podrézujacych poprzez ocean, z dala od brzegu. Przecietna gtebokosé
oceanu z dala od kontynentéw wynosi 5 km a typowy okres drgan ok. 15 s czyli w = % ~ 0,4
Hz. Ze zwigzku dyspersyjnego k—1 = % ~ 63 m, rzeczywiscie 63 m< 5 km. Predkosé takiej
fali to okoto ¢ ~ 25ms™ 1.
Badania geofizyczne® prowadzone w latach 60-tych XXw. polegajace na obserwacji fal ge-
nerowanych przez sztormy pomiedzy Tasmania a Antarktyda i rozchodzacych sie na péinoc
Pacyfiku az do Alaski potwierdzity te przewidywania. A przeciez nie jest takie oczywiste, ze
przyjete zalozenia modelu m.in. bezwirowo$¢ i linearyzacja, nie beda zréodtem naktadajacych
sie z biegiem btedéw, szczegdlnie na dhugich dystansach.

2. Przypadek plytkiej wody (dtugich fal % > h) Wtedy tanh(kh) =~ kh stad w = /gk?h
czyli ¢ = v/gh.
Zauwazmy na wykresie predkosci, ze ¢ rosnie monotonicznie do swojej maksymalne wartosci
Vgh gdy kh — 0 Najdtuzsze fale sa najszybsze.
— W przypadku oceanu ¢ ~ v 10ms=25103m ~ 224ms~' ~ 800km /h.

— Fale powodziowe na rzece n.p. h = 2m to ¢ ~ 4,5m/s ~ 16km/h.

5.2. Tory czastek.

Powtorzmy rozwazania poprzedniego paragrafu dla fali sinusoidalnej okreslonej dtugosci A =
2%, tzn. szukamy rozwiazania zlinearyzowanego uktadu (5.7a-5.7d) postaci

&1, 1) =Re {& N gy, 33, t) = Re { @)’ ™m0} (5.10)

Po podstawieniu otrzymujemy

~ 2 5

—k2¢ + a—f =0 wwarstwie —h<z3<0 (5.11a)
Ox3

99

_ 1 — 11
o 0 da =z3 h (5.11b)
iwé + ggi =0 dla z3=0 (5.11c)
—iwp+gE=0 dla 23=0 (5.11d)

3 F.E. Snodgrass, G.W. Groves, K.F. Hasselmann, G.R. Miller, W.H. Munk, W.H. Powers, Propagation of
ocean swell across Pacific, Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A 259, 431-497 (1966)
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Rozwiazaniem (5.11a) spelniajacym warunek (5.11b) jest

¢ = Acosh[k(zs + h)]
Wtedy pozostate dwa réwnania (5.11c, 5.11d) daja

iwé + kAsinh(kh) =0
g€ —iwAcosh(kh) = 0
Potraktujmy je jako dwa réwnania liniowe na niewiadome amplitudy é , A. Ten ukltad réwnan

posiada niezerowe rozwiazanie wtedy i tylko wtedy gdy (gddy) wyznacznik gléwny uktadu jest
rowny zero

iw  kcosh(kh)
g —iwcosh(kh)

o

tzn. gddy w? = gktanh(kh). Wyliczajac A z pierwszego réwnania otrzymamy A = Lwﬁ
ksinh(kh)
czyli
®(x1,23,t) = Re wae"(’““"”_“’t)co:‘sh[k(:t:?, + h)] (5.12)
Y ksinh(kh)

Potencjal (5.12) wyznacza predkosé v = grad®

) ot ) coshlk(zs + h)]
v=Req ————~¢€
sinh(kh) —isinh[k(z3 + h)]

} (5.13)

Potencal predkosci Potencal predkosci

04r

02r-

0'07\ I Il I Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6

o 1 2 s 7 5 s
Rysunek 5.6. Linie ekwipotencjalne w

modelu plytkiej wody, w ustalonej chwili
czasu wt = 27.

Rysunek 5.5. Linie ekwipotencjalne w
ustalonej chwili czasu wt = 27, w mo-
delu glebokiej wody.

Na powyzszych rysunkach przedstawiono rodzine linii ekwipotencjalnych w ustalonej chwi-
li. Na osi poziomej argumentem jest kx; w przedziale (0,27) czyli dla pojedynczego grzbietu
powierzchni £ = Re {agiei(k“_“’t)}
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Powierzchnia swobodna
10

05— .

—05F —

1ol
Zauwazmy, ze na plytkiej wodzie linie ekwipotencjalne sa niemal pionowe czyli wektor pred-
kosci v = grad® poziomy.

Ruch czastek. Gdy wyznaczone jest pole predkosci (5.13) mozemy znalezé tory czastek

dx

dt
z warunkiem poczatkowym (w stanie niezaburzonym) x|;—9 = xo. Szukajac rozwiazania réw-
nania (5.14) dokonajmy rozwiniecia predkosci wokol polozenia xg. W pierwszym przyblizeniu
zalozymy, ze przemieszczenia sa niewielkie, odrzucimy zatem wyrazy @ — xo rozwiniecia (czyli
przyjmujemy, ze w otoczeniu punktu pole predkosci jest stale)

= fu(m,t) (514)

v(@,t) = v(@0,t) + (x — @) - gradvlzp—g, + O (& — z0|*) ~ v(zo,?) (5.15)
Wtedy
dz _ v(xo, 1)
at Y
Prawe strony réwnan sa proporcjonalne do e~™*
. wé ho—ot) cosh[k(zs + h)]
sinh(kh) —isinh[k(zs + h)]

stad rozwigzanie bedzie proporcjonalne do e~** podzielonego przez —iw, plus addytywne stale

catkowania odpowiedzialne za potozenie w chwili poczatkowej. Zatem
3 ‘ icosh[k(xso + h)]
T—x1) = : ez(kxlo—wt)
sinh(kh) sinh[k(z30 + h)]

@ [—cosh[k:(:cgo+h>]sin<kww—wt>]

R 5.16
sinh(kh) sinh[k(x30 + h) cos(kzig — wt)] o

Stad torem czastek sa . .. elipsy, ktérych pélosie a, b sg zwrdcone poziomo i pionowo a mimosérdd
e = ¢ = tanh[k(z3 + h)] (zmienia si¢ z glebokoscia)
2
(€)

(ot * (comtatmn) = s

Uwagi
— Pionowe przemieszczenia sg zgodne w fazie z grzbietami fal.
Rzeczywiscie, biorac czastke na powierzchni x3y = 0 otrzymujemy

~

£

t(kx10—wt) o = _ £ i(kx10—wt)
7sinh(k:h)€ sinh[k(0 + h)]} Re {fe }

.Tg—.%'goz.%'g:Re{
czyli dokladnie réwnanie powierzchni swobodnej (5.10). Potwierdza to nasze wcze$niejsze
stwierdzenie, ze czastka na powierzchni pozostaje przez caly czas na powierzchni (Wynik ten
pozostal w mocy pomimo przyjetych przyblizen i uproszczen.).
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— Gdy fala porusza sie w prawo czastki poruszaja sie po elipsie zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara, gdy w lewo - przeciwnie.

— Jezeli w rozwinieciu Taylora predkosci (5.15) uwzglednié nastepne wyrazy, okazuje sie, ze
elipsy nie domykaja sie lecz czastki maja male stale przesuniecie w kierunku propagacji.
Zwane jest ono unoszeniem (dryfowaniem) Stokesa (wyznaczyl je on w 1847).

5.3. Uzupeinienie.

W tym paragrafie przedstawimy niektére wyniki dotyczace zwiazkéw dyspersyjnych w =
w(k). Predkoscia grupowa nazywamy wielkosé
_dw
Cg= "7
Dla uktadéw dyspersyjnych zalezy ona od k. Ma ona kilka waznych wtasnosci:
1. Jest to predkos¢ z jaka odizolowana paczka falowa przemieszcza sie jako calosé.
2. W wyniku pewnego skomplikowanego, zlokalizowanego, poczatkowego wzbudzenia (np. wrzu-
cenia kamienia do jeziora) jest to ta warto$¢ predkosci z jaka w dluzszym okresie czasu nalezy
sie przemiesczaé¢ aby ciagle obserwowac fale o tej samej dlugosci A = 2?”
3. Jest to predkosé z ktora przemieszcza sie energia fal o dlugosci A = 2%

5.3.1. Ruch pakietu falowego.

Przedstawmy ogolne zaburzenie rozchodzace sie wzdtuz osi 0z w postaci Fouriera

+o0 .
&(z,t) =Re {/ a(k)e!Fr=wt) dk} gdzie w = w(k). (5.17)
W dalszym ciagu bedziemy pisa¢ po prostu &(z,t) = [~ 5 +°° i(kz=wt) qk w domysle rozumiejac,

ze brana jest tylko czesé rzeczywista wyrazenia po prawej stronle.
W przypadku gdy a(k) = §(k — ko) otrzymujemy

/+005(k‘ B ko)ei(ka:—wt) dk — ei(koﬂc—w(ko)t)

—0o0

czyli nieskoniczenie wiele grzbietéw o rownych amplitudach.

fale o jednakowej liczbie falowej k

WAAAANANAD .
LVUWWWWVV\

,3:,
Rysunek 5.7. Zaburzenie &(x,to) = elkor—w(ko)o) v ystalonej chwili toy. Nieskoriczenie wiele

grzbietow.

Rozwazmy sytuacje, w ktorej zaburzenie rozchodzi si¢ w postaci paczki falowej o prawie stalej
liczbie falowej ko i amplitudzie wolno zmiennej wraz z x. Amplituda a(k) réznych sktadowych
fourierowskich jest wtedy bardzo matla (znika) poza k w otoczeniu k.
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Spektrum paczki falowej paczka falowa
Jak)| z
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Rozwijajac w(k) w otoczeniu ky w szereg Taylora i odrzucajac wyzsze wyrazy mamy

dw

w(k) = w(ko) + (K — ko)ey  gdzie ¢y = Tk

k=ko

Po podstawieniu do (5.17) otrzymujemy
£z, 1) = eilkor—a(in)to) / T Ryt g

Przed znakiem catki mamy czysta fale harmoniczna o liczbie falowej ko, natomiast catka daje
nam funkcje zmiennych x oraz t ale szczegélnej postaci, zaleznej jedynie od (z — c4t). Oznacza
to, ze obwiednia fal i w konsekwencji caly pakiet falowy porusza sie z predkoscia grupowsa
cg = Gli=ro-

Jak wzbudzi¢ taki pakiet falowy? Uzywajac generatora fal o okreslonej czestotliwosci wy
podnoszac powoli amplitude od zera do pewnego maksimum i nastepnie redukowaé do zera.
Wigkszosé energii fali bedzie skoncentrowana $cidle wokdt k = kg, gdzie kg nalezy wyznaczy¢ na
podstawie wy ze zwiazkéw dyspersyjnych w = w(k). Zwiazki te musza byé wczesniej znane dla
rozpatrywanego uktadu.

5.3.2. Dlugoterminowa odpowiedzZ na zaburzenie zlokalizowane w przestrzeni.

Rozwazmy wolno zmienna paczke falowa postaci
£(z,t) = A(z, 1)@ (5.18)

gdzie jak poprzednio nalezy rozumieé, ze bierzemy czes¢ rzeczywista. Faza O(x,t) opisuje drgania
fali, natomiast A(z,t) opisuje zmiany amplitudy (w przestrzeni i czasie). Liczba falowa k i
czesto$é w sg w tym modelu zdefiniowane nastepujaco

00 00

= (5.19)

F=%r Y&

Dla czystej fali harmonicznej (sinusoidalnej), dla ktérej © jest liniowa funkcja x oraz t, wielkosci
k i w sa oczywiscie state i faza © = kx — wt. W przypadku ogdlnym k i w podobnie jak i
amplituda A zaleza od polozenia i czasu. Wiaze je ze soba zwiazek dyspersyjny w = w(k).

Wprost z réwnosci (5.19) wynika
ok  Ow

oo
co wykorzystujac zwiazek dyspersyjny mozemy przepisaé w postaci
ok dwok

ot Tavor
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czyli (uwzgledniajac pojecie predkosci grupowej ¢g)

ok ok

Tak jak operator % + Ua% oznacza pochodng (substancjalna) po czasie gdy poruszamy sie z
predkoscia v tak réwnanie (5.20) oznacza, ze wielko$¢ k(x,t) pozostaje stala dla obserwatora
poruszajacego sie z predkoscia c,(k), zgodnie z tym co powiedzieliSmy na poczatku tego para-
grafu.

Inaczej ten sam wniosek mozemy wysnué traktujac (5.20) jako réwnanie rézniczkowe o po-
chodnych czastkowych, ktorego uwiktanym rozwiazaniem jest

k= fla—co(k)D)

gdzie f jest dowolna funkcja (jej postaé nalezy wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych). Stad
widaé, ze k pozostaje state gdy x — ¢4t jest stale.

Oszacowadé, w modelu fal na glebokiej wodzie, czas po ktérym poszcze-
Zadanie 5.1. | gblne sktadowe fourierowskie zlokalizowanej paczki falowej rozprosza
sie na tyle aby by¢ obserwowanymi lokalnie jako fale sinusoidalne. é

Rozwigzanie. Niech w chwili poczatkowej t = 0 bedzie dane zlokalozowane w punkcie x = 0
zaburzenie, ktore rozprzestrzenia sie¢ w prawo i lewo spelniajac zwiazki dyspersyjne, jak w modelu
gtebokiej wody

w=+/gk, dak>0. (5.21)

Woeczesna odpowiedz uktadu bedzie bardzo skomplikowana, lecz po odpowiednio dlugim czasie
poszczegoblne sktadowe fourierowskie ulegng rozproszeniu. Obserwowaé¢ bedziemy wolno modu-
lowang fale, ktéra bedzie prawie sinusoidalna, lecz z liczbg falows i czestoscia zaleznymi od
polozenia i zmieniajacymi si¢ w czasie k(x,t), w(z,t). (W modelu fal na gltebokiej wodzie moze-
my spodziewaé sie wydtuzenia fal wraz z odlegloscia jako, ze dlugie fale poruszaja sie szybciej. )
Jak juz wiemy aby obserwowaé caly czas fale o danej dtugosci, musimy poruszaé sie z pred-
koscig
_dw 1 /g
= dk "2V K
Innymi stowy fale beda lokalnie sinusoidalne, z dtugoscig A = 2?”, w otoczeniu punktu x = cg4t.
Zatem dla dowolnego (duzego) x oraz t liczba falowa obserwowanej tam fali
_ 9
T 4a?

k (5.22)

t
Stad i z réwnosci (5.21) czestosé w = Qg— Faza ©(z,t) jest rozwiazaniem ukladu (5.19)
x

aﬁ_th 00 gt

or 422’ ot 2
Stad
o(z,1) g t
X = — — 13 E = const.
) 4x )

. ,2 .
Réwnanie powierzchni jest zatem postaci {(x,t) = A(az,t)eﬂ%ﬂs. Amplituda A(z,t) zalezy

oczywiscie od postaci poczatkowego zaburzenia.
2

Z réwnosci (5.22) znajdujemy, ze A\ = 877%. Gdy przesuniemy sie o dx to A zmieni sie o
g

x x
wartosé IGW?&U. Zatem na przestrzeni jednej dhugosci fali §x = A zmiana d\ = 167r?)\, zas
g g
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oA x
wzgledna zmiana S 1671'?. Ta wielko$¢ musi by¢ mala jezeli o fali chcemy powiedzieé, ze
jest lokalnie sinusoidalna. A zatem podstawowy warunek jaki musi by¢ spelniony to

1 gt?
— s

Warunek ten mozemy tez odczytywaé nastepujaco: jak dtugo trzeba czeka¢ w punkcie x zanim
rézne skladowe fourierowskie rozprosza sie tak aby by¢ widoczne jako lokalnie sinusoidalne. @&

5.3.3. Predkosé przenoszenia energii.

W szczegbdlnym przypadku pojedynczej paczki falowej jest oczywistym, ze energia jest prze-
noszona z predkoscig grupowa. Paczka jest bowiem tam gdzie jest cata energia. Paczka porusza
sie z predkoscia grupowsa zatem i energia unoszona jest z predkoécia grupowa. Bez dowodu
stwierdzimy, ze jest to sytuacja ogélna, stuszna dla kazdej fali.

Zadanie 5.2. Réwnanie fal na plytkiej wodzie. Tsunami. ZnaleZé rozwiazanie réwnania
fal na stojacej wodzie w przypadku gdy gleboko$é h(x) zmienia sie wedlug prawa

h(x) =

ar dla 0<x </
heo dla <z

5.4. Dodatek. Solitony

Od poczatku studiéw nad rownaniami rézniczkowymi az do lat siedemdziesiatych dwudzieste-
go wieku gtéwny postep dokonywal sie na polu réwnan liniowych tzn. takich w ktérych szukana
funkcja lub jej pochodne wystepuja w pierwszej potedze. Gtéwng przyczyna tego stanu rzeczy
jest fakt, ze rownania liniowe spelniaja zasade superpozycji. Méwi ona, ze liniowe kombinacje
rozwigzan rownania tez sg jego rozwigzaniem. Lezy ona u podstaw metody szeregdéw i trans-
formaty Fouriera gdzie rozwiazanie ogdlne jest przedstawione jako szereg lub catka pewnych
rozwiazan szczegdlnych.

W ostatnich czterdziestu latach jednak, dokonano ogromnego postepu w dziedzinie réwnan
nieliniowych. Jednym z niezwykle ciekawych przyktadéw sg réwnania solitonowe tzn. posiada-
jace rozwiazanie w postaci odosobnionej fali (ang. solitary wave) - solitonu. Dla réwnan tych,
cho¢ sa one nieliniowe, mozna wprowadzi¢ metode rozwigzywania analogiczna do metody Fo-
uriera tzw. metode odwrotnego rozpraszania. Soliton to samopodtrzymujaca sie, odosobniona
fala (pakiet falowy), ktéra zachowuje swéj ksztalt podczas propagacji ze stala predkoscia nie
ulegajac dyspersji. Moga one silnie oddzialywaé z innymi solitonami, ale po zderzeniu zachowuja
niezmieniong forme — wystapi tylko przesuniecie w fazie. Stabilno$¢ solitonéw jest efektem dwdoch
wzajemnie znoszacych si¢ efektéw: dyspersji - rozptywania sie i nieliniowosci - koncentrowania
(lokalizowania). Gdyby zabraklo jednego z nich soliton stalby sie niestabilny i przestalby istnie¢.

Klasycznym przykladem réwnania solitonowego jest réwnanie Kortevega-de Vriesa (KdV).
Ponizej przedstawimy rozwazania prowadzace do tego réwnania, korzystajac z klasycznego jed-
nowymiarowego rownania falowego:

O2f  ,0%f o oN[O 0
2 Ca T (at“ax)(at_cax)f_

Posiada ono rozwigzanie ogélne w postaci superpozycji fal biegnacych w prawo Y(x —ct)iw
lewo 9 (x+ ct). Rozwazmy réwnanie opisujace monochromatyczna fale rozchodzaca sie w jednym

kierunku
of . of _

T + Cor = 0 (5.23)
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i jego rozwiazanie w postaci monochromatycznej fali plaskiej f(z, k) = eilkz—wt) — gik(z—ct)
gdzie czesto$¢ w(k) = ck w osrodku bezdyspersyjnym jest liniowa funkcja wektora falowego.

W przypadku osrodka ze staba dyspersja szukajac rownania opisujacego rozwiazanie solito-
nowe przyjmijmy, ze w(k) = ck + Bk?, zatem rozwiazanie bedzie postaci:

f(l‘, k‘) _ eik(m—ct)—iﬁk3t

Powyzsze funkcja nie jest juz rozwiazaniem réwnania (5.23). Musi ono zostaé¢ zmodyfikowane.
. ; _ _iRL3 . . , e .
Pochodna po czasie e?*(#—ct)=1Bk"t jawiera teraz dodatkowy skladnik k2, aby go upro$ci¢ nalezy
. . , 3 o ,
w rownaniu dodaé czton %. Przyjmie zatem ono postac:

of  Of 59 _
ot " Cor  Toss

Jest to nadal réwnanie liniowe, ktére mozemy zapisa¢ w postaci réwnania ciaglosci (poréwnaj
réwnanie (3.2) i dyskusje bezposrednio po nim):

0 0
&(f)‘i‘% Cf—ﬁT

0’ f
1]

Jezeli oznaczymy gestosc tadunku jako o = f oraz gestosc pradu j = cf — ﬂ%, to wowczas
otrzymujemy jednowymiarowe réwnanie postaci: % +divy = 0.

Niech teraz gesto$¢ pradu j bedzie nieliniows funkcjg f. Najprosciej jak mozna zastapimy
czlon liniowy przez kwadratowy. Wéwcezas j = ca®f? — 5%. Réwnanie przyjmuje wowczas
postac:

of of L _

—— + 2ca f== — =

ot fax Ox3
Jest to poszukiwane nieliniowe rownanie fali w oérodku dyspersyjnym. Wartosci wspotczynnikow
tego réwnania sa umowne, poniewaz jesli podstawimy: f = au, x = bz’ , t = dt’ otrzymamy

réwnanie:

10u , a Ou B &u _

d ot b oz b30x3
Przy odpowiednim doborze wspétczynnikéw a, b, ¢, d, o, § otrzymamy réwnanie Kortevega-de
Vriesa (KdV) w ogélnie przyjetej historycznej postaci

ou ou  u
- +6u—+

lub w skréconym zapisie, w ktérym pochodna czastkowa oznaczamy indeksem dolnym:
U + O6uly + Upzr = 0

Podobnie jak dla liniowego réwnania falowego mozna udowodnié?, ze rozwigzania réwnania KdV,
ktore dostatecznie szybko zanikajg w nieskoniczonos$ci sq¢ jednoznacznie wyznaczane przez warunki
poczatkowe.

Zastanéwmy sie teraz czy istnieje rozwiazanie réwnania (5.24) w postaci fali.
Niech u(z,t) = f(x — ct). Oznaczmy réwniez ( = x — ct, woéwczas:

Ou _0f0C _ 4
8x_848x_f

4 Dowéd. Niech funkcje u i v beda rozwiazaniami réwnania (5.24) tzn us + 6uug + Ugze = Ooraz vy + 6vv, +
Uzzz = 0. Odejmujac te réwnania stronami otrzymujemy us — v¢ + 6u (uz — vz) + 6 (4 — V) Vz + Ugzz — Vzzz = 0.
Oznaczajac w = u — v, otrzymujemy:

w¢ + 6uwz + 6101}9; + Wege = 0
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gdzie [’ := %JZ Stad % = f"”. Analogicznie %—? = —cf’. Czyli réwnanie (5.24) mozna zapisaé
jako:
_Cf,+6ff/+f/”:0
Wyciagnijmy teraz przed kazdy sktadnik pochodna:
d
d¢

d
dc
[—cf+3f2+f”} =0

(~ef)+ 5 (357) + £ (1) = 0

a4
dg
Calkujac stronami otrzymujemy:
—cf—i—3f2 +f"=m
Pomnézmy teraz powyzsze réwnanie stronami przez f':

—f {4 B] P f T mf =0
Analogicznie jak poprzednio wyciagnijmy przed kazdy sktadnik pochodna:

d 1 2 3 L2
J— — _— _— pu— 0
i 02f +f +2(f) mf
Calkujac stronami otrzymujemy:
1
§(f/)2+f3— ng —mf=n

Aby funkcja f znikala w nieskonczonosci musimy przyjac, ze m = n = 0, zatem:

1,., €. df_
UV P+ =0 = d—c—fm
df

. Po scatkowaniu otrzymujemy rowia-
Fe2f ymujemy

Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych d¢ =

zanie:

c 2

2 . /e
_ _ 2 _
f(g) - 5 e§(c_mo) N e—éE(C—fo)] = f(C) - §SeCh [2(< JJ())‘|

gdzie: xg — stata calkowania, odowiada za potozenie w chwili poczatkowej. Wracajac do starych
zmiennych:

u(z,t) = gsech2 [f(( - -TO)]

Rozwiazanie réwnania (2.6) istnieje tylko dla predkosci rozchodzenia sie fali ¢ j 0. Przemieszcza
sie ona zawsze w prawa strone, a predkosc propagacji jest proporcjonalna do amplitudy fali (fale
o wiekszej amplitudzie rozchodza sie szybciej). Fala, ktora przedstawia rownanie (2.7) nazwana
jest solitonem.

Mnozac powyzsze réwnanie przez w i catkujac po calej plaszczyznie rzeczywistej dostaniemy: po prawej stronie
zero, zas po lewej

— 00 — 00 2 t v
{ catkujac preez } = 1d [~ w?dz + [SuwZ]iooo — /00 Sugw? dz + /°° [6’(1}27]9: + U]'Uhcxac} dx

czesci 5 % oo
=0

oo

Policzmy teraz wartosé

d
dt
Zatem |E(t)| < Eoe®St. Jezeli przyjmiemy, ze w chwili poczatkowej t = 0 mamy Eo = 0, to otrzymamy: |E(t)| = 0
czyli E(t) =0, wiec w = 0, co oznacza, ze u = v.

E(t)‘ 2 (6vy — 3ug)w?® dz| < 25 E(t)



Rozdzial 6

Roéwnania ruchu cieczy lepkiej

6.1. Réwnanie ruchu cieczy lepkiej
Jak pokazaliSmy w paragrafie 3.7 tensor gestosci strumienia cieczy idealnej
ik := P Oik + 0 UkY;

przedstawia proces przenoszenia pedu zwiazany z mechanicznym ruchem elementéw cieczy i
dzialajacym ci$nieniem (poréwnaj uwagi po wzorze (3.24)).

Bedziemy teraz chcieli uwzgledni¢ dodatkowy proces tarcia wewnetrznego czyli przenoszenie
pedu z miejsc o wiekszej predkosci do miejsc o predkosci mniejszej. Do tensora strumienia pedu
cieczy idealnej dodamy wyraz okreslajacy proces przenoszenia pedu w cieczy na skutek lepkiego
”wleczenia”

Tik = POk +ovpv; — Shy = —Si + ovrv; (6.1)

Jak pokazaliSmy (wyprowadzajac rézniczkowa posta¢ réwnania ruchu cieczy idealnej) tensor
naprezen cieczy idealnej S;, = —p ;. Dle cieczy lepkiej

Tensor S, nazywamy lepkim tensorem napiec.
Aby okresli¢ ogélna postaé tensora S, zauwazmy, ze

— Procesy tarcia wewnetrznego wystepuja tylko wtedy gdy rézne elementy cieczy poruszaja sie
z roznymi predkosciami czyli gdy wystepuje wzgl@dny ruch poszczegdlnych elementoéw cieczy.

Stad S!, powinien zaleze¢ od pochodnych 6—% wtedy gdy gradv; =0 = S/, =0.
v:
— W pierwszym przyblizeniu mozemy przyjaé, ze S, jest liniowa funkcja 2, 2

— Tensor S}, powinien znika¢ réwniez gdy ciecz jako calo$é wykonuje Jednostajny ruch obrotowy
- wtedy bowiem poszczegélne warstwy nie zmieniaja wzajemnego potozenia.

Liniowymi kombinacjami pochodnych —

vy,

c%ci '
Najogdlniejsza postacia tensora spelniajacego te warunki, przy dodatkowym zatozeniu, ze ciecz
jest izotropowa (ma te same wlasnosci w kazdym kierunku), jest

ktore dla v=w xr staja sie réwne zero sg —— 8 L4
Tk

(Y
Oxy,’

ov; Ov, 2 ov ov
r i Y m m
ko n(ﬁxk * ox; 36”{7”2::1 0T )+ S0 Z

gdzie wspélczynniki 7, € nie zaleza od predkosci.

Wielko$¢ n nazywa sie wspoiczynnikiem lepkosci dynamicznej, € drugim wspdlczynnikiem
lepkosci (drugq lepko$cig). W wiekszosci przypadkéw zmiana wspétezynnikéow lepkosci wzdiuz
strumienia cieczy jest nieznaczna i mozna je traktowaé jako stale. Mozna pokazaé, ze oba sa
dodatnie

n>0, &>0.
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Réwnanie ruchu swobodnej cieczy lepkiej otrzymamy z réwnania (?7)

8
at sz = - Z 8$k 7T'Lk
podstawiajac m;; postaci (6.1)
d 2.0 aS!,
a(@vi) = z:: 87 (Péir, + ovpvi) + kz:l i
3 3
0 dp oSy
QUZ z:: 87 kavz = z:: 8 Oir, + Z 8£Ek
Lewa strona jest réwna
3
81)1 Ov;
g (ovi) Z (ovrvi) = 05 71}2 + Z [ (ovr)vi + ovk axk]
avz > 8vl o <~ O
= +Z Uy + v at‘i‘kz_:laxk(gvk)]
v do .
= 9| ot ]+vl[a+d1v(gv)]
% =0 (r. ciagt.)
Prawa strona
oSy, auz O 2.~ O O
8;1:1 Z orr 6.%1 Z G:Uk Oﬂvk 67% B gém mZ:I axm) + £ o = 83}m}
dv; S.%u, 20 s Oum 0 o~ Ovom
N 6%"'772 +n28m8xk_§n0xi(mz::18xm)+£8xi(mzzzlaxm
B dp 0 o , .. a ..
= “om, (d1v v) — 3" 5z, (divw) + & oz, (divw)
dp 0
= -2 + €+ 3 5 (@ivo)

Ostatecznie otrzymujemy réwnanie ruchu swobodnej cieczy lepkiej tzw. réwnanie Naviera (1827)-

Stokesa (1845)

c%i
ol

Zapisane w postaci wektorowej

+ v - grad ;]

p
(%:i

o[ + (v-grad)v]

1
—gradp + nAv+ (£ + g”) grad(divw).

+ (§+ 1n)

-(divw).

(6.3)

Réwnanie to wraz z rownaniem ciagtosci i réwnaniem stanu stanowi uklad réwnan opisujacych

przepltyw cieczy lepkiej.

Uktad ten musi byé jeszcze uzupetniony o warunki brzegowe.
— Bedziemy przyjmowaé, ze warstwa cieczy lepkiej przylegajaca do Scianki jest catkowicie za-

trzymana tzn.
v|ga =0

czyli znika skladowa normalna vy, (tak jak dla cieczy idealnej), ale réwniez sktadowa styczna

vy (W przeciwienistwie do cieczy idealnej).

)
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— W przypadku poruszajacej sie powierzchni predkosé przylegajacej warstwy cieczy v przyj-
mujemy rowng predkosci Sciany.
Uwaga
Dla cieczy niesciSliwej (0 = const = z réwnania ciagloéci dive = 0) w réwnaniu
Naviera-Stokesa (6.1) znika ostatni wyraz

0 [g: + (v-grad)v] = —gradp + nAv

6.2. Rownania ruchu w ukladach wspélrzednych walcowych i sferycznych

Wspoélrzedne walcowe. Wektor v zapisujemy w bazie jednostkowych wektoréw stycznych e,
ey, e, (poréwnaj paragraf 2.3)

UV =Urepr +Vp€y + V€.

Sktadowe tensora napie¢ w ukltadzie wspdtrzednych walcowych przedstawiaja sie nastepujaco

ov, B 10v,  Ov, %) B (81}2 (91),,>
Tor SW_U(T(?(/J%—@T r )’ Srz =11 8r+8z ’

10w Uy v 1 0v,
S¢¢:—p+2n<r(1§+>, Scpzzn(“"—k >,

Srr:_p+2

0 r 0z r 0z
ov,
S.,,=—-p+2 :
Sktadowe rownania Naviera-Stokesa przyjmuja wtedy postaé
ov, UZ; 10p 1 Uy 1 ov
— = = ——— Av, — — — =) | 6.4
ot ( V) v r 0 or < 7«2 7«2 8()0 ) ( a)
v, VU 10p n ( v 1 8%)
—+ . = —— 4+ Ay, — £ - 5= 6.4b
ot + (- V)ve+ r gr8r+g Yo T2 T2 oo )’ ( )
ov, 10p n
. , = ——— 4+ —Auv,, 4
at—i—(v V)v Q8r+g v (6.4c)

gdzie

— 2L e P) iy 6.4d
(v-V) " + r Op + 0z ( )
Zas Laplasian A f wyraza sie wzorem (2.22d). Réwnanie ciagtosci ma postaé
0o 10 10 dov,
g . -9 . il =0. 6.4
8t + 7’87“ (QTU)_'_ ragp (Q’U@)_‘_ az ( e)

Wspoélrzedne sferyczne. Wektor v zapisujemy w bazie jednostkowych wektoréw stycznych
er, €g, e, (poréwnaj paragraf 2.3)

UV = Urer + Vpeg + Vypey.

Sktadowe tensora napie¢ w ukltadzie wspétrzednych sferycznych przedstawiaja sie nastepujaco

ov 10v ov v ov ov
rr = — om—" o = T lp_‘p) o = ( z 7’)
S Pt Tor Sro n(r&p+8r r)’ Sre = 8r+82 ’

10v vy ov v v, ctg b
sw=pron (g + ) S =n (s + g -0
v,  vgctgh

ov
1 i
Scpcp—_p+277 (rsin99+r+ ,

).
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Sktadowe rownania Naviera-Stokesa przyjmujg wtedy postaé

ovy vg + vf,
ot o V) - r B
10p n Up 1 0 sin Ovy 1  Osinfv )
= LT Ay, -2 —9 v .
0 Or * 0 ( v r2 r2sin?f 00 rZsinf  dy ’ (6.52)
vy Vg Uy Ctgevf@ .
ot +O-V)v+ ro B
19p n 1 Jv, vy cosf Ov )
= T (py 2 - Pe 6.5b
or 00 + 0 ( v+ r2 00  r2sin0 r2sin?6 0¢ )’ ( )
ov VU ctg Bu,vg
8—;’+(u-V)v@+ - f
1 Op 77( 2 Ov, Vg cos 0 81)@)
= =221 r - e 6.5
or Or + 0 7 r2sin%20 0p  r2sin?6 r2sin?6 0p )’ (6:5¢)
gdzie
of vy of v, Of
V) f=v 2l B9 <y 6.5d
(- V) f=v or + r 00 + rsinf 0y ( )
Za$ Laplasian A f wyraza sie wzorem (2.23d). Réwnanie ciaglo$ci ma natomiast postaé
00 10 9 0 ) 1 Jov
°c L, -2 ; - 60 £ = 6.5
ot + r2 or ('QT v ) + rsinf 06 (esinbug) + rsinf Op (6.5¢)

6.3. Proste modele przeptywu niescisliwej cieczy lepkiej

Zmalez¢ rozktad predkoéci stacjonarnego przeptywu niescidliwej cieczy
lepkiej pomiedzy dwoma réwnolegtymi nieskonczonymi plaszczyznami

Zadanie 6.1. . . o , . g
adamie poruszajacymi sie wzgledem siebie z predkoécia u odlegltymi od siebie
o h. 'y
Zmalez¢ rozktad predkosci stacjonarnego przeptywu nieécisliwej cieczy
Zadanie 6.2. lepkiej pomiedzy dwoma réwnoleglymi nieskoficzonymi nieruchomy-

mi plaszczyznami odlegtymi od siebie o h pod wplywem gradientu
cis$nienia. '

Zmnalez¢ stacjonarny rozktad predkosci niescisliwej cieczy lepkiej w cy-
Zadanie 6.3. |lindrycznej rurze o promieniu R i przepustowos¢ rury (iloSc masy cie-
czy przeplywajaca w jednej sekundzie przez przekrdj poprzeczny). @

Zmalez¢ przepustowosé rury i stacjonarny rozktad predkosci nieécisli-
Zadanie 6.4. | wej cieczy lepkiej w rurze o przekroju pierscieniowym o promieniu
wewnetrznym R i zewnetrznym Ra. [

Walec o promieniu R; porusza si¢ réwnolegle do swej osi z predkoscia
Zadanie 6.5. | u wewnatrz wspélosiowego z nim walca o promieniu Ro. Wyznaczy¢
ruch cieczy wypelniajacej przestrzen miedzy tymi walcami. [
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6.4. Prawa podobienstwa hydrodynamicznego

W praktyce, bardzo wazna rzecza jest mozliwo$¢ badania
zjawisk na modelach oplywanych cial o podobnych ksztal-
tach geometrycznych.

Rozwazmy dwa plyny w dwéch réznych ukladach wspétrzednych (z1, x2, 23, t) oraz (z], x4, 25, t').
Ruch pierwszego ptynu opisany jest przez

- predkos¢ v(z, t),

- gestosé o(x,t),

- ci$nienie p(z, 1),

- site objetosciowa f(z,t),

- lepko$¢ dynamicznag 7.
Roéwnanie Naviera-Stokesa

QCC%J =of —gradp+nAv+ %17 grad (divw) (6.6)
Odpowiednio ruch drugiego ptynu w drugim uktadzie jest opisany przez analogiczne wielkosci
- predkosé v’ (2, t'),
- gestosé o (o, t'),
- ci$nienie p/(2/, 1),
- sile objetosciowa f’(2/, ),
- lepko$¢ dynamiczna 7.
i rownanie Naviera-Stokesa

dv’ 1
g/d—:; =0 f —grad'p +nA'v' + 577/ grad’ (div'v’) (6.7)
Poczatki obu uktadéw wspdtrzednych oraz jednostki dobieramy tak aby

ac’ = €0x 5 t/ = to t (6.8)

Ruchy obu plynéw nazywamy podobnymi jezeli istniejq takie state vg, po, po, fo, M0, ze

o(@ ) = vovlw,t) — UOU(Z,Z) (6.92)
J@t) = mewt) = ove(e, L) (6.9b)
P t) = pop(,t) = pop(z),,f;) (6.9¢)
F@t) = St = IG5 (6.94)

n = i (6.9¢)

Twierdzenie 6.1. Jezeli funkcje
v(w,t), o(x,t), p(x,t), flz,t), n
spelniaja réwnanie Naviera-Stokesa (6.6) to mozna tak dobraé state vg, po, po, fo, o aby funkcje
(2 t), J@ ), ), f ), o

zwiazane przez podobienstwo warunkami (6.9a)-(6.9¢) spelnialy réwnanie (6.7) gdzie ' = fyx,
= tot.
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Dowéd. Z warunku (6.8) wynikaja zwiazki

1 1
grad = —grad, div/ = —div,

' =l
= bo fo (6.10)
= tot A= IA d_1d
R dt’  todt’
Podstawiajac warunki podobienstwa (6.9a)-(6.9¢) do (6.7) otrzymamy
vy dv Po V0 1 v .
— 00— = - — d — nA =05 d(d . 6.11
003 0% oofoof 7, &2 p+no£% nAwv + 3770@% ngrad (divo) (6.11)

Aby funkcje v(x,t), o(x,t), p(x,t), f(x,t), n spelnialy réwnanie (6.6) musza zachodzié¢ réw-
nosci

Vo Po 0
— = = — = 1p—- 6.12
20 200 % 02 (6.12)
Dodatkowo mamy
’ d:l)' 60 dx 50
vV=—=——=—v
' to dt o
czyli
¢ ¢
vy = -0 == to = 70
t() Vo
Z réwnan (6.12) otrzymujemy
¢
@o:—o N I (. 0 =1 (6.13a)
0 Yo
Vo Po Po
to £y V3 00 ( )
0 () "o
t L f% 'U()QOKQ ( )
Po 00 folo
oofo =7 = Joo _ 4 (6.13d)
Po

Mamy cztery zwigzki pomiedzy siedmioma stalymi. Mozemy zatem cztery stale wyznaczyé w

zaleznodci od trzech pozostalych, na przyktad:

Vo = Mo
00l ’
2
Un)
Po = )
0003

Przy takim wyborze stalych réwnania (6.6) oraz (6.7) sa réwnoczesnie spelnione

Co konczy dowéd. W

62
to = 000
Tlo
2
0
fo= 5
%%

(6.14)

Rozwazajac dwa ciala geometrycznie podobne, niech ich wymiary beda scharakteryzowane

przez {1 oraz {5 odpowiednio.

Ruchy ptynéw wokot cial beda podobne jezeli

by = loly, ta=1tot1, v2 =vov1, 02 = 0001

Stad iz (6.14) wynikaja zwiazki

ty to
—vU] = U2
4 by "’
v v3

(F) Ofi bofy’

b2 = Pob1
b1 _ D2
01vf 003
01v141 _ 020202
m 2

fo =Jo ki

(Re)

T2 =T
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Pozwala to stwierdzié, ze jezeli dwa przeplywy scharakteryzowane tymi samymi (niemianowa-
nymi) liczbami

U% ’U%
liczbg Froude’a F = —— = —=-
tifr ) la fa ,
liczba Reynoldsa R := ainiti 020252
mn 72

to przeplywy sa podobne.

6.5. Sila oporu dzialajacg na kulke powoli poruszajaca sie w cieczy lepkiej.

Rozwazmy swobodny (pod nieobecno$é¢ zewnetrznych sit objetosciowych) ruch stacjonarny
(%—"t’ = 0) cieczy niescisliwej (div v = 0) dla malych liczb Reynoldsa.

Roéwnanie Naviera-Stokesa o(vV)v = —grad p+nA v mozemy uprosci¢ do réwnania liniowe-
go. Mianowicie wyraz (vV)v jest rzedu wielkosci v? /¢, natomiast (g) Aw jest rzedu nv/(of?).

Liczba Reynoldsa R = ot jest zatem stosunkiem pierwszej wielkosci do drugiej. Jezeli z zalozenia
R < 1, to mozna zaniedbaé¢ wyraz (vV)v otrzymujac

—gradp + nAv =0 (6.15)

Wyjéciowy problem jednostajnego prostoliniowego ruchu kulki w cieczy i znalezienia sity
oporu rozwiazemy w trzech krokach:
1. znajdziemy rozkiad predkoéci cieczy,
2. znajdziemy rozktad tensora naprezen na powierzchni kulki,
3. calkujac odpowiednie sktadowe naprezenia po powierzchni kulki znajdziemy wypadkows sile
oporu lepkiego.
Zagadnienie ruchu kuli z predkoscia u = const w nieruchomej cieczy, po przejéciu do ukltadu
odniesienia wspélporuszajacego sie z kulka (poczatek uktadu wspéirzednych obieramy w $rodku
kuli) jest réwnowazne z zagadnieniem oplywu nieruchomej kuli przez strumien cieczy o zadanej
w nieskonczonosci predkosci u. Pozwala to rozpatrywac stacjonarny rozktad pola predkosci v.
Jesli ruch ma by¢ stacjonarny, nalezy moéwi¢ o optywaniu kuli przez ciecz, poniewaz gdy kula
sie porusza, predko$é¢ cieczy w kazdym punkcie przestrzeni zmienia sie w czasie.

Krok 1. Rozklad predkosci cieczy. Sformutowanie problemu: chcemy znalezé rozwiazanie
uktadu réwnan rézniczkowych

—gradp + nAv =0 (6.16)
dive =0 (6.17)

opisujacy stacjonarny ruch niescidliwej cieczy lepkiej dla matych liczb Reynoldsa na zewnatrz
kulki o promieniu ro. Aby otrzymaé jednoznaczne rozwigzanie musimy zadaé¢ warunki brzegowe
na powierzchni kuli S = { (21,29, 23) € R® : 2% + 23 + 2% — 78 = 0} oraz w nieskoficzonoéci gdy

r= $%+x%+x§—>oo

v|ls =0
lim v

r—00

Rozpocznijmy od réwnania ciagtosci div v = 0. Poniewaz u jest stalym wektorem to div u= 0,
zatem
0=divv —divu =div(v — u) (6.18)
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Najogélniejszym rozwigzaniem tego réwnania jest
v—u=rotA (6.19)

gdzie A(x1,x2,x3) jest dowolnym polem wektorowym. Aby spelni¢ warunki brzegowe (6.18 w
szczegolnosci w nieskonczonosci musi zachodzi¢

rot Alyoo =0 gdzie 7= /22 + 23 + 23.

Analiza symetrii ukladu. Aby rozwiagzaé pierwsze rownanie (6.16) wykorzystajmy warunki

symetrii.

— W tym zagadnieniu optywanym ciatem jest kula czyli obiekt symetryczny na obroty - zaden
z kierunkéw oprécz kierunku predkosci w nie jest wyrézniony.

— Wektor A powinien byc wektorem osiowym!, aby jego rotacja, (patrz wzér (6.19)) podobnie
jak predkoéé, byla wektorem biegunowym?.

— Wektor A powinien réwniez zaleze¢ w sposéb liniowy od u, ze wzgledu na liniowosc réwnania
ruchu oraz jego warunkéw brzegowych.

Ogdlna postac funkcji wektorowej A(z1, z2,x3) spelniajaca powyzsze trzy warunki jest postaci

A(z1,x9,23) = g(r)(e, X u)

gdzie g(r) jest dowolna funkcja zmiennej r = y/z3 + 2% + 2% za$ e, jest wektorem jednostkowym
skierowanym w kierunku promienia wodzacego r. Z dowolnoéci g(r) (bedziemy chcieli dopiero

d
ja wyznaczy¢) mozemy przyjaé, ze g(r) = d—f jest pochodna innej szukanej funkcji. Wtedy
T
df : : o o
— e, = grad f i mamy A = grad f X u. Zatem ostatecznie rozwigzaniem réwnania ciggtosci

dr
jest

v=u+rot|gradf x u| gdzie f= f(r) (6.20)

Zauwazmy, ze> grad f x u = rot(fu).

W nieskonczonoéci gdy r — oo rot[grad f x u| musi znikaé¢. Oznacza to ze dla r — oo
A =rot(fu) = gradh

Speiliémy zatem drugie réwnanie uktadu (6.16) i drugi warunek brzegowy. Rozpatrzmy
teraz pierwsze réwnanie. Dokonajmy rotacji obu stron (rot gradp = 0)

0 = nrot Av = nArotv = nArot (v — u) (6.21)

Podstawiamy v — u ze wzoru (6.20) wtedy rot {v — u} = rot {rot [grad f x u]} = rot{rot [rot(fu)]}
Ale? dla dowolnego pola wektorowego A

rot {rotA} = (graddivA — AA)
Podstawiajac A = rot(fu) otrzymujemy

rot {rot[rot(fu)|} = graddiv[rot(fu)] — Arot(fu)

2
3 wektor u jest staty zatem (0; f)u; = 0;(fu;) stad
[ (Oyf)uz — (9:f) uy ‘| [ Oy(fuz) — 0:(f uy) 1
grad f x u=| (0. us — (N u. | = | 0-(fue) = Ou(fus) | =rot(fu)
(02 f) uy — (Oyf) ua 0z (fuy) — Oy(f uz)

patrz uzupelnienia na koncu rozdziatu
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Poniewaz div[rot(fu)] = 0 stad

rot {rot[rot(fu)|} = —Arot(fu) = —A(grad f x u) (6.22)
Ostatecznie réwnanie (6.21) przyjmuje postaé

0=nArotv = nlArotv—u
— A= (grad f x )]
— A A (grad f)] x u

Stad wynika
AN (gradf) =0 =— gradA%f=0

Calkujac otrzymujemy A?f = const. Stata ta na mocy warunku brzegowego w nieskonczonosci
powinna byc réwna zeru. Rzeczywiscie, réznica v — u powinna znika¢ w nieskonczonoéci wraz
ze swoimi pochodnymi. Wyrazenie A2 f zawiera czwarte pochodne funkcji f podczas gdy v — u
wyraza sie przez rot[rot(fu)] czyli drugie pochodne.

Otrzymujemy zatem
1 d dnf
— AQ - - = 2
0 / r2 dr (T dr )

gdzie Laplasjan A wyraziliémy we wspotrzednych sferycznych® i skorzystaliémy z faktu, ze f
oraz Af sa funkcjami jedynie zmiennej r. Stad

dAf
"

T2

2a
=const =: —2a = ANf=—+c
r
Stala ¢ nalezy przyja¢ réwna zeru, aby predkosc v — uw znikata w nieskonczonosci. Calkujac
powyzsze rOwnanie, otrzymamy
f=ar+ 2+ const
=ar+ — +cons
addytywna stata w f jest nieistotna jako, ze predko$é¢ okreslona jest pochodnymi f i moze mieé

dowolna warto$¢ np. zero. Znajac postaé¢ funkcji f mozemy z réwnosci (6.20) wyznaczy¢ pred-
kosé¢. Dokonamy tego we wspotrzednych sferycznych (r, 0, ¢) (czyli w bazie (e, eg, e,,) wektoréw

stycznych)
d b
grad f = 87{61" =(a— T—Z)er
u = (u-e.)e,+ (u-egpleg = ucosfe, — usinfey gdzie u=| ul
b b
gradfxu = (a— —)ucost e, x e, —usinf(a — —)er X eq
r —— e ——
0 €y
- b
= —usin (a—T—z)qo

5 Postaé Laplasjanu we wspolrzednych sferycznych - poréwnaj (2.23d)

A@—iﬁ<28—¢’)+ L 2(sinea—q))+ L0
“r2or\" o) T r2sin6 o6 90) " r2sin?6 029
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Zatem®
v—u = rot [gradf X u]
b
" rsinf 00 €0 lar \WPT T

Po wykonaniu rézniczkowan

u cos 6 b usin 6 b
v = u—2 a——5)er+ a+—)eq
T T T T

= u -2 <a2>er+w<a+b2)eg
r T r

e o e o )

Jest to postaé¢” pola predkoéci cieczy przy stacjonarnym opltywie kulki.
Pozostaje nam jedynie wyznaczy¢ wartosci statych a i b. Na powierzchni kulki » = rg predkosc
cieczy jest réwna zero tzn. znikaja obie sktadowe normalna i styczna:

1 b b
1—2(0,—2):0 @:a_ﬁ a:%ro
A = ? Y= f
1—— — | = = — b= -3

T (CH_T%S "0 OH_?"% 4"

Ostatecznie rozklad predkoéci cieczy optywajacej nieruchoma kule umieszczona w poczatku ukta-
du wspdlrzednych

3 1..3 3 1..3
5r0 57 5ro T
2 2'0 2 4'0
v=(u-e l1-*—+=+le.+(u-e — == —=2—leyg. 6.23
( r) l , 3 r ( 0) [ , 3 ‘| 0 ( )
skladowa radialna sktadowa transwersalna

Ciecz naptywa z nieskoniczonosci z predkoscia w.

Krok 2. Rozklad tensora naprezen.
W celu wyznaczenia ci$nienia do réwnania Naviera-Stokesa (6.16) wstawiamy znaleziony
rozklad predkosci (6.23)
gradp = nAv = nArotrot(fu) =nA[graddiv(fu) — A(fu)]

6 Rotacja we wspétrzednych sferycznych - poréwnaj (2.23c)

_ 1 O(sinfA,) 0Ag 1 1 904, J(rA,) 1 (0(rdg) O0A,
rot A =e, 7 sin 6 ( 00 dp tes r \ sinf Jp or tey r or 00

7 przy innym pogrupowaniu wyrazéw mozemy zapisaé¢ (poréwnaj Landau& Lifszyc)
b
v = u+ 2 [—2ucosfe, + usinfeg] + — [2ucosfe, + usindey]
r r
a b
= u+ —[-2ure, —ugeg] + — [2ure, — ugey]
r r
a b
= u+ [—ure, — (ure, +ugeqg)] + 3 [— (ure, +useq) + 3ure,]

a b
= — |7 Ur€y — = | 37‘1‘
u + —[~ure, —ul + — [~u+ 3ure,]
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Lecz A?f = 0 i mamy
gradp = nA [graddiv (fu)] = nA [grad(u - gradf)] = grad [nu - grad(A f)]
skad
p=nu-grad(A f) +po
gdzie pg jest cisnieniem cieczy w nieskonczonosci. Podstawienie wyrazenia na f prowadzi do

ostatecznego wyniku
p = p0..32unr2R(14)

Za pomoca otrzymanych wzoréw mozna obliczyc sile F cisnienia wywieranego na kule przez
oplywajaca ciecz (lub, co jest réwnowazne, sile oporu, jaki napotyka poruszajaca sie w cieczy
kula). W tym celu wprowadzimy wspélrzedne sferyczne o osi biegunowej skierowanej wzdluz
predkosci u. Wszystkie wielkosci na zasadzie symetrii beda wéwczas funkcjami tylko promienia
r i kata biegunowego . Jest oczywiste, ze sila F jest skierowana wzdluz predkosci u. Wartosc
bezwzgledna tej sily moze byc wyznaczona za pomoca réwnania

Pi = ..iknk = ni..iknk

Wyznaczajac z tego wzoru skladowe (wzdluz normalnej i stycznej do powierzchni) sity przyto-
zonej do elementu powierzchni kuli i rzutujac je na kierunek u, otrzymujemy

F = Z(..pcos + Orrcos..0rsin)df (15)
gdzie calkuje sie po calej powierzchni kuli. Podstawiajac wyrazenia (12) do wzoréw
Orr = 2vrrOr = lrvr 4+ vr..or
otrzymujemy na powierzchni kuli rownosci
Orr = 00r = ..32Rusin

oraz wzOr na cisnienie postaci
p = p0..3u2Rcos

Catka (15) sprowadza sie zatem do wyrazenia
F = 3u2RZdf

Ostatecznie otrzymujemy wzor Stokesa na site oporu dziatajaca na kule powoli poruszajaca sie
w cieczy:

F =6mRu
Uzupelnienia
1. Wyprowadzenie wzoru rot {rotA} = (graddivA — AA)
[ 9, (rotA), — 0,(rotA), Oy (0x Ay — 0yAy) — 0,(0, Ay — 0, A,)
rot {rotA} = 0.(rotA); — 0y(rotA), | = | 0.(0,A. — 0, Ay) — 0:(0, Ay — OyAyz)
Or(rotA)y — Oy(rotA), 0:(0: Ay — 0, A;) — 0y(0y A, — 0, Ay)

Oy Ay + 0. A.) — (024, + 02A,)
OpAy + 0:A;) — (024, + D2A,)
O Ay + 0yAy) — (02A, + D2A.)

— | 9y (0uAs + 0,A, + 0.A,) — (D24, + 02 A, + D2A,)
0, (0p Ay + Dy Ay + 0. A.) — (02A, + 02A, + 02A.)

divA) — A (A)

(
(
(
B (0, Ay + 0y Ay + 0. A,) — (D24, + 02A, + 02A,)
(
(
(

= grad






Rozdzial 7

Uzupetnienie. Elementy teorii sprezystosci

Rozwazymy cialo mogace ulegaé¢ odksztalceniom, wypelnione szczelnie materig. Pod wpty-
wem czynnikéw zewnetrznych (sit powierzchniowych, sil objetosciowych, zmiany temperatury
itp.) cialo to z konfiguracji pierwotnej (przed odksztalceniem) przejdzie do konfiguracji aktualnej
(po odksztalceniu).

7.1. Odksztalcenia

Dokonujac opisu odksztalcenia ciata pod wplywem przylozonych sil zauwazmy, ze na ogédl
wszystkie punkty tego ciala zmieniajg swoje potozenie. Rozwazmy zatem dowolny punkt A
tego ciala opisany w wybranym uprzednio uktadzie wspétrzednych przez wektor polozenia x =
(z1, 22, x3). Ten sam punkt ciata po odksztalceniu przejdzie w polozenie a o wektorze wodzacym
T = (531,:2‘2,5‘3). Wektor

U= - (7.1)
nazywamy wektorem przemieszczenia (wektorem odksztalcenia). Jego wspolrzedne mierzymy w
jednostkach dlugosci (np. w metrach).

Mozliwe sa dwa podejscia, w ktérych odpowiednio wektor w:

— wyraza przemieszczenie punktu materialnego, zajmujacego przed odksztatlceniem potozenie
a(x1, e, x3) - méwimy, ze stosujemy opis Lagrange’a (opis materialny), lub

— wyraza przemieszczenie punktu materialnego, ktory po odksztalceniu ciata zajmuje w prze-
strzeni polozenie pokrywajace sie z punktem A(Z1, T2, Z3) - opis Eulera (tzw. opis przestrzen-
ny).

Opis przestrzenny ma zastosowanie w mechanice ptynéw, tam tez go na ogdét stosowalismy. W

teorii odksztalcen, uzywanej w teoriach konstrukcji bardziej przydatny jest jednak opis ma-

terialny, gdyz warunki podparcia ciala (warunki brzegowe) sa znane wlasnie w konfiguracji

nieodksztalconej.

W obu opisach trzeba znaé¢ funkcje jednoznacznie wiazace ze soba wspolrzedne Z; oraz x;:

x = x(r1,72,73) (7.2a)
r = w(fl,fz,fg) (72b)
Warunek jednoznaczno$ci

0%1 0T1 0%1
Ox1 Oxa Oz

021, T2,%3) _| o5 om0 om | 4
— | 01 Oxz2 Ozs

O3 0Oz 0Oiz
Or1 Oxo Oz

jest matematycznym wyrazem fizycznego stwierdzenia o nieprzenikalno$ci materii, czastki znaj-
dujace sie pierwotnie w réznych punktach a,b po odksztalceniu nie moga znalezé si¢ w jednym
punkcie A tzn. &(a) # &(b).

Wspolrzedne wektora przemieszczenia ug, ug, us sa funkcjami polozenia (wspélrzednych x;
lub ;). Zatem wektory u tworza pole wektorowe przemieszczen

6(1‘1, €2, $3)

u(xy,x9,23) = &(r1,22,73) — (7.3a)

u(i’l,.i'g,.ffg) = i—w(.ﬁl,.fg,.fg) (73b)
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7.2. Tensor odksztalcenia

Rozwazmy dwa nieskonczenie bliskie punkty o wektorze wodzacym miedzy nimi réwnym
dx;. Po odksztalceniu wektor wodzacy pomiedzy tymi samymi punktami bedzie réwny dz; =
dx; + du;. Odlegto$é miedzy nimi jest réwna

dt = \Jda? + dad +doe]  —  dl = \Jdi} + i} + i
ou;

Podstawiajac du; = Zizl dek kwadrat odleglosci po odksztatceniu de? mozemy zapisa¢ w
Tk

postaci

3 3 A 2
a? = > di} =y <dx¢ +> g;" dmk>
: : k

i=1 k=1 k=1
= 23: dx + 2 Z —dzkdzl + Z Z Ou; Oui dmkdmg]
i=1 ko1 = 9%k O
_ d£2+2zza iizguz O
Ty, Oy

Zauwazmy, ze w drugim sktadniku dokonujemy zwezenia (kontrakcji) elementu dzpdz; syme-
trycznego na zamiane wskaznikow k < ¢ tzn. drpdxr; = dr;dxi. Stad wynika

izi: 23: Z Z (aul 8uk) dxydx; .

i1 ro1 \OTk
Ponadto w ostatnim wyrazeniu skorzystajmy z faktu, ze wartos¢ sumy nie zalezy od nazwy
indekséw po ktérych sumujemy tzn.

23:223: O O 23223:2 Oug Oue o o
kdx) = — pdx;
i1 i =1 Ok Oy i1 iz =1 Ok O
Ostatecznie otrzymujemy
ar = dﬁz—i—Zii%dm dx~+z3:zgjiaui O
B i=1 k=1 9Tk o =1 o1 =1 9%k O o
1S (Ou | Oy 5 G S Qg duy
= d® +27 Ly T dagday + SR
3 3

= d€2 +2 Z Z uikdxid:nk
i=1 k=1

gdzie u;, sa wspbélrzednymi tensora odksztalcen Greena
1 (0u;, Ou Ouy Ouy
k= = . 7.4
Wik 2 <8xk o0x; Z 83:2 8a:k (7-4)

Powyzej zastosowaliSmy opis materialny (Lagrange’a). Analogiczny rachunek w przypadku opisu
przestrzennego (Eulera)prowadzi do tensora odksztalcenia Almansiego

w '_1 8ui+8uk_ 3 8U[%
®To\ony om0 01k )

(7.5)
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Wprowadzone wzory (7.4) i (7.5) opisujace tensory Greena i Almansiego odnosza sie do od-
ksztatcenn dowolnie duzych, czyli tzw. odksztalcen skonczonych. Jak widaé¢ sa one nieliniowymi
funkcjami gradientéw przemieszczen, czyli pochodnych gg}i lub gg}i. Nieliniowo$¢ jest, na ogd?
zrodlem bardzo duzych trudnosci rachunkowych. Odksztatcenia skoficzone wykazuja podatne
materialy gumopodobne, tworzywa sztuczne, organiczne tkanki migkkie. W materiatach budow-
lanych odksztalcenia sa bardzo matle i stosowanie skonczonych miar deformacji nie jest konieczne.
Wéwezas iloczyny gradientéw przemieszczen, wystepujace we wzorach (7.4) i (7.5), jako male
wielkoéci wyzszego rzedu mozna pominaé¢. Mowi sie wtedy o teorii kinematycznie liniowej. W
dalszym ciagu zalozymy, ze przemieszczenia a takze ich pochodne wzgledem wspotrzednych, w
poréwnaniu z wymiarami ciala sg bardzo male, tzn. Ty ~ x,. W wyrazeniach (7.4) i (7.5) mozna
wtedy pomingé¢ ostatni wyraz jako wielkos¢ mala drugiego rzedu i réznice pomiedzy opisem
przestrzennym i materialnym znikaja, a definicja tensora odksztatcenia upraszcza si¢ do postaci

Otrzymana wielko$é nazywamy tensorem odksztatcenia Cauchy’ego
W kazdym z trzech przypadkéw wprost z okreslenia wynika, ze tensor odksztalcenia jest
symetryczny u;, = Ug;-

Udowodnié, ze kazda z wielko$ci u;;, Greena, Almansiego i Cauchy’ego
jest tensorem tzn. w przypadku ortogonalnych transformacji wspol-
rzednych z} = 2%21 Ay, gdzie Z?:l A;jAj, = 05 transformuje sig

Zadanie 7.1. jak tensor o
= 3 A
j=14=1

7.3. Interpretacja geometryczna tensora odksztalcenia.

Z symetrii tensora odksztalcenia wynika, ze ma on 6 niezaleznych wspotrzednych. Dodajmy;,
ze wszystkie wspotrzedne tensora odksztalcenia

Uil U2 U3
U= | uz U2 U3
u31 U32 U33

sg bezwymiarowe. W ramach liniowej teorii matych odksztalcen wspélrzedne te maja czytelng in-
terpretacje geometryczna. Wykazemy, ze wspélrzedne réwno-wskaznikowe (elementy na przekat-
nej) sa odksztalceniami liniowymi wzdtuz odpowiednich osi, a wspélrzedne rézno-wskaznikowe
(poza przekatna) sa odksztalceniami katowymi mierzonymi w plaszczyznach okreslonych indek-
sami wspotrzednych.
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Rysunek 7.1. Przemieszczenia infinitezymalnie bliskich punktow o$rodka.

Aby sie o tym przekonaé, ograniczymy sie do analizy ptaskiej deformacji i zastosujemy opis
materialny. Rozwazmy w konfiguracji pierwotnej dwa elementarne prostopadte do siebie odcinki
ab i bc o majace odpowiednio dtugosci dx; i drs. Po odksztalceniu punkty materialne a, b, i ¢
przemieszcza sie 1 zajmg odpowiednio potozenia A, B, i C. Wobec tego odcinki ab i be zmienig
swe pierwotne dlugosci i nachylenia w stosunku do uktadu wspétrzednych. Na podstawie rysunku
okreslimy najpierw wzgledne przyrosty dtugosci bokéw, czyli tak zwane odksztalcenia liniowe.
Odksztalcenia te wyrazajg sie stosunkiem przyrostu dlugosci danego boku do jego pierwotnej
dhugosci. Obliczymy na przyktad odksztalcenia liniowe boku réwnolegtego do osi Oz pamigta-
jac, ze odksztalcenia sa male w szczegoélnosci dla katéow oznacza to, ze

sina~a=~tana A cosa~x1
sinf~fF~tanf A cosf=1

Wydtuzenie wzgledne w kierunku osi Oxy

|ab| dxy

[AB| — |abl _ 1 { ! (da:l +uy + 8—dx1 Ul) —dxl] ~
o0x1 0xy

cos &
Analogicznie pochodne 252, gzi” wyrazaja odksztalcenie liniowe (wzgledne oddalenie czastek) w
kierunkach 0zo i Oz3 odpowiednio.

W pierwotnej konfiguracji czastki a, b, ¢ tworzyty k@t Z(cab) = 5. W wyniku odksztalcenia
punkty A, B,C tworza na ogdt inny kat Z/(CAB) = 5 — (a + ). Calkowity kat deformacji (w
plaszczyznie Ox122) wynosi

6”2 8Ul
or1 d:E Ozo dl’ 8u2 8uQ

dxy (1+ 3“1) " dxsy (1+ 6“1) ~ dry Oy

a+f~tana+tan G =

Ostatnia réwnoéc¢ jest konsekwencja przyjetego przyblizenia liniowego.

Ananlogicznie (8“3 + gz;), (g;i’ + 8“1) stanowig katy deformacji odpowiednio w ptaszczy-
znach Oxix3 i Oxoxs.

Aby okresli¢ catkowicie deformacje musimy wyznaczy¢ jeszcze kat obrotu dwusiecznej miedzy

bokami badanego elementu

5—04N1<8u1 81@) 1
N2 8952 61’1

— Zwabt
2 o3
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7.4. Przyklady - odksztalcenia proste.

Odksztalceniem prostym nazywamy takie, ktore zalezy tylko od jednej stalej.
1. Wydtuzenie w kierunku osi Ox;.
Rozwazmy deformacje opisana w pewnym uktadzie wspdétrzednych uktadem réwnan

.f'l = (1 + 6)1‘1 Uy = X e 00
To = o = us =0 = [uzk] = 0 0 0
1‘3 = I3 us = 0 0 0 0

O$ 07 jest kierunkiem gléwnym tensora odksztatcenia odpowiadajacym wartosci wlasnej €.
Wzgledna zmiana dlugosci w tym kierunku wynosi zatem (14 ¢) : 1. Dla € > 0 wydluzenie,
dla e < 0 skrécenie. Pozostale dwa kierunki (odpowiadajace wartosci wlacnej zero) do dwa
dowolne wzajemnie prostopadte i prostopadte do 0z;. Przy tym odksztalceniu kula

x%—i—x%—i—:c%:l

przechodzi w elipsoide

x? 2 2
— Tty tzr3=1
(1+e2 72773
2. Wydtuzenie w kazdym kierunku.
I = (1+E[):111 U1 = €T er O 0
To=1+emzre = Uy = €179 = [ux]=|0 eq O
T3 = (1+ermr)es ug = Er71Ts3 0 0 emgr

Biorac prostopadloscian dV = dxydzades po odksztalceniu otrzymamy dV = (1 +e;7)(1 +
err)(1 + errr)dzideadrs Wzgledna zmiana objetosci

dV —dv

W (I4+er)(X4er)(X4err)—1=1+er+emr+err+ererr+ererr +ererrerr — 1

W liniowym przyblizeniu (pomijajac wszystkie iloczyny odksztalcen otrzymujemy

AV —dV
dv

Gdzie g jest Srednim odksztalceniem liniowym. Przypomnijmy, ze suma elementow na prze-
katnej (§lad macierzy) jest niezmiennikiem transformacji OTuO (O jest tutaj macierza or-
togonalna przejscia od jednejbazy do drugiej) czyli ma te sama warto$é¢ w kazdym ukladzie
wspolrzednych prostokatnych

3. Skrecenie proste w plaszczyznie 0xixs
Rozwazmy deformacje¢ opisana w pewnym ukltadzie wspétrzednych uktadem réwnan

=¢er+err+enr =3eo

T1 =T+ Ex2 U] = €T 0 0
T9 = T9 + €11 = Uy = €T = |ug]=1]¢ 0 0
1‘3 = I3 us = 0 0 00

Wzgledna zmiana objetosci réwna T'r[u;,] = >-p ukr = 0, czyli odksztalcenie z zachowaniem
objetosci.
W przekroju x3 = const, kwadrat o wierzchotkach

A(—-a,—a,x3), B(—a,a,z3), C(a,a,z3), D(a,—a,zxs)
przejdzie w réwnoleglobok o wierzchotkach

A(—(14+€)a, —(1+¢€)a, z3), B(—a(l—e),a(l—¢),z3), C(a(l+e),a(l+¢e),z3), D(a(l—¢), —a(l—e),z3)
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0$ 0x1 w 0§ o tangensie kata nachylenia réwnym e, 0§ Oxo w 0$ tangensie kata nachylenia
rownym % W ramach kinematycznie liniowej teorii matych odksztalcen, w ktorej a ~ tga,
catkowity kat odksztalcenia wynosi 2e¢.

Uktad osi gltéwnych jest obrocony wzgledem wyjsciowego o kat g = %arctg(f%o =31 W
uktadzie osi gtéwnych

e 0 0
[uzk’] = 0 — 0
0O 0 O

Rozklad tensora odksztalcenia na aksjator i dewiator. Kazdy symetryczny tensor dru-
giego rzedu mozna roztozy¢ na dwie czesci

d
Uij = UE? + uz(j) ;

(7.7)
g?) = €00ij, €0 = % (w11 + u22 + uss) = %Il (I1-jest pierwszym niezmiennikiem tensora ).
W wyrazeniu 7.7) ug;l) jest dewiatorem, natomiast uz(;l)
przedstawiaja macierze:

gdzie u

aksjatorem. Wspélrzedne tych wielkosci

e 0 O U1 — €0 (3D u13
u(a) =1 0 g O u(d) = U U9y — € u
i | = 0 ; i | = 21 22 — €0 23
0 0 eo u31 u32 u33 — €

Dla tensora odksztatcen aksjator odpowiada rownomiernej zmianie dtugosci wzdtuz kazdej z osi.
Wiaze sie to ze zmiana objetosci
av —dv
dv

(dla tensora naprezen wszechstronnemu rozciaganiu (Sciskaniu) srednim naprezeniem normal-
nym ¢£g). Aksjator jest wiec okreslony tylko przez jedna warto$é ep. Cecha charakterystycz-
ng dewiatora jest natomiast zerowanie sie pierwszego niezmiennika Ifd)
odksztalcenie odbywajace sie bez zmiany objetosci. Dewiator ma wobec tego 5 niezaleznych

= 380

= 0 czyli opisuje on

wspoéirzednych, bowiem na 6 wspotczynnikéw uz(;l) natozony jest jeden warunek.
Aby udowodnié co$ ciekawego rozt6zmy tensor odksztatcenia zapisany w osiach gtéwnych

ur 0 0 o 0 0 u(ld) 0 0
0 ur 0 | =10 g 0+ 0 «? o
(d)
0 0 Urrr1 0 0 €0 0 0 Uy
gdzie ugd) = uy — €p itd. Stad ugd) + u%) + u%)f = 0 czyli przykiadowo u%) = —ugd) — u(ﬁ)[ Co
pozwala zapisaé
wur 0 0 g 0 0 A0 0 0 0 0
0 ur 0 [ =10 2 0[+] 0 —u® o|+[0 —u7 o0
0 0w 0 0 & 0 0 0 0 0 u
| S ——
aksjator odksztalcenie proste odksztalcenie proste

Dane sa skladowe stanu odksztalcenia: ui;; = 0,4%, ui2 = 0,2%,
w1z = 0, ugs = 0, ugz = 0,1%, uzz = —0,1%. Obliczy¢ zmiane
objetosci oraz maksymalne odksztalcenie liniowe i maksymalne od-
ksztalcenie katowe. o

Zadanie 7.2.
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Rozwigzanie. Tensor odksztalcenia mozna przedstawi¢ w postaci macierzy:

0,4 0,2 0 42 0
u=102 0 01 %] = u=|20 1 [1071%]
0 0,1 —0,1 01 -1

Najwieksze odksztalcenie liniowe to najwieksze odksztalcenie gtéwne u;. Do obliczenia wartodci
gltéwnych stuzy réwnanie charakterystyczne

Ui — € U12 u13
det [uzk — 561k] = det U1 Ugg — € U923 = &3 + 1162 —Ihe+13=0
u31 u32 usz3 — €

gdzie I, I, Is oznaczaja niezmienniki tensora odksztatcenia:

Uil U12 Uil U113 U22 U223
I; = trace [ulk] = U11 + U2 + u33, I, =
U21 U222 u3z1p u33 u3z2 U33
13 = det [u,k]
W zadaniu:

I = trace[uy| =4+04+(-1) =3 [1071%} ,

|42 40 0 1 | o2
=1, 0’+ 0 -1 +‘1 Sy | =9 [’
42 0
Ii=|2 0 1 |=0[107%)]
01 -1

Poszukiwana wartosé .I jest najwiekszym pierwiastkiem rownania: . 3 -3.2-9.-0 = 0, skad .
((2-3.-9)=0 ®






Rozdzial 8

Zadania

W tym rozdziale zamieszczone sg zadania, ktére pojawilty sie juz w gléwnym tekscie jak i
inne.

Zadania do rozdzialu 2.

Zadanie 8.1. Napisa¢ uzywajac pisowni wskaznikowej a nastepnie uprosci¢ wyrazenia
— (axb)-(cxd),
— (a xb) xc,
— [(axb) x e,

Zadanie 8.2. Znalez¢ krzywa catkows pola wektorowego v przez punkt a gdzie

01 T 1
(a)v:l1 O]l:p;]orazazlll

(b) v = ? oraz a = 1 [ ]
€€+ 625 + 4635
Zadanie 8.3. Dana jest krzywa w postaci parametrycznej x(e) = e + de3¢ . Znalezé
463&
38
wspolrzedne wektora stycznego do krzywej w punkcie @ |c—jp0= | 36 |. [
32
Zadanie 8.4. Napisa¢ uzywajac pisowni wskaznikowej
— divx,
— div [f(r)z],
— div[f(r)a],
— grad f(r),
— gradr,
— rotwx,
— rot[f(r)al,
I
gdzie a-wektor staly, € = | xo |-wektor wodzacy (polozenia), r =|| @ [|-dlugosé wektora wo-
T3
dzacego.
Zadanie 8.5. Obliczy¢ uzywajac pisowni wskaznikowej
— grad[a - v],
— grad[u - v],
— grad [uv],
— div[av],
— div [uv]

gdzie a-wektor staly, u, v, u, v funkcje polozenia x.

Zadania do rozdzialu 3.
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Zadanie 8.6. Udowodni¢, ze tensor napieé jest tensorem symetrycznym. [

Zadanie 8.7. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie spektralne (inaczej tw. o osiach glownych):
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby tensor posiadal trzy wzajemnie protopadle
kierunki niezmienne (wlasne) u, v, w jest aby tensor byl symetryczny. [

Zadanie 8.8. Stezenie zanieczyszczen w plynie jest opisane przez

at

c(w,y,t) = Ba’ye
Ptyn porusza sie z predkoécia v gdzie
v =ar, v9=-—ay, v3=0.

Czy stezenie zanieczyszczen elementu ptynu zmienia sie z czasem?

Zadanie 8.9. Znalez¢ parcie (sile ci$nienia) na zgietym kawalku rury, przez ktéra przeplyw
ciecz niescisliwa, a przeplyw jest ustalony. [ |

Zadanie 8.10. Paradoks hydrostatyczny. [3] Wyznaczy¢ rozklad ci$nienia w stupie cieczy.m

Zadanie 8.11. Wyznaczy¢ ksztalt powierzchni swobodnej cieczy niescisliwej znajdujacej si¢ w
polu sily ciezkosci w naczyniu cylindrycznym, ktore obraca sie wokét swej osi ze stata predkoscia
katowa w. [ |

Zadanie 8.12. Prawo Archimedesa. Wyprowadzi¢ prawo wyporu Archimedesa. [ |
Zadanie 8.13. Paradoks hydrodynamiczny. Wyznaczy¢ rozklad cisnienia w ustalonym prze-
plywie cieczy w rurze o malejacym polu przekroju poprzecznego (rurka Venturiego). [ |
Zadania do rozdziatu 4.
Zadanie 8.14. Obliczy¢ wirowos¢ predkosci (we wspélrzednych cylindrycznych)

k

— v=-e
I —T v
v = wre,

Zadanie 8.15. Rozwazy¢ wir Rankina

Qr, r<a

Vyp = QQQ ) UT:UZZO'
—, T>a
r

ZnaleZ¢ ci$nienie wewnatrz i na zewnatrz wiru. (a) Pokazaé, ze ci$nienie dla r = 0 jest mniejsze
niz ci$nienie dla r = co o wielkoéé p22a?. (b) Wydedukowaé, ze gleboko$é zagtebienia powierzch-
ni swobodnej w r = 0 ponizej poziomu dla 7 = co wynosi Q%2a?/g. (Przyktadowo, powierzchnia
wody w szklance). [ ]

Zadanie 8.16. Sprawdzi¢, ze wielomiany (4.14) spelniaja réwnanie
d dP,

1P, — (1 — p? "} =0m
-+ 1Pu) + 72 | (0= G

Zadanie 8.17. Potencjalny optyw kuli. [1] Kula o promieniu R porusza si¢ w niescisliwej
cieczy idealnej. Wyznaczy¢ rozktad predkosci wokoét kuli i rozklad cisnienia na powierzchni kuli.
|

Zadania do rozdzialu 6.
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Zadanie 8.18. Znalez¢ rozktad predkosci stacjonarnego przeplywu niescisliwej cieczy lepkiej
pomiedzy dwoma réwnoleglymi nieskoniczonymi ptaszczyznami poruszajacymi sie wzgledem sie-
bie z predkoécia w odlegltymi od siebie o h. [ |

Zadanie 8.19. Znalez¢ rozklad predkosci stacjonarnego przeptywu niedcisliwej cieczy lepkiej
pomiedzy dwoma réwnolegtymi nieskoficzonymi nieruchomymi plaszczyznami odlegtymi od sie-
bie o h pod wplywem gradientu ci$nienia. [ |

Zadanie 8.20. Znalez¢ stacjonarny rozkltad predkosci niescisliwej cieczy lepkiej w cylindrycznej
rurze o promieniu R i przepustowosé rury (ilo$c masy cieczy przeplywajaca w jednej sekundzie
przez przekrdj poprzeczny). [ |

Zadanie 8.21. Znalez¢ przepustowosé rury i stacjonarny rozktad predkosci niescisliwej cieczy
lepkiej w rurze o przekroju pierdcieniowym o promieniu wewnetrznym R i zewnetrznym Ro. m

Zadanie 8.22. Walec o promieniu Ry porusza sie rownolegle do swej osi z predkosciag u wewnatrz
wspoélosiowego z nim walca o promieniu Ry. Wyznaczy¢ ruch cieczy wypelniajacej przestrzen
miedzy tymi walcami. [ |
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