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6.1. Dyfuzja

Strumien dyfuzji jest opisany prawem Ficka:

F=-DUC, (6.1)

Mamy do wyboru 3 sposoby pepbwania z
zanieczyszczeniami: gdzie

|
|
|
|
I
|
|
(a) zamiana w substancje nieszkodliwe | F [kg/(m2s)] jestwektorem strumieniaktadnika,
metodami chemicznymi, biologicznymi lub | D [mZs] jestwspétczynnikiem dyfuz;i
przez napromieniowanie, : C [kg/m?] jest lokalm koncentragj (stezenien)
(b) rozcieiczenie do szen uwazanych za | sktadnika o masi® w niewielkiej obgtosci V
|
|
|
|

nieszkodliwe, wokét danego punktu
(c) magazynowanie w bezpiecznym miejscu. C=MNV (6.2)

Jezeli w jakimkolwiek gazie lub cieczy,

obecnie jest zanieczyszczenie, t0 po pewnym Tabela 6.1.Wspotczynniki dyfuzji w temperaturze
czasie rozprzestrzeniegsono w catej olgjtosci | 25°C pod dinieniem atmosferycznym.

: N |
tego gazu_lub cieczy. .Dlatego rozmzapc Igb | osrodek D [m?/s]
magazynujc substancje szkodliwe powismy | - -
zna ich procesy transportu. | ga?; lerc))ongivlijetrzu ;g’gig—s

Zazwyczaj_ ngjbarol_mej |_stotny w,p’fyw nal C,H, (benzen) w powietrzu 8.8.10°
rozprzestrzenianie @i zanieczyszcaze ma | : - "
przeptyw cieczy (rzeki i oceany) i gazow (I\I:Ocv"\‘:v‘gggze'e (20°C) ;’22'18_9

. . . I 2 ] )

(atmosfgra)_ Ooraz zwrana z nim turbulencja. | H.S w wodzie 1.36-10°
Czasami jednak nie wygiuje przeptyw I NaCl w wodzie (20°C) 1,3 -10°

makroskopowy, natomiast istotna jest dyfuzjé,

np. w gliniastym podtzu lub stojcych wodach : (zrodto: E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka
gruntowych. | srodowiska, PWN, Warszawa 2002, tabela 5.1)
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Prawa dyfuzji Ficka

W przypadku gdy oprocz dyfuzji wygiuje
takze unoszenie @stek domieszki (tzw.
adwekcja w przeptywie laminarnym z
predkosciag u niezalena od potaenia | prawo
Ficka (6.1) przyjmie posta

F=uC-DUC. (6.3)
Z prawa zachowania masy wynikas,
%(t: +0F = 0. (6.4)

Podstawiajc wzor (6.3) do (6.4) otrzymujemy
0C

at+DEQuC)—DEQDDC):O, (6.5)
€ | (0m)C+uMC-0qDOC) =0,
ot (6.6)

Stad, zaktadajc, ze Oeu = 0 (czyli bezrodiowe
pole wektora pgdkosci) oraz, ze D jest
niezalene od miejsca i kierunku, otrzymujemy:

%Ct:+u[[DC: po%c.  (6.7)

(na podst.E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka srodowiska, PWN, Warszawa 2002, rozdziat 5.1)

Poniewa lewa strona roéwnania (6.7) jest
pochodi zupetry funkcji C(x(t), y(t), z(t), t) i
zatazylismy [Jeu =0

dC :6C+0C dx+0C dy+0C dz:

dt ot ox dt o9y dt o0z dt
=€ ocw=+umc. (6.8)
ot ot
réwnanie (6.7) mzna zapisaw formie
€ _ b (6.9)
dt

W przypadku jednorodnego s$mdka w
spoczynku, gdzier = 0, rownanie to przyjmuje
post& znamy jako Il prawo Ficka

oC 2

- =Db0O"C. 6.10

ot (6.10)
Roéwnanie to jest identyczne z rownaniem

dyfuzji ciepta (3.13) przy, = O, tzn. przy braku
wewretrznychzrédet ciepta. Ze wzghu na inn
interpretagg fizyczna mana jednak poda
odmienne przyktady.
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Ogolne rozwigzanie Il prawa dyfuzji Ficka

Rozwamy rozwizanie |l prawa Ficka dla danych warunkéw pgkawych

C_pn2c  da t>0 rogon,

ot (6.11)
C(t=0r)=g() dla C:0" - 0O,

gdzie g(r) jest zadam funkcja odwzorowujca n wymiarowg przestrzé na wartdci stzenia
pocatkowego. Podamy bez dowodig ogdlinym rozwizaniem uktadu (6.11) jest

C(t,r) = an E(t,r —r' )g(r )dr, (6.12)
gdzieE(t, r) jest rozwizaniem podstawowym dia> 0

E(r)= © _ex -Ir i (6.13)
T (42 4Dt |

Mozna wykaz4, ze dla kadegot > 0 zachodzi

[ nEtr)dr=1. (6.14)
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Przykiad 6.1. Zrédto chwilowe w postaci ptaszczyzny

Rozwamy jednorodny érodek w spoczynku w postaci bardzo cienkiej niéskonej ptaszczyzny
X = 0 umieszczonej w przestrzeni trojwymiarowrjyf). Zatemy, ze zanieczyszczenie w floi Q
[kg/m?] zostato uwolnione w chwili= 0

C(t - 0, x) = Q3(X). (6.15)

W tych warunkach skenie C w dowolnej chwili t be¢dzie zaleato tylko od wspoéhzdnej x
| rozwigzanie ogolne (6.12) sprowadza db rozwizania podstawowego (6.13) dia 1

- Q - X’ (6.16)
C(x,t) = ZW ex;{m) :

6% =2Dt, (6.17)
rozwigzanie (6.16) mzna zapisaw formie funkcji Gaussa

Wprowadzajc parametr

cixt) =2 ex ‘XZ), (6.18)

0/ 2T 2G2

gdzieo? = <x?> jestsrednim kwadratem odlegioi, na jak czastki oddality s¢ od zrodta.
Wiasciwosé (6.14) gwarantujeze catkowite sizenie pozostanie state w dowolnej chwili

foc:(x,t) dx=0Q. (6.19)

(na podst.E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka srodowiska, PWN, Warszawa 2002, rozdziat 5.1) M6-4



Przykiad 6.2. Jednowymiarowa chmura o skonczonych rozmiarach

Rozwamy jednorodg chmug o grubaci d uwolniors w chwili t = 0, dla ktérej warunki pogtkowe

C=C, dla-b/2<x<+b/2,
C=0 dlainnychx.

(6.20)

Chmura ta jest superpozyayielu funkcji typu delta (6.15) stanoyaychzrédia punktowe.
Wedtug wzoréw (6.12) i (6.13) ogolne rozmanie |l prawa Ficka (6.10) przy warunkach (6.20)

+b/2 Y
C(x)— Co I exp{(xxz)}dx', (6.21)
2T 072 20
gdzieo? = 2Dt. Rozwhzanie to mana take zapisa wykorzystupc funkcg btedu ,erf”
C b/2+X b/2-x
C(x)="29|erf erf , 6.22
¥ {(ofj (Gﬁﬂ (6:22)
gdzie
2 B
erf@) = = _[ expz2)dz. (6.23)
ﬁo

Wykres funkcji (6.23) byt przedstawiony na rys. &«Module 3.

(na podst.E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka srodowiska, PWN, Warszawa 2002, rozdziat 5.1)
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Przvktad 6.3. Chwilowe Zzrédia liniowe Przvktad 6.4. Ciagte zrodio punktowe
| punktowe w trzech wymiarach w trzech wymiarach

Réwnanie (6.18) dotygze chwilowegozrodia Rozwamy zrédio punktowe w (0, 0, 0), ktore

w postaci ptaszczyzny memy uogoint takze pocawszy od chwilit, = O w sposob oty
na przypadek chwilowegadrodta liniowego | uwalnia zanieczyszczenia w tempee [kg/s].
punktowego uwolnionego w chwilj = 0 Stezenie zanieczyszcaeC(r, t) obliczamy dla

. n=3 catkupc (6.24) po wszystkich chwilowych
_ Q —r emisjach @ = qdt' uwolnionych w chwilach' [
C(xt) = ( )n ex 252 | (6.24) [0, t]. Parametra? = 2D(t — t') opisuje teraz
0/ 21 o i~ . ) .
wkiad w chwilit emisji uwolnlonej w chwilit'

gdzie r jest odlegtécia od zrédia, an liczba dt’
wspotrzdnych kartezjaskich decydujcych or. I

» Dla rozwaonego wczéniej zrodta w postaci

ptaszczyzny?=x2in=1. (6.26)
Podstawiaic B2 = r2/4D(t — t') rezultat ten
mozna zapisaw formie

» Dla zrodta liniowego np. wzdtuosi Z mamy
r’=x2+y?in=2, asgzeniezrédtaQ
wyrazamy w [kg/m].

_ 9 r
C(r,t) = erffd —— |, (6.27
» Dla chwilowegozrédta punktowego mamy (.9 4TDr ({2«/ Dtj ( )
r2=x2+y2+7in=3, astzeniezrodtaQ

wyrazamy w [kg].

gdzie erfcf) = 1 — erf) jest funkcy
komplementargod funkcji bkdu (6.23)
W kazdym przypadku obowkruje

2 = 2Dt. (6.25)

(na podst.E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka srodowiska, PWN, Warszawa 2002, rozdziat 5.1)

erfc(®) = jﬁ I expz°)dz.  (6.28)
B
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Przykiad 6.5. Zrédto punktowe w obecnosci jednorodnego przeptywu

Rozwamy chwilowe zrédio punktowe w
powietrzu lub rzece phgtej ze stag predkoscia
u wzdhliz osi X Jd&li uzyjemy ukfadu
wspotrzdnych X', y', z' poruszajcego st z
ptynem, w ktorym uwolnienie zanieczyszaas
t = 0 nas¢puje w punkcie (0O, 0, 0), to ze wzoru
(6.24) otrzymamy

Korzystapc z transformacji Galileusza
X'=x—-uty =y, z'=zwracamy do uktadu, w
ktorym zrodio spoczywa

c=, 3 ex;{— (x-up®+y” +22} ,
(cr 2T[)

202
gdziea? = 2Dt.

12 12 12
X°TY *Z2° | (6.29)
207

(6.30)

(na podst.E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka srodowiska, PWN, Warszawa 2002, rozdziat 5.1)

Rozwamy ciagte zrodio punktowe potezone
w pocatku uktadux, y, z, ktore w chwilit = 0
zaczyna uwalni&da  zanieczyszczenia V4
wydajnccia q [kg/s]. Zastosujemy ponownie
wzor (6.26) wyprowadzony dla ggtego zrodta
nieruchomego ale obecnie zapiszemy go w
uktadziex', y', z' zwigzanym z ptynem:

dt’

3/2.[ {4D(t t):|(t t)3/2’

(6.31)

gdzie ¢)2 = (x)2 + (V)2 + (z)% a powrdt do

uktadu nieruchomego umliwia transformacja

X'=x—-ult-t),y=y,z=z
Przegcie do granicyt -

o w (6.31)

umazliwia znalezienie odpowiedniej calki
oznaczonej w tablicach i otrzymujemy wzor
_ 9 u(r - x
Co = exg - , 6.32
4TrD [{ 2D } ( )

gdzier?=x2 +y? + 72,
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Wptyw warunkow brzegowych

W obecndci scianek réwnania riniczkowe g nadal spetnione
musimy jednak zastosowaodpowiednie warunki brzegows
Rozwamy jednowymiarowy problem ptaskiego chwilowe:
zrodla wx = 0. Jeeli w x = L znajduje si $ciana, to strumie F
musi w tym miejscu zerowssic

F = —DaC =0 dlax=-L.
0X

Znalezione poprzednio rozgzanie w postaci funkcji Gauss

(6.33)

(6.16) spetnia rownanie dyfuzji (6.10) ale nie spetwarunku -

brzegowego (6.33). Mma jednak dodadrugie, wyimaginowane
zrodio wx=-2L, tak by obazrodta dawaty strumienie wygaszeg
sic w x = -L. Poniewa réwnanie dyfuzji jest liniowe, sum
rozwigzan dla poszczegolnycirddet jest szukanym rozgaaniem

Q [ —x2/(4Dt) —(x+2L)2/(4Dt):|
C=——"__|e +e (6.34)
2./ TDT
W przypadku dwoch brzegow = L oraz x = -L spetnienie -

warunkéw brzegowych wymaga uwedhienia nieskfczonego
cigguzrodetx = ...-6L, -4L,-2L, 0, 4, 4L, 6L,...

Q exr{_ (x+ 2nL)2}.
4Dt

00

2. /TDT nzz_w

Y
a1

—t=1

N

—t=3
—1=10

N-0O45
oTOTY

Rys. 6.1.Przyktad obliczé wedtug wzoru
(6.35) dlab =0,02,Q=1,L=1.
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+ k h (zrodto: E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka
62 Przep yW W rZzekKacC srodowiska, PWN, Warszawa 2002, rozdz. 5.2)

Dyspersjajest uogolnieniem dyfuzji. Woda w rzece jest wygéym ruchu i turbulencja ma
dominupcy wptyw na dyspergj Opisupc rzeczywisty przeptyw turbulentny w rzece trzelaatpic
wspobtczynnik dyfuzji molekularnep trzema wspotczynnikami mieszania turbulencyjnegoe,, €,
wzdtuz osi X, Yi Z. | prawo Ficka (6.3) z uwzegdinieniem pgdkaosci nurtuu przyjmie teraz posta

_ oC oC oC
F=uC-¢g, e, —¢g, €, -€, —
0X oy 0z
gdziee,, e, €, s3 wektorami jednostkowymi. Poniewaurbulencja ma zvizek z warstw przyscienn,
zwykle przyjmuje s§ nastpujace empiryczne wspotczynniki turbulencyjne:
»dla kierunku pionowego

e, (6.36)

g,= 0,067u. d, (6.37)
»dla kierunku poprzecznego do nurtu wzdki
g, = 0,15u. d, prosty kanat,
g, = 0,24u. d, kanat irygacyjny, (6.38)
g,=0,6u. d, meandrujce strumienie,
gdzied jestsredni glebokdicia,
u. jest pedkoscia tarcia, ktog mozemy obliczy jako U« =./To/P, (6.39)

gdziet, [N/m?] jest napezeniemscinajgcym wzdhi dolnej powierzchnip [kg/m?] jest g:staicia.
W szczegolnie prostym przypadku jednorodnego pymeptw rzece o statej ghokasci d,

szerokdci Wi statym nachyleniw zachodzi rownowaga sit tarcia i skladowej sitgz&iosci stycznej
do dnart, = pgdsina, zatem pgdkosé tarcia

W =./gdsina. (6.40)
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6.3. Transport zanieczyszczen w powietrzu

W powietrzu transport poziomy jest szybszyz ni
pionowy. Z powodu konwekcji transport pionowy jes
jednak duo szybszy, ri wynikatoby to z samej dyfuzji

molekularne). Zaréwno w transporcie poziomym, jak

pionowym, turbulencja atmosferyczna prowadzi

szybkiego mieszania zanieczysztze

Tabela 6.2. Poziomy transport zanieczysaczatmosferze.

Tabela 6.3. Pionowy transport zanieczysaczeatmosferze.

Odlegtas¢ Skala czasu
1-10 m sekundy
3-30 km godziny
100-1000 km | dni

potkula miesgce
kula ziemska | lata

- - - adiabatyczny profil temperatury,
h ____rzeczywisty profil temperatury.

1

L7 =]

Warstwa

Zaskg

Skala czasu

warstwa gran iczné

troposfera
stratosfera

. od gruntu do 100-3000 m,
od 100-3000m do 10-15 kny,
od 10-15 km do 50 km

od minut do godzin
od dni do tygodni

lata

(zrodto: E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka srodowiska, PWN,

Warszawa 2002, Tabela 5.4).

neutralna powyzej komina, stabilna ponizej €)

Rys. 6.2 Ksztatt smugi dymu z wysokiego komina dlamgch warunkéw stabilrii.

(zrodto: E. Boeker, R. Grondelle, Fizyka srodowiska, PWN, Warszawa 2002, rys. 5.18)

M6-10



Transport zanieczyszczen w powietrzu

Zatézmy, ze dominujca sktadowa pidkosci wiatru u jest skierowana wzdiiosi X i catkowita masa
zanieczyszczejest zachowana. Podstawowym modelem rozchodzenmasieczyszczew powietrzu
jest rownanie dyfuzji (6.7)

%ct:+u MC =D O°C. (6.7)

w ktorym wspotczynniki dyfuzjiD zastpiono wspoétczynnikami leplési turbulencyjnej i pominito
zerupce s¢ skladowe, otrzymugc
2 2 2
0C+u6C:8X0 C+8y0 C+820 C’ (6.41)
ot  ox NG dy? 0z°

gdzie s¢zenie zanieczyszcaeC jest wyraone w [kg/rd].

Przykiad 6.6. Punktowe Zrodito zanieczyszczen w powietrzu
Wspotczynniki turbulencyjneasna ogot skomplikowanymi funkcjami potenia, dlatego nie dacsi
latwo rozwhzat rOwnania (6.41). Jeli te wspoiczynniki § state, to ména poda analogiczne
przyktady jak wczéniej dla dyfuzji molekularnej. Przyktadowo dla chewwego punktowegarddia w
atmosferze, patgz na wzor (6.30), m@my od razu podaanalogiczne rozvgzanie rownania (6.41)

. Q _(x-up?_y? 7
7 (2n)*%0,0,0 ex;{ 202 202 202 | (6:42)
xVyYz X y z

gdzieo,? = 2¢, titd.
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Zadania do modutu 6 (materiat nieobowigzkowy)

1.W temperaturze 15°C wspétczynnik dyfuzji ©® N, jest rownyD = 0,158-10* m?-s. Oblicz
czas po jakintrednia kwadratowa odlegté /< 2 > bedzie rowna 0,01m, 1m i 100m (Odp.:
3,16 sekund, 8,8 godzin i 10 lat). Zaktagtage mielimy do czynienia z chwilowym punktowym
uwolnieniemQ = 10 kg CQ policz stzenie tego gazu we wecade] wyznaczonych chwilach w
miejscu w ktoérym zostat uwolnionwVskazowka:c :Le-rz/(%z), gdzien jest liczky
wspotrzdnych kartezjaskich decydujcych or. ((NET)n

2.Zaktadagc, ze mielsmy do czynienia z chwilowym punktowym uwolnienier@05kg CQ w
obecndci wiatru u = 20 m/s, policz po jakim czasiegstnie CQ w odlegtagci 1 m na 0six
bedzie e razy wiksze ni w odlegtdci x, = 2 m. Po jakim czasie ten warunek bytby spetniony

gdyby nie byto wiatru.

3. Udowodnij,ze dla przypadku jednowymiarowego dla ktérego dydumpzemy opisé
réwnaniem 9€ = p9°C , rozwaniem jest funkcj& = _Q Puany
ot ox° 2-/Drt

4.Rozwa chwilowe punktowezrodto NaCl w trzech wymiarach. Oblicz czas po jakinedni
kwadratowy promig kropli dyfundupcej w wodzie bdzie rowny 1 m. Oblicz czas, po jakim
stezenie w odlegtéci 1 m odsrodka kropli ledzie f = 1072 razy mniejsze uistezenie wsrodku
kropli (w tej samej chwili). Wspétczynnik dyfuzji &Cl w wodzie wynosD = 1,3-10° m? s,

Wskazowka: C :Qne_rZ/(ZOZ) , gdzien jest liczky wspoéhrzdnych kartezjaskich
decydujcych or. (o/2m)
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