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Przedstowie

Specyfika teorii pomiaréw jest jej wtorny charakter w stosunku do metod badawczych stosowanych w
roznych naukach, a szczegdlnie w fizyce. Roznorodno$¢ zadan, pomystowos$¢ i subtelnos¢ metod i technik
badawczych, powoduje, Zze nie ma i nie moze by¢ jednej, uniwersalnej teorii pomiaréw. Podrgcznik ten ma za
zadanie zapoznanie Czytelnika z wybranymi zagadnieniami, ktore moze napotka¢ na swej drodze eksperymentatora,
nie wyczerpuje jednak wszystkich znanych metod i technik opracowywania danych do§wiadczalnych.

Autor starat si¢ zilustrowaé przykladami kazde zagadnienie, nie wszystkie przyktady dotycza bezposrednio
eksperymentow fizycznych, mozna w tym podreczniku znalez¢ przyktady z zakresu inzynierii i technologii, a takze
biologii i agrotechniki, daje to przy okazji informacjg, w jak wielu dziedzinach stosowane sg te same techniki analizy
danych.

Tak jak w wielu innych podrecznikach, tak i w tym, Czytelnik spotka terminologi¢ i interpretacje niektoérych
pojec¢ 1 metod odbiegajaca od tej, wystepujacej np. w literaturze podanej na koncu podrgcznika, wynika to z wielu
wzgledow, gtéwnie z powodu wprowadzania metod i terminologii oddzielnie w kazdej z dziedzin i opracowywania
terminologii na podstawie thumaczen literatury z wielu jezykow obcych. Autor starat si¢ podaé terminy stosowane w
roznych dziedzinach oraz angielskie odpowiedniki naszych terminéw i ich skroty (czgsto stosowane w

angielskojezycznych programach matematycznych i statystycznych).






1. WPROWADZENIE

- wnioskowanie w nauce: dedukcja i indukcja,

- projektowanie i organizacja badan naukowych,
- logika eksperymentu,

- zdrowy rozsqdek w eksperymentach.

1.1. Wnioskowanie dedukcyjne i indukcyjne.

Whioskowanie dedukcyjne polega na rozumowaniu od stwierdzen ogélnych do szczegdlnych. Tzn. mamy
kilka ogélnych praw, lub tylko jedno, a za zadanie mamy okresli¢, co wydarzy si¢ w przypadku wystapienia
pewnego specyficznego zestawu warunkéw. Lepiej uzmystowig nam to nastepujace przyktady:

i) Mamy wzor na pole powierzchni kota S = nir? , jakie jest pole powierzchni kota o promieniu 2 cm?

ii) Mamy prawa Boyle'a-Mariotta i Charlesa dotyczace przemian gazu doskonatego, i na ich podstawie powinnismy
okresli¢, jak bedzie zmieniala si¢ objetos¢ gazu podczas zmian ci$nienia i temperatury tego gazu?

iii) Mamy zestaw parametrow fizyko-chemicznych charakteryzujacych polprzewodniki oraz kilka probek
nieznanych materialow, naszym zadaniem jest okreslenie, ktore z nich sa potprzewodnikami.

Prawie wszystkie problemy, z ktérymi macie Panstwo do czynienia podczas studiéw, sa tego typu (dobrze
oparte na podstawach naukowych). Oznacza to takze, ze powinni panstwo posiada¢ duzy zapas wiadomosci
podstawowych i tatwo$¢ wnioskowania dedukcyjnego o szczeg6élnych przypadkach.

Drugi sposob wnioskowania jest przeciwny do tego. Mamy zespot poszczegoélnych przypadkdéw i na tej
podstawie mamy odpowiedzie¢ na pytanie o ogoélne prawo rzadzace tymi przypadkami (wszystkimi elementami
klasy wydarzen do ktorych naleza rozpatrywane przypadki). Wnioskowanie od szczegétu do ogdtu nazywane jest
wnioskowaniem indukcyjnym. Wyjasnig¢ to na kilku przyktadach:

i) Mamy pola powierzchni oraz promienie kilku kot, na tej podstawie mamy napisa¢ ogdlny wzoér na pole
powierzchni kota o dowolnym promieniu.

ii) Mamy seri¢ obserwacji objetosci gazu doskonalego w réznych warunkach temperatury i ci$nienia,. oczywiscie
powinnismy na tej podstawie poda¢ réwnanie stanu gazu doskonatego.

Zwroémy przy tym uwage na to, ze wszystkie te problemy opieraja si¢ na grupach obserwacji (pomiar6w).
Cho¢ czasem wnioskowanie odbywa si¢ w oparciu o obserwacje zjawiska bezposrednio wystepujacego w naturze
(bez opisu ilosciowego). Na przyktad: mamy kilka probek nieznanych gatunkéw chwastow, na tej podstawie mamy
okresli¢ cechy charakterystyczne klasy chwastow i ich potozenie w systematyce ro$lin.

Zwykle wszystkie obserwacje wykonuje si¢ w $cisle okreslonych warunkach, natomiast badane parametry
zmienia si¢ w uporzadkowany sposob, poprzez odpowiednie oddziatywania. Inne parametry mogace wptywac na
obserwacje s3 praktycznie minimalizowane. Czynno$¢ t¢ nazywamy eksperymentem. Jakikolwiek eksperyment
zaprojektujemy, jego celem jest przeprowadzenie obserwacji (pobranie probek losowych), ktére moga by¢ uzyte do
posiadajacego pozory prawdopodobienstwa uogolnienia na temat badanego zjawiska. Dokonywanie takich
uogdlnien jest typowym zadaniem wnioskowania indukcyjnego.

Nie nalezy jednak odnie§¢ wrazenia, ze wnioskowanie indukcyjne stanowi zupeinie niezalezny od
wnioskowania dedukcyjnego sposob myslenia. Bowiem, wnioski wynikajace z indukcji musza byé zawsze
weryfikowane przy pomocy precyzyjnych metod dedukcyjnych. Jezeli uwaznie przyjrzymy si¢ przyktadom,
zauwazymy pomiedzy nimi dosy¢ istotne roznice.

W przypadku obliczania pola powierzchni kota nie ma niepewnosci co do wyniku. Dla kazdego danego
promienia jest tylko jedna odpowiedz (o ile nie wezmiemy pod uwage doktadnosci wyznaczenia liczby ).

Inny charakter ma problem rzutu monetg. Podstawowym zatozeniem jest, ze moneta jest jednorodna, a wigc
prawdopodobiefistwa wyrzucenia orta i reszki sg jednakowe. Wowczas wynik pojedynczego rzutu jest niemozliwy
do przewidzenia, oba wyniki mogg by¢ otrzymane z prawdopodobienstwem rownym 0,5. Gdy postawimy sobie
pytanie co si¢ stanie jezeli rzucimy monetg 10 razy, jeszcze trudniej jest da¢ jednoznaczng odpowiedz, poniewaz
mamy wowczas az 11 mozliwosci o zréznicowanym prawdopodobienstwie. Oczywiscie mogg wystapi¢ bledy
probkowania, bowiem w tym wypadku nie ma jednoznacznego zwiazku przyczyna-skutek.

Termin szansa (prawdopodobienstwo) jest trudny do zdefiniowania, ale mysle, ze jest zrozumialy nawet bez
precyzyjnej definicji. Kiedy w problemie pojawia si¢ element szansy, pojawiaja si¢ wtedy dla eksperymentatora duze
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trudnosci. Szczegdlnie duze w przypadku wnioskowania indukcyjnego. Rozpatrzmy dedukcyjny problem
dziesigciokrotnego rzucania nieobcigzong moneta. Poprzez dedukcje mozemy obliczy¢ dla wszystkich 11 mozliwych
wynikéw prawdopodobienstwo ich wystapienia. Na przyktad prawdopodobienstwo wystapienia 5 reszek i 5 orlow
wynosi 0.246 czyli 24.6%. Jesli zmodyfikujemy poczatkowe zatozenia (na przyktad obciazajac ja lekko z jednej
strony), obliczenia stang si¢ bardziej pracochtonne, ale dalej beda wykonalne i proste. Na szczeScie teoria
prawdopodobienstwa jest juz dobrze opracowana, istnieja tablice i metody skrdcone (oraz bardzo rozbudowane
programy komputerowe), zmniejszajace ilo$¢ koniecznej pracy do minimum.

Teraz rozpatrzmy ten sam problem indukcyjnie. Jezeli rzucimy 10 razy otrzymamy 5 razy orla i 5 razy reszke, co
mozemy powiedzie¢ o jednorodnosci monety? Z catkowita pewnosciag mozemy jedynie stwierdzié, ze moneta ta nie
ma po obydwu stronach reszki (zaréwno jak i orfa). Je$li moneta nie jest obcigzona, takiego wyniku mozemy
spodziewac¢ si¢ z prawdopodobienstwem rownym okoto 25%. Z duzym prawdopodobienstwem, ze jest to prawda,
mozemy stwierdzi¢, ze kostka nie jest mocno obcigzona. Musimy jednak pamietaé, ze nigdy takie stwierdzenie nie
jest catkowicie pewne. Nawet w przypadku silnie obcigzonej monety (gdy np. prawdopodobienstwo wyrzucenia
reszki jest rowne 90%) istnieje pewne, niewielkie prawdopodobienstwo pojawienia si¢ 5 reszek i 5 orlow. Nie
zdefiniowali$my do tej pory co oznacza niewielkie lub duze obcigzenie, jednak metody statystyczne pozwalaja
wyznaczy¢ zakres obcigzen ktére mozemy uwazaé za pomijalnie mate. Osoby przyzwyczajone do precyzyjnych
odpowiedzi dedukcyjnej matematyki moga by¢ rozczarowane niejasnoscia odpowiedzi.

1.2. Projektowanie badan naukowych

Odkrycie mozliwosci wyrazenia kazdej wartosci interesujacej nas wiasnosci (mierzonej wielkosci fizycznej)
za pomocy liczby, jest bardzo waznym osiagni¢ciem mysli ludzkiej. Otrzymanie na drodze doswiadczalnej zwigzku
ilosciowego pomiedzy okreslong wielkoscia fizyczng, a jej wartodcia przyjeta za jednostke odniesienia, nazywamy
pomiarem. Nalezy jednak pamietac, ze kazdemu pomiarowi towarzyszy wystgpowanie btedow. Poniewaz mierzona
wielkos$¢ fizyczna (wraz z bledami) moze by¢ traktowana jako proces losowy, statystyka matematyczna daje nam
réwniez wazne wskazowki co do projektowania poprawnego eksperymentu:

1. Powtarzalno$¢ - oznacza zastosowanie oddziatywania dwa i wigcej razy w celu doswiadczalnego oszacowania
bledow oraz poprawy precyzji pomiaru (obserwacji) skutkéw tego oddziatywania. Ilo$¢ koniecznych powtdrzen
zalezy od wielkosci roznic (odchytek) ktore chcemy wykry¢ oraz zmienno$ci wielkosci, ktora chcemy zbadac.
Pamigetajac o tych obu rzeczach na poczatku eksperymentu zmniejszamy ilo$¢ streséw towarzyszacych badaniom.

2. Przypadkowos¢ - jest to przyporzadkowanie oddziatywan do przyrzadow badawczych w taki sposob, ze wszystkie
maja jednakowg szans¢ otrzymania oddziatywania.

3. Lokalna kontrola - ma na celu zmniejszenie btedéw pomiarowych, na przyktad pomiary grupujemy w bloki i po
wykonaniu kazdego bloku analizujemy jego wyniki.

Uniwersalna procedura przeprowadzenia badan naukowych jest trudna do zdefiniowania, jednak zwykle
wymienia si¢ nastepujace elementy:

1. Sformutowanie hipotezy - probne, niecobowigzujace rozwigzanie, wyjasnienie.

2. Zaplanowanie eksperymentu obiektywnie testujacego te hipoteze.

3. Skrupulatne wykonanie obserwacji i zebranie danych do§wiadczalnych podczas eksperymentu.

4. Interpretacja wynikow eksperymentu - rozwazenie otrzymanych danych w konteksécie innych znanych faktow i
danych mogacych potwierdzi¢ lub zaprzeczy¢ naszym wynikom i postawionej na wstepie hipotezie.

5. Zakres stosowalnosci wnioskow - oczywiscie powinien by¢ jak najszerszy. Eksperyment powtarzalny w czasie i
przestrzeni zwigksza zakres stosowalnosci wnioskow wyptywajacych z niego. Inng droga poszerzenia zakresu jest
eksperyment wspotczynnikowy, w ktorym efekty dzialania jednego z czynnikéw badane sg w funkcji
zmieniajacych si¢ pozostatych mozliwych czynnikow.

6. Obliczenie wielkosci btedow pomiarowych - w kazdym eksperymencie istnieje pewien element niepewnosci co do
waznosci uzyskanych wynikow. Doswiadczenie powinno by¢ tak zaprojektowane, aby mozna bylo oszacowaé
(obliczy¢) wielko$¢ btedu.

Mozna takze okre$li¢ najwazniejsze kroki eksperymentatora:

1. Zdefiniowanie problemu - pierwszym krokiem na drodze do rozwigzania jest prawidlowe (przejrzyste, jasne)
sformutowanie problemu. Jesli nie mozemy zdefiniowa¢ problemu mamy mala szans¢ na rozwiazanie tego
problemu. Jezeli problem jest zrozumiaty, powinnis$my potrafi¢ postawi¢ pytania, na ktore odpowiedz przyblizy
nas do rozwigzania.

2. Zestawienie celow - moze by¢ w formie pytan na ktore nalezy odpowiedzie¢, hipotez ktore nalezy przetestowac
lub zjawisk ktore nalezy zbadac. Cele te powinny by¢ dobrze sprecyzowane, bowiem tylko takie postawienie celow
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umozliwia eksperymentatorowi prawidlowe i efektywne zaprojektowanie doswiadczenia. Jezeli mamy wigcej niz
jeden cel, cele powinny by¢ uporzadkowane pod wzgledem waznosci, i w takiej kolejnosci uwzglednione w
projekcie. Przy okreslaniu celow nie nalezy by¢ ani zbyt ambitnym ani zbyt ostroznym.

3. Wybor oddzialywan - sukces eksperymentu zalezy w duzej mierze od skrupulatnego doboru oddzialywan
(zmiennych parametrow), opracowania metodyki postepowania, ktére pozwolg odpowiedzie¢ na postawione
pytania.

4. Wybor badanego materialu - nalezy uwzgledni¢ cele eksperymentu oraz wielko$¢ populacji o ktorej wnioski
chcemy wyciagna¢. Material powinien stanowi¢ probe reprezentatywng tego materiatu.

5. Wybér uktadu doswiadczalnego - tutaj ponownie nalezy rozwazy¢ cele, ale podstawowa zasada jest wybranie
najprostszego ukladu spelniajacego wymagania co do doktadnosci pomiaru.

6. Wybor obserwowanej wielkosci i ilo$ci powtorzen.

7. Kontrola wzajemnego wptywu obserwowanych wielkosci - zwykle stosuje si¢ tu wartosci graniczne lub obrobke
statystyczna.

8. Wstepna, teoretyczna analiza przydatno$ci wynikow - zebrane dane powinny prawidtowo opisywaé skutki
oddzialywania bedace celem eksperymentu.

9. Przeprowadzenie analizy statystycznej i zsumowanie wynikow - opisanie zrodel btedow i okreslenie stopni
swobody dla analizy wariancji. Nalezy zaplanowa¢ zastosowanie rdznych testow F, zaplanowaé jak otrzymane
wyniki beda zastosowane oraz przygotowaé¢ odpowiednie tabele lub wykresy przedstawiajace spodziewany efekt
pomiarow (ktore nalezy poréownaé z zatozonymi celami). W tym miejscu dobrze jest da¢ nasze plany do
przejrzenia kolegom, moga oni zauwazy¢ bledy, ktérych my nie zauwazylismy.

10. Przeprowadzenie do§wiadczenia - przeprowadzajac eksperyment staraj si¢ zachowaé obiektywizm. Zorganizuj
tak zapisywanie danych aby tatwo je bylo potem analizowaé. Jesli konieczne jest kopiowanie (przepisywanie)
danych nie zapnij poréwnac ze soba oba egzemplarze!

11. Analiza danych i interpretacja wynikow - Wszystkie dane doswiadczalne powinny zosta¢ zanalizowane w
zaplanowany sposob a wyniki zinterpretowane w $wietle warunkéw doswiadczenia, hipotezy powinny zostaé
przetestowane.

12. Przygotowanie kompletnego, czytelnego i poprawnego raportu badan.

1.3. Hipotezy

Hipoteza jest to probna teoria dotyczaca natury i powiazan poszczegdlnych obserwacji. Hipotezy réznia si¢ swa
subtelnoscig i w zwigzku z tym zrodlem swego powstania. Prosta hipoteza moze by¢ na przyktad tylko uogélnieniem
obserwacji, hipoteza bardziej zlozona moze postulowaé istnienie powigzan miedzy zdarzeniami lub
skomplikowanych tancuchéw przyczynowo-skutkowych. Analogia jest tu bardzo poteznym narzedziem, najwicksze
znaczenie ma jednak wyobraznia. Mozno$¢ budowania hipotez opiera si¢ na zatozeniu, ze w naturze istnieje pewien
fad, nie jest to jednak rownoznaczne ze stwierdzeniem, ze wszystkie cze$ci natury sa uporzadkowane. Jezeli dwie
hipotezy pasuja do zaobserwowanych faktow, a jedna z nich jest prostsza od drugiej, to zazwyczaj przyjmuje si¢ te
prostsza, do czasu, gdy dalsze fakty nie spowoduja jej odrzucenia.

Trzeba zawsze pamigta¢ o tym, ze hipoteza jest tylko probnym pomystem, sugestig - ktora jezeli nie zostala
sprawdzona nie moze by¢ traktowana jako prawo. Zdarza si¢, szczegélnie na pograniczu nauki, ze hipotezy
przyjmuje si¢ bez dostatecznego sprawdzenia. Prawdopodobienstwo nie moze jednak zastapi¢ dowodow. W celu
sprawdzenia hipotezy mozna dokonaé¢ dodatkowych obserwacji lub przeprowadzi¢ doswiadczenie sprawdzajace. Nie
ma $cistego rozgraniczenia mi¢edzy doswiadczeniem a prosta obserwacja, lecz w do§wiadczeniu obserwator zwykle
ingeruje w pewnym stopniu i stwarza warunki lub wywotuje wydarzenia korzystne dla swego celu. Zespot warunkow
wymaganych dla danego zdarzenia (nazywanych zmiennymi) moze by¢ zazwyczaj ograniczony do skonczonej
liczby, wystarczajacej do celow praktycznych. W idealnym doswiadczeniu wszystkim tym zmiennym mozna nadac
warto$ci zadane przez eksperymentatora. Hipoteza powinna nie tylko pasowac¢ do faktow, ktore wywolaty jej
stworzenie i nowych obserwacji, ale rowniez wykazywac¢ zgodnos¢ z pozostatymi czg¢sciami nauki.

W fizyce istniejg hipotezy trudne do sprawdzenia droga bezposrednich doswiadczen, zamiast tego sprawdza si¢
nastgpstwa wydedukowane z tych hipotez. Trudno jest np. wymysli¢ do$wiadczenie bezposrednio sprawdzajace
rownanie falowe Schroedingera w mechanice kwantowej, a przeciez zostaly potwierdzone tysigce nastepstw
wyprowadzonych z niego droga dedukcji matematycznej. Wazne jest rozréznianie warunku koniecznego dla
prawdziwosci danego twierdzenia, od warunku dostatecznego.

Jedna z regul postgpowania eksperymentatora méwi, ze w przypadku, gdy wydaje nam si¢, iz w aparaturze
wystepuje jakas symetria, czyli odwrocenie pewnej wielkosci lub przestawienie dwu elementow nie powinno dawaé
zadnego efektu (lub efekt powinien by¢ przewidywalny), to taka zamiang nalezy koniecznie wykonac.



Przyklad 1.

Podczas wyznaczania wspotczynnika przewodnictwa cieplnego przy pomocy aparatu Christiansenal, mierzy sie
temperatur¢ w trzech réznych punktach, przy pomocy trzech jednakowych termometréw. Ze wzgledu na symetri¢
uktadu zamiana miejscami dwu termometrow nie powinna wptyna¢ na wynik pomiaru. Gdy zamienimy termometry,
najczesciej stwierdzamy, ze wystapita réznica wskazan, bowiem kazdy z termometréw ma inny blad systematyczny,
a kazdy z pomiaréw obarczony jest btedem przypadkowym. Zamieniajac termometry i obliczajac $rednig z Kilku
pomiaréw, znacznie redukujemy catkowity blad pomiaru. Jezeli roznice temperatur T, - T; i T3 - T, sg male,
wskazane wydaje si¢ tutaj zastgpienie zwyktych termometréw, platynowymi termometrami oporowymi wlaczonymi
w ramiona dwoch mostkéw Wheatstone'a.

1Sz. Szczeniowski, Fizyka doswiadczalna. II. Cieplo i fizyka czgsteczkowa, PWN Warszawa 1976, str. 144,
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2. ELEMENTY STATYSTYKI

- rozklady prawdopodobienstwa;
- hipotezy statystyczne;
- estymacja.

2.1. Pojecia podstawowe

Wynik kazdego pomiaru obarczony jest przypadkowym bledem (jest przesunigty w stosunku do rzeczywistej
warto$ci o pewng warto$¢, ktorej nie znamy), jest zatem zmienng losowa, ktorej rozktad powinni§my znaé.

Zagadnienie polegajace na wydaniu orzeczenia, czy obserwowany rozklad mozna aproksymowad przez
pewien okre$lony rozklad teoretyczny, jest jednym z podstawowych zadan statystyki matematycznej. Rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej stuzy jako teoretyczny model rozktadu warto$ci badanego parametru (cechy)
w populacji generalnej, z ktdrej pobieramy probke. Wnioskowanie statystyczne bedace przedmiotem statystyki
matematycznej moze wystepowaé w zaleznosci od potrzeb praktycznych w dwojakim rodzaju:

a) estymacji - szacowania parametrow rozktadu badanej cechy w populacji;
b) testowania hipotez statystycznych - dotyczacych rozkladu badanej cechy w populacji. Podstawowe metody i
narzgdzia sg dla tych dwoch rodzajow wnioskowania odmienne.

Przystepujac do badan statystycznych w mniejszym lub wickszym stopniu nie znamy rozktadu interesujacego
nas parametru (cechy). Mozemy jednak (na ogoét) ustali¢ klase rozktadow, ktore moga by¢ brane pod uwage jako
ewentualne rozktady tego parametru. Podstawowym pytaniem jest w takim przypadku pytanie: Czy wskazany
rozktad moze by¢ uznany, czy tez nie, za rozktad badanego parametru?

Kazdej wartosci zmiennej losowej przypisujemy prawdopodobienistwo jej wystapienia. Dla zmiennej losowej
dyskretnej definicja prawdopodobienstwa jest intuicyjna:

P= M 1)
N

gdzie n(x) jest liczba przypadkow wystapienia warto$ci x zmiennej losowej w N probach (N € N). Dla zmiennej
losowej ciagtej definicja ta wymaga okreslenia niewielkiego przedzialu zmiennosci Ax (Ax # 0), dla ktorego
okreslane jest prawdopodobienstwo:

n(xo <x<Xx,+ Ax) 2)
N

Dla zmiennej losowej ciaglej korzystniej jest stosowaé gestos¢ prawdopodobienstwa:

P(x0 <x<x0+Ax)=

f(xo):P(x0<xAzx0+Ax) (3)

Z punktu widzenia eksperymentatora bardzo waznym parametrem rozktadu prawdopodobienstwa jest warto$¢
oczekiwana (warto§¢ $rednia) zmiennej losowej, przyjmowana najczgsciej jako rzeczywista warto$¢ wielkosci
fizycznej, ktora opisuje ten rozktad:

(42)
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Istotnym parametrem rozkladu prawdopodobienstwa jest takze dyspersja (odchylenie standardowe),
stanowiace podstawe do wyznaczania btedu mierzonej wielkosci fizycznej.



o(x) =V(x) (5)

gdzie V oznacza wariancje, ktora w zaleznosci od typu rozktadu mozna obliczy¢ karzystajac z nastepujacych

zaleznosci:
V() =2 [x - B)] Ax) (62)
V(x) = [[x- E(x)] f(x)dx (6b)

a

Zapoznamy si¢ teraz z wybranymi rozktadami zmiennych losowych.

2.2. Rozktad dwumianowy.

Rozwazmy populacje, ktorag mozemy podzieli¢ na dwie frakcje, w jednej z frakcji wystgpuje pewna cecha, nie
wystepujaca w drugiej. Jezeli z tej populacji pobierzemy losowo jeden element, to cechuje go prawdopodobienstwo
p posiadania tej cechy i prawdopodobienstwo 1-p, Ze cecha ta nie wystapi. Jesli po zwroceniu pierwszego elementu
dokonamy ponownego losowania, to prawdopodobienstwo posiadania cechy (np. posiadania barwy zielonej) bedzie
rébwne p. Zakladamy tu, ze wylosowany element ma prawdopodobienstwo p posiadania koloru zielonego, bez
wzgledu na wyniki poprzednich losowan. Po pobraniu dwu elementéw sa trzy mozliwosci: oba elementy byty
zielone (prawdopodobienstwo p?2), jeden zielony drugi innego koloru (prawdopodobienstwo 2p(1-p)), brak zielonego
(prawdopodobienstwo (1-p)2). Prawdopodobienstwo wylosowania k elementéw zielonych przy n-krotnym losowaniu
ze zwracaniem bedzie rowne:

f_ n! @)
Tk (n—k)!pk(l—p)n_k

Rozktad wartosci Pnk nazywany jest rozkladem dwumianowym lub rozktadem Bernoulliego. Przy duzej liczbie
prébek warto$¢ przecigtna:

n

;=Z(kPnk):np ®)

k=0
Warto$¢ najbardziej prawdopodobna, czyli warto$¢ k', ktora wystapi najczesciej przy duzej liczbie probek, jest
najwieksza z liczb catkowitych spetniajgca nierownosé: k' < (n+1)p (gdy (n+1)p jest liczbg catkowita, wowczas
wystgpig dwie najbardziej prawdopodobne wartosci (n+1)p i (n+1)p-1 majace to samo prawdopodobienstwo).
Odchylenie standardowe ¢ od wartosci przecietnej dla kazdej populacji okresla wzor:
p b2
—\2 9)
a:Z[(k k) Pf]
k=0
za$ wariancja 2 wynosi: 62 = n p (1-p).
Jest to uzyteczna miara "rozrzutu" wartosci k w réznych probkach. Czes¢ probek, w ktorych wartosé k

odchyla si¢ od wartos$ci przecigtnej k = np o wigcej niz dwie lub trzy wielokrotnos$ci ¢ jest nieznaczna. Dla duzych
n i p niezbyt bliskich 0 lub 1 mozna zastosowa¢ przyblizenie:

1 2p—1(y y3) (10)
_osy? )1+ 210
27ranp( y) lo2 2 o
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Rozktad dwumianowy ma rézne zastosowania, po pierwsze mozna przy jego pomocy przewidywaé rozktad
probek w populacji, w ktorej wystepuje dwumianowy rozktad pewnej cechy, po drugie mozemy postuzy¢ si¢ nim
przy sprawdzaniu hipotez statystycznych, a takze mozemy wykorzysta¢ do estymacji.

Przyklad 2.

Zatdézmy, ze energia pochodzaca z jednego zrodlta ma by¢ z przerwami zuzywana przez 5 przyrzadow. Aby
otrzymac¢ chocby tylko z grubsza oszacowanie zapotrzebowania na energi¢, musimy dodatkowo przyjaé, ze w kazdej
chwili prawdopodobienstwo p zapotrzebowania kazdego przyrzadu na energi¢ jest takie samo, przyrzady pracuja
niezaleznie od siebie, kazdy z przyrzadow korzysta z energii 12 minut w ciaggu godziny. Niech X oznacza liczbe
przyrzadow korzystajacych z energii w danym momencie czasu, zadaniem naszym jest obliczenie
prawdopodobienstwa, ze liczba przyrzadoéw korzystajacych z energii w danym momencie jest nie wigksza niz 2.
Zmienna X ma rozktad dwumianowy, w ktérym n =5, p = 12/60 = 0.2, czyli prawdopodobienstwa:

P(X=0) = 0.85 ~ 033
P(X=1) = 5.084.02 =~ 041
P(X=2) = 10-0.8%-022 =~ 020
P(X=3) = 10-0.82-02% =~ 0.05
P(X=4) = 5.08-02¢% =~ 001
P(X=5) = 0.2 ~ 0.00

Prawdopodobienstwo tego, ze liczba przyrzadow pobierajacych energi¢ rownoczesnie jest nie wicksza od 2
jest rowna sumie prawdopodobienstw P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) ~ 0.94. Warto$¢ najbardziej prawdopodobna
[(n+1)p] = [1,2] = 1, co jest wynikiem logicznym, jesli popatrzymy na zatozenia. Byt to przyktad przewidywania
rozktadu probek. Przyktadem testowania hipotezy, jest sprawdzanie hipotezy, Ze pewna klasa w szkole stanowi
probke losowa pod wzgledem liczby dzieci leworecznych, pobrang z populacji zawierajacej 5% dzieci
leworecznych. Czy hipoteze t¢ nalezy odrzucié¢, gdy okaze sig, ze wszystkie 20 dzieci w klasie bedzie leworgcznych?
Wynik taki moze wystapic¢ z prawdopodobienstwem 10 , czyli hipotezg nalezy odrzucié.

Przyklad 3.

Rozwazmy teraz przypadek 4 dzieci leworgcznych w grupie 20 dzieci. Laczne prawdopodobienstwo zdarzen:
w klasie jest nie mniej niz 4 osoby leworgczne jest rowne 0.017, zatem reguta: "odrzucam za kazdym razem
hipoteze, gdy w grupie 20 dzieci begdzie 4 lub wigcej leworecznych" moze nie by¢ prawdziwa w 1.7% przypadkow.
W takim przypadku mozna wnioskowac, ze albo w grupie dzieci jest co$ szczegdlnego (dzigki czemu nie jest ona
proba losowa), albo dzieci wybrano z populacji zawierajacej wigcej niz 5% leworgcznych albo tez obie te
mozliwo$ci wystepuja razem.

Metody sprawdzania hipotez moga odpowiedzie¢ na pytanie: "czy ta przyczyna powoduje rzeczywiste skutki?".
Natomiast na pytanie: "jak wielki jest skutek tej przyczyny?" odpowiada nam teoria estymacji, podajac albo zakres
w ktérym domyslamy si¢ istnienia rzeczywistej wartosci, albo pojedyncza liczbe jako przypuszczalnie trafng ocene
rzeczywistej wartosci.

2.3. Rozktad Poissona.

Istnieja pewne zagadnienia (np. przy korzystaniu ze znacznikéw promieniotworczych o dlugim okresie
rozpadu) gdy zliczamy kolejne przypadkowe zdarzenia, aby w ten sposob otrzymaé pewne warto$ci $rednie
charakteryzujace zjawisko.

Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona gdy:

_ exp(- )" (11)

P(X =k) o
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: 1
gdzie A== kny >0,za$k=0,1,2, ...
Mo
Rozktad Poissona mozna stosowa¢ do aproksymacji rozkladu dwumianowego, gdy prawdopodobienstwo p
jest mate, a liczba do§wiadczen n duza, przyjmujemy wtedy, ze A = np. Takze wiele istniejacych w praktyce
rozktadéw moze by¢ w dobrym przyblizeniu aproksymowanych przez rozktad Poissona.

Przyklad 4.

Rozpatrzmy dane liczbowe uzyskane przy badaniu rozpadu promieniotworczego. Przeprowadzono n = 2608
pomiaréw trwajacych po 7,5 sekundy kazdy, polegajacych na zliczaniu przez licznik scyntylacyjny liczby
dochodzacych do niego czastek. Dane liczbowe przedstawia tabela 1.

Tabela 1.
Wyniki badania rozpadu promieniotwoérczego.
Liczba Liczba P(k)
czastek doswiadczen ne/n
k Nk 1 =3.85
0 57 0.022 0.021
1 203 0.078 0.081
2 383 0.147 0.156
3 525 0.201 0.201
4 532 0.204 0.195
5 408 0.156 0.151
6 273 0.105 0.097
7 139 0.053 0.054
8 45 0.017 0.026
9 27 0.010 0.014
10 16 0.006 0.007
Razem 2608 0.999 1.000

Prawdopodobienstwa podane w czwartej kolumnie tej tabeli zostaty policzone na podstawie wzoru dla A =
3,85. Z danych liczbowych wynika, ze roznice pomigdzy zaobserwowanymi czestoSciami empirycznymi a
prawdopodobienstwami teoretycznymi w rozktadzie Poissona sa rzedu 1073,

2.4. Rozktad gamma.

Zmienna losowa ciggla ma rozklad gamma, wtedy, gdy gestosciag prawdopodobienstwa jest nastepujaca
funkcja:

0 dlax<0 (12)

p
f(x)=42"_
(p)

przy czym a > 0 i p > 0 sg parametrami tego rozktadu. Funkcja I" wystgpujaca we wzorze jest nazywana funkcja
gamma Eulera, ktora dla p > 0 opisana jest zaleznoscia:

—ax

xPte dlax>0
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+0
I(p)= J. AP le *dx
0
Wartos¢ przecigtna zmiennej losowej X jest rowna:

(13)

X = pla (14)
za$ wariancja tej zmiennej losowej jest rowna:

o = pla? (15)
Szczegdlnym przypadkiem rozkladu gamma, gdy p = 1, jest rozklad wykladniczy, z ktérym mamy do
czynienia w zagadnieniach ruchu na liniach telefonicznych, problemach czasu obstugi i czasu oczekiwania na
obstuge, czy to w przypadku sklepu, czy tez w przypadku obstugi maszyn, w problemach czasu eksploatacji
elementow i przyrzadow.

Szczegdlne znaczenie ma tu wykladnicze prawo niezawodnosci. Pod pojeciem niezawodnos$ci rozumie si¢
prawdopodobienstwo bezawaryjnej pracy w ciggu czasu t, czyli tego, Ze urzadzenie wykona zamierzone czynno$ci w
okreslonym przedziale czasu i w okre$lonych warunkach. Stwierdzono, Zze dobrg aproksymacjg niezawodnosci N jest
funkcja:

N(t) = exp(-41) dlat>0 (16)
lub

N(t) =1 - F(t) a7

gdzie F(t) jest dystrybuantg (prawdopodobienistwem skumulowanym) w punkcie t zmiennej losowej T o rozktadzie
wyktadniczym. T oznacza tutaj czas poprawnej pracy, a wlasno$¢ tej zmiennej opisang pierwszym wzorem
nazywamy wiasnie wyktadniczym prawem niezawodnosci.

2.5. Rozktad Weibulla

Zmienna ma rozktad Weibulla, jezeli jej ggstos¢ prawdopodobienstwa opisana jest wzorem:

dlax<0 18
S)= Apx?le™  dlax >0 (18)

0 parametrach p i A > 0. Warto$¢ przeci¢tna zmiennej losowej X jest rowna:

%= /I%T(l ¥ 1j 19)
P

za$ wariancja tej zmiennej losowej opisana jest zaleznoscia:

. z 20
PN F[g+lj—[l“(l+lﬂ 20
P p

a funkcja I jest dana wzorem (13).

2.6. Rozkiad Erlanga.

Dla rozktadu Erlanga funkcja gesto$ci prawdopodobienstwa ma postac:
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0dlax<0; (21)
f(x)= 1 e"x*dlax >0
(k —1)im"

Wartos¢ przecigtna zmiennej losowej X jest rowna:

(22)

>”<I
3

za$ wariancja tej zmiennej losowej jest rowna:

o% = km? (23)

2.7. Rozktad normalny.

Z innym problemem mamy do czynienia, gdy sktadniki pewnej populacji réznig si¢ migdzy sobg ilosciowo (a
nie jakosciowo jak w rozkladzie dwumianowym). W zaleznos$ci od populacji, warto$ci te moga rozktadaé sie¢
rozmaicie, istnieje jednak pewien typ rozkladu, nazywany rozkladem normalnym, zajmujacy wysoka pozycje ze
wzgledu na matematyczng prostote, czgste wystepowanie jako graniczna posta¢ innych rozktadéw teoretycznych
oraz jako przyblizenie rozkladow rzeczywistych. Wszedzie tam, gdzie wielko$¢ danej cechy ksztattuje si¢ pod
wplywem duzej liczby czynnikéw i zaden z nich nie goruje nad pozostatymi, mozna spodziewaé si¢ wystgpowania
rozktadu normalnego. Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad normalny, jesli gestos¢ prawdopodobienstwa f tej
zmiennej opisuje zaleznos¢:

f(x) = ——exp|~(x-m)* / 20% (24)
V2rc
Gestos¢ prawdopodobienstwa jest funkcja, ktora w przypadku zmiennej losowej X 0 dystrybuancie F typu
cigglego, spetnia warunek:

+o0
2
F(X)= [ f(u)du =
Przypomnijmy, Ze dystrybuanta jest funkcja prawdopodobienstwa okreslong wzorem: F(x) = P((-20, X))
Warto$¢ przecigtna dla tego rozktadu jest rowna m za$ wariancja o® . Do obliczania prawdopodobienstw postaci
P(a< X <b)=F() - F(b) korzystamy ze stablicowanej dla x = 0 funkcji

D(x) = i .X[Oexp(—u2 /2)du (26)
i zaleznosei:
( )_{0.5+CD(X) dlax>0 @7)
0.5-®(x) dlax <0

Przyklad 5.

Wytrzymatos¢ lin stalowych produkowanych w pewnej fabryce jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym
N(100 MPa, 5 MPa) czyli o wartoéci przecietnej m = 100 MPa i wariancji 62 = 5 MPa. Mamy obliczy¢ ile
przecigtnie lin sposrdéd 1000 ma wytrzymato$¢ mniejsza niz 90 MPa, oraz co ktora przecigtnie lina ma wytrzymal§¢
mniejszg niz 90 MPa?

Przyjmijmy, Ze czgsto$¢ przyjmowania wartosci z przedzialu (-oo, 90> jest rowne prawdopodobienstwu
przyjmowania wartosci z tego przedzialu. OdpowiedZ na pierwsze pytanie uzyskujemy obliczajac
prawdopodobienstwo tego, ze wytrzymatos$¢ jest mniejsza od 90 MPa, czyli korzystajac ze wzoru: P(X<90) = P(X-
100/5 < 90-100/5) = P(Y < -2) = 0.5 - ®(2) , 0.02275. Natomiast odpowiedZ na drugie pytanie uzyskamy obliczajac
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odwrotnos$¢ prawdopodobienstwa P(X<90), czyli K = 1/0.023 | 43, a wiec co 43 lina ma wytrzymato$¢ mniejszg niz
90 MPa.

Przyklad 6.

Kolejny przyktad dotyczy pomiaru odlegtosci. Pomiar ten jest obarczony bledem systematycznym b = -50
mm (polegajacym na podawaniu odlegltosci mniejszej od rzeczywistej) oraz btgdem przypadkowym X (ktory jest
zmienng o rozkladzie normalnym N(0 mm, 100 mm) ). Biad catkowity Y jest suma tych bledéw. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze |Y| < 100 mm oraz odczytany wynik pomiaru nie przekracza rzeczywistej wartosci
mierzonej wielkosci. Zmienna losowa Y = X + b ma rozktad normalny N(b,100), zatem prawdopodobienstwo
P(JY|<100) = P(-100+50/100<Y+50/100<100+50/100) = P(-1/2<Y+50/100<3/2) = ®(3/2) + ®(1/2) , 0.625.
Natomiast fakt, ze wynik pomiaru nie przekracza rzeczywistej warto$ci mierzonej wielko$ci jest rdwnowazny temu,
ze blad Y jest nie wigkszy od zera, czyli nalezy obliczy¢ P(Y<0) = P(Y+50/100 < 50/100) = P(Y+50/100 < 1/2) =
0.5+ ©(1/2) = 0.691.

2.8. Rozklad chi-kwadrat.

W statystyce matematycznej bardzo czesto wystepuja rozktady prawdopodobienstwa, ktore moéwimy teraz
szczegolowo. Pierwszym z tych rozkladow jest rozktad chi-kwadrat o k stopniach swobody, ktory jest rozktadem
zmiennej losowej ciagglej o funkcji gestosci prawdopodobienstwa okreslonej wzorem:

0 . dlax<0
2
Z = n/2—)(:)1/2—16—)c/2 dla X > 0
2"°T(n/2)

(28)

Warto$¢ przecigtna zmiennej losowej jest rowna liczbie stopni swobody n, za$§ wariancja wynosi 2n. Rozktad
chi-kwadrat jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu gamma. Dla n > 30 rozktad chi-kwadrat mozna z bardzo dobrg
doktadnoscia aproksymowacé rozktadem normalnym.

W tablicach (np. w ksiazce [15]) podane sa prawdopodobiefistwa P(y,2 = Xaz ) = a dla wybranych wartosci o
in<30.

2.9. Rozkfad t Studenta

Rozktad t Studenta o k stopniach swobody jest rozktadem zmiennej losowej ciaglej t,, postaci:
X

gdzie zmienna losowa X ma rozktad normalny N(0, 1) a ;(ﬁ na rozktad chi-kwadrat o n stopniach swobody i zmienne

th =

(29)

te sg od siebie niezalezne.
Gestosc¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej t, okreslona jest zaleznoscig:

0 dlax<0
n+1
S
flx)= (n) PG dlax >0 (30)
Vuxl| — 1 j
2 ( .

Wykres gestosci prawdopodobienstwa rozktadu Studenta jest symetryczny wzgledem prostej t = 0 i jest
podobny do wykresu gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego. Warto$¢ przecietna istnieje tylko dlan > 1
i jest rbwna zeru, natomiast wariancja zmiennej losowej t istnieje tylko dla n > 2 i jest rowna:

c’=n/(n-2).

Dla duzych n (n > 30) rozktad Studenta mozna aproksymowac rozktadem normalnym.
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2.10. Rozkiad F Snedecora.

Zmienna losowa F jest stosunkiem dwoch niezaleznych zmiennych losowych X i Y o rozktadach chi-kwadrat z
odpowiednio m i n stopniami swobody:

F-mX

=—= 31
. (31)
Gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej F dana jest wzorem:
0 dlaz<0
/2 m/2 (n/2-1) (32)
fo(2) = [((m+n)/2) (ﬁ) z dlag>0
F(m / 2)F(I’l / 2) m (z +m/ n)(m+n)/n
Warto$¢ przecigtna zmiennej losowej istnieje dla n > 2 i wynosi:
z = n/(n-2),
natomiast wariancja istnieje dla n > 4 i jest rowna:
62 = 2n (m+n-2) / m(n-2) (n-4) (33)

Rozktad F Snedecora jest stablicowany, podawane sg liczby F o takie, ze P(F>F o ) = o dla wybranych
wartos$ci o.

Zmienna F jest stosunkiem pomi¢dzy dwoma wariancjami i jest stosowana do zbadania, czy dwa niezalezne
estymatory wariancji moga by¢ przyjete do estymacji tej samej wariancji. Nazwa testu pochodzi od nazwiska
Ronalda A. Fishera, a wprowadzona zostata przez Georga W. Snedecora. Statystyka F jest szeroko stosowana w
analizie wariancji do testowania hipotez statystycznych .

2.11. Hipotezy statystyczne.

Hipoteza statystyczna jest to jakiekolwiek przypuszczenie co do rozktadu populacji generalnej (dotyczacy
parametréw lub postaci rozktadu okre$lonego zbioru). Hipotezy te moga by¢ dwojakiego rodzaju:

e hipotezy parametryczne - precyzujace warto$¢ parametru w rozktadzie populacji generalnej znanego typu;
e hipotezy nieparametryczne - precyzujace jedynie typ rozktadu populacji generalne;j.

W statystyce przewaznie nie mamy absolutnej pewnos$ci co do stusznosci pewnej hipotezy, a osiggnigcie
takiej catkowitej pewnos$ci czesto jest nieoptacalne lub wrecz niemozliwe.

Konieczne jest jeszcze wprowadzenie w tym miejscu dwoch pojeé:

Hipoteza zerowa - podstawowa hipoteza statystyczna sprawdzana przy pomocy testu.

Hipoteza alternatywna - hipoteza konkurencyjna w stosunku do hipotezy zerowej w tym sensie, ze jezeli odrzuca sie
hipoteze zerows, to do testowania przyjmuje si¢ hipoteze¢ alternatywna. Hipotez alternatywnych moze by¢ wigcej niz
jedna. Do odrzucenia hipotezy zerowej wystarczy, ze ktorakolwiek hipoteza alternatywna ma wigksze od nigj
prawdopodobienstwo.

Proces sprawdzania postawionej hipotezy zerowej ma zwykle nastepujacy przebieg: stawiamy pewna
hipotezg¢ odnosnie catej populacji, pobieramy probe, badamy ja i na tej podstawie akceptujemy lub odrzucamy
postawiong hipoteze.

Weryfikacja hipotezy statystycznej odbywa si¢ poprzez zastosowanie specjalnego narzgdzia, zwanego testem
statystycznym. Jest to reguta postepowania, ktéora kazdej mozliwej probie losowej przyporzadkowuje decyzje
przyjecia lub odrzucenia sprawdzanej hipotezy. Przyjecie i odrzucenie hipotezy w tescie statystycznym nie jest
jednak réwnoznaczne z logicznym udowodnieniem jej prawdziwosci lub falszywosci. Nalezy bowiem pamietaé, ze
odrzucajac sprawdzang hipoteze w tescie statystycznym, kierujemy si¢ jedynie tym, ze dane liczbowe wynikajace z
pomiaréw dajg nam matg szans¢ potwierdzenia prawdziwosci tej hipotezy. Mozliwy jest jednak przypadek, gdy
hipoteza jest prawdziwa, natomiast nasze dane pomiarowe sg zte lub po prostu malo prawdopodobne przy tej
hipotezie.

Whnioskowanie statystyczne w metodach testowania hipotez statystycznych opiera si¢ gldwnie na
wiasno$ciach rozktadu normalnego.
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2.12. Estymacja.

Podstawowe pojecia z jakimi spotykamy si¢ w teorii estymacji:
Estymator - dowolna funkcja stuzaca do oszacowania nieznanej wartosci parametru populacji generalnej;
Estymator nieobcigzony - estymator dla ktorego warto§¢ przecictna jest rdwna zeru, tzn. estymator szacujacy
parametr rozktadu bez bledu systematycznego;
Estymator efektywny - estymator o mozliwie matej wariancji;
Estymator zgodny - estymator ktory jest stochastycznie zbiezny do parametru, czyli estymator podlegajacy dziataniu
prawa wielkich liczb (stosowanie wickszych prob oprawia doktadnos$¢ szacunku);
Estymator wystarczajacy - estymator skupiajacy w sobie wszystkie informacje o badanym parametrze zawarte w
probie losowej;
Estymacja punktowa - metoda szacunku nieznanego parametru polegajaca na tym, ze jako warto$¢ parametru
przyjmuje si¢ warto$¢ estymatora tego parametru otrzymang z n-elementowej proby losowej;
Estymacja przedzialowa - estymacja polegajaca na budowie przedziatu ufnosci dla tego parametru. Przedzial ufnosci
jest przedzialem losowym wyznaczonym za pomoca rozkladu estymatora, a majacy t¢ wlasnos¢, ze pokrywa wartos¢
parametru z gory zadanym prawdopodobienstwem, zapisujemy go zwykle w postaci P(a<X<b) = 1- a..
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3. GENEROWANIE LICZB LOSOWYCH

- Liczby losowe;

- Tablice liczb losowych;

- Generatory liczb losowych;
- Testy losowosci.

3.1. Liczby losowe.

Liczne decyzje oparte sa na losowym wyborze, cz¢sto dokonywanym w oparciu o liczby losowe, ktore
znajduja si¢ w tablicach lub sa otrzymywane przy pomocy specjalnych generatorow. Liczby losowe moga mieé
rozne postacie 1 wielko$ci. Zasadnicza cechg liczb losowych jest to, ze znajomo$¢ liczb wystepujacych w przesztosci
nie wptywa na skuteczno$¢ przewidywania liczb przysztych, czyli prawdopodobienstwo uzyskania okreslonej liczby
przy kolejnej probie nie ulega zmianom, zdarzenia sg zatem niezalezne.

Podstawowymi generatorami liczb losowych sa generatory fizyczne, takie jak moneeta, urna o odpowiedniej
zawartosci, kostka do gry lub generatory wykorzystujace losowy przebieg zjawisk fizycznych (rozpady
promieniotworcze, termiczny szum w potprzewodnikach).

Standardowym modelem liczb losowych jest jednostajny rozktad prawdopodobienstwa. Wygodnie jest
generowac liczby losowe z przedzialu <0, 1>, bowiem liczby z tego przedzialu mozna wygodnie i prosto
przeksztalci¢ na elementy dowolnego przedzialu. Natomiast generowanie liczb losowych o innych rozktadach
sprowadza si¢ do wykonania odpowiednich rachunkéw na liczbach o rozktadzie rownomiernym.

Réwnomierno$¢ (jednostajno$¢) rozktadu nie jest wystarczajacym warunkiem losowo$ci, poniewaz nalezy
jeszcze zapewnié, aby poszczegodlne liczby nie pojawiaty sie¢ w sposob okresowy.

Istnieje szereg standardowych testow losowosci. Niektore z nich sprawdzaja wlasnosci zbiorow
poszczeg6lnych cyfr dziesietnych pod wzgledem nastgpujacych wymagan:

a) losowe cyfry dziesigtne powinny pojawiac si¢ w odstgpach wynoszacych §rednio 10 cyfr - test na odstep;

b) w malych grupach cyfr losowych uklady cyfr powinny powtarza¢ si¢ z czestotliwoscig zgodna z rachunkiem
prawdopodobienstwa - test pokerowy;

¢) kazda kombinacja dwodch kolejnych cyfr losowych powinna pojawia¢ si¢ z jednakowa czestotliwoscig - test
seryjny.

Inne testy sprawdzaja zbiory ciagltych liczb dziesigtnych ze wzgledu na nastepujace wymagania:

a) test na korelacj¢ - miedzy kolejnymi liczbami nie wystepuje korelacja;
b) test na wariancje¢ - $rednia odlegtos¢ dwoch losowych punktéw na powierzchni kwadratu jednostkowego wynosi
1/2.

W przypadku liczb otrzymywanych z generatoréw programowanych na komputerach z gory wiadomo, ze
liczby te sa pseudolosowe, bowiem otrzymywane kolejno liczby sa zdeterminowane przez wybor statych
poczatkowych dla generatora.

3.2. Tabliceliczb losowych.

Przy pomocy generatorow liczb losowych otrzymuje si¢ tablice liczb losowych ktore znajduja szerokie
zostosowanie w badaniach reprezentacyjnych (np. przy pobieraniu probek losowych), w projektowaniu do§wiadczen
itp. Przyktad tablicy liczb losowych stanowi tabela 2.
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Tabela 2.
Tablica liczb losowych.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1534 7106 2836 7873 5574 7545 7590 5574 1202 7712
6128 8993 4102 2551 0330 2358 6427 7067 9325 2454
6047 8566 8644 9343 9297 6751 3500 8754 2913 1258
0806 5201 5705 7355 1448 9562 7514 9205 0402 2427
9915 8274 4525 5695 5752 9630 7172 6988 0227 4264
2882 7158 4341 3463 1178 5789 1173 0670 0820 5067
9213 1223 4388 9760 6691 6861 8214 8813 0611 3131
8410 9836 3899 3883 1253 1683 6988 9978 8026 6751
9974 2362 2103 4326 3825 9079 6187 2721 1489 4216
3402 8162 8226 0782 3364 7871 4500 5598 9424 3816
8188 6569 1492 2139 8823 6878 0613 7161 0241 3834
3825 7020 1124 7483 9155 4919 3209 5959 2364 2555
9801 8788 6338 5899 3309 0807 0968 0539 4205 8257

3.3.  Generatory liczb losowych o rownomiernym rozktadzie
prawdopodobienstwa

Zazwyczaj liczby losowe s3 generowane prze komputer na podstawie pewnego wzoru matematycznego,
realizowanego rekurencyjnie z wykorzystaniem poprzednich wynikéw. Dla zadanej wartosci poczatkowej, generator
zawsze wytworzy ten sam ciag liczb losowych. Znajac ten ciag, mozna doktadnie przewidzie¢ liczbe nastepna. To
samo odnosi si¢ rowniez do opublikowanych tablic liczb losowych, bowiem jesli osoba losujgca zna tablice to liczby
zawarte w nich przestaja by¢ losowe. Liczby losowe, ktorych doktadny wykaz mozna poznaé, nosza nazwe liczb
pseudolosowych.

Najprostszym przyktadem generatora liczb losowych jest generator zbudowany w oparciu o odcinek
jednostkowy. Poszczegolne segmenty odcinka o jednostkowej dlugosci okreslono jako mozliwe zdarzenia, dlugosci
poszczegolnych fragmentow zaleza od ich prawdopodobienstwa (rysunek 3.1). Musimy zwrdci¢ przy tym uwagg na
to, aby wykorzysta¢ caly odcinek jednostkowy i by poszczegélne fragmenty nie zachodzily na siebie. Nastepnie
nalezy jedynie generowa¢ losowe punkty na tym odcinku i przetwarza¢ je na wyniki w zaleznoS$ci od tego, na ktory
segment przypadaja.

Do generowania ciagu cyfr losowych o rozktadzie rownomiernym mozna wykorzysta¢ rozwinigcie dziesigtne
dowolnej liczby niewymiernej (przyktad wykorzystania liczby m do tego celu przedstawiony jest w ksigzce
Zielinskiego?).

Inna metoda generowania ciggdéw liczb losowych polega na wykorzystaniu ciggu liczb pochodzgcego z
generatora fizycznego i dopasowaniu ich do naszych potrzeb za pomocg operacji arytmetycznych

2 R. Zielinski, Generatory liczb losowych. Programowanie i testowanie na maszynach cyfrowych, WN-T, Warszawa
1979, str. 22.
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Podstawowa role w realizacji programowanych generatorow liczb pseudolosowych o réznych rozktadach
prawdopodobiefistwa odgrywaja algorytmy wytwarzania liczb pseudolosowych o rownomiernym rozkladzie
prawdopodobienstwa w przedziale <0,1>. Do najbardziej rozpowszechnionych metod otrzymywania takich
rozkladow naleza metody kongruentne, dzielagce si¢ na dwie klasy: metody multiplikatywne generowania liczb
pseudolosowych i metody addytywno-multiplikatywne (mieszane) oraz generatory Fibonacciego. W metodach
mieszanych generowanie liczb xi mniejszych niz dany dodatni modut m poczynajac od dowolnej nieujemne;j liczby
X < m polega na obliczaniu kolejnych warto$ci wyrazenia:

Xg = [aX.q +c] modm (34)

gdzie i = 1, 2, 3, ..., za$ state spelniaja warunki: 0 < a < m, 0 < ¢ < m. Stala m najczeSciej oznacza zakres liczb
catkowitych, ktore moga by¢ reprezentowane w stowie maszynowym o dtugosci b bitow (m = 2b ). Generator ten
jest generatorem okresowym, przy czym petny okres rowny m mamy wtedy, gdy:

c jest liczba pierwsza wzgledem m;

a=k- p+ 1 dlakazdego czynnika pierwszego p liczby m (k jest dowolna liczbg catkowita);

a=k-p+4,jezeli 4 jest dzielnikiem liczby m.

Dla ¢ = 0 generator nazywamy multiplikatywnym generatorem kongruentnym. Generator ten jest takze

generatorem okresowym, maksymalny jego okres jest rowny 2 . Generator multiplikatywny osigga ten okres, gdy xg
jest liczbg nieparzystg oraz gdy ¢ =k- 8 + 3 lub ¢ = k- 8 + 5 dla dowolnego catkowitego k.

Przyklad 7.
Procedura generatora addytywno-multiplikatywnego:

Procedure Rand(iv : integer; f: real; var iy : integer);
const

maxint=65539;

randint=2147483647;

randre=0.4656613E-9;
BEGIN

iy:= iv*maxint;

IF iy <0 THEN iy:=iy+randint+1;

f:=iy;

f:=f*randre;

END;

Function Rownom(a,b,iv): real;
var
X :real;
y ! integer;
BEGIN
Rand(iv,x,y);
Rownom:=a+(b-a)*x;

END;

Istnieja tez generatory addytywne (nazywane tez uogolnionymi generatorami Fibonacciego), o ogoélnej
postaci:

Xiz1 = [8g X; + 21X.1 +... 78y X FB] mod m (35)
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gdzie a; sa zawsze rowne zeru lub jednosci, najprostsze generatory Fibonacciego korzystajg z zaleznosci:

Xis1 = [X; + X ] mod m (36)

Generatory te dobrze spelniaja testy rOwnomiernosci rozktadu, gorzej natomiast spetnia testy niezaleznosci.
Duza ich atrakcyjno$¢ polega na szybkos$ci dziatania takich generatordéw.

Z praktycznego punktu widzenia metody multiplikatywne sa prostsze w realizacji (mniejsza liczba operacji
arytmetycznych) i charakteryzuja si¢ wyzsza wiarygodno$cig statystyczng (spelniaja wiccej testow losowych).
Natomiast metody mieszane zapewniaja dtuzszy cykl sekwencji (dtuzszy okres powtarzalnosci liczb losowych). Aby
otrzyma¢ ciag liczb o rozkladzie réwnomiernym na przedziale (0,1) musimy liczby otrzymane przy pomocy tych
generatorow podzieli¢ przez m.

Otrzymane w ten sposob ciagi nie s3 w petni losowe, lecz maja wlasnosci "pseudolosowe", takie jak: rozktad
jednostajny w przedziale (0, m), korelacje zero migdzy réznymi x , losowo pojawiajace si¢ ciagi liczb parzystych lub
nieparzystych itp. Jednostajno$¢ rozktadu mozna testowac testem Chi-kwadrat. Liczby pseudolosowe o rozktadach
roznych od jednostajnego mozna tatwo otrzymaé jako funkcje F(x; ), gdzie x; sa liczbami pseudolosowymi 0
rozktadzie jednostajnym.

3.4. Generatory liczb losowych o dowolnych rozktadach prawdopodobienstwa.

Generator liczb losowych o rozkladzie wykladniczym (z warto$cia oczekiwang réwna 1) mozna otrzymac z
generatora o rozktadzie rownomiernym obliczajac logarytmy wylosowanych liczb (jest to tzw. metoda odwracania
dystrybuanty). Metoda ta wymaga jednak duzo czasu i pamieci, dlatego opracowano szereg innych metod (np.
metode przyblizania rozktadu wyktadniczego przy pomocy rozktadu dyskretnego).

Najprostszy sposob generowania liczb losowych o rozktadzie normalnym N(k,1) polega na posumowaniu
kolejnych 2k liczb losowych o rozktadzie jednostajnym.

Natomiast generator liczb losowych o rozktadzie Erlanga o k stopniu swobody otrzymujemy stosujac
sumowanie Kk liczb losowych o rozktadzie wyktadniczym. Realizuje to ponizsza procedura:

a:=0;
fori:=1to k do
a:=a+Rand(a,b,xs);

erl:=-M*log(a);

Istnieje kilka ogodlnych metod otrzymywania generatorow liczb losowych o dowolnym rozktadzie (np. takim jak
na rysunku 4.2) . Jezeli znamy funkcje gestosci rozktadu, mozemy zastosowaé pierwszy sposob (tzw. metode
eliminacji), polegajacy na:
1°. wygenerowaniu liczby losowej z; o rozkladzie jednostajnym z przedziatu <Xp X >}
2°. wygenerowaniu liczby losowej z, o rozkladzie jednostajnym z przedziatu <0,y>;
3°. sprawdzeniu czy z, < f(z; ). Jezeli warunek jest spetiony liczba z; jest liczbg losowa o wymaganym rozktadzie

(jezeli nie - wracamy do punktu 1°).

W tym samym przypadku mozemy tez zastosowa¢ drugi sposob (tzw. superpozycji rozktadow). Jezeli 8y x)
jest gestoscig pewnego rozktadu prawdopodobienstwa zalezna od pewnego parametru y bedacego zmienng losowsa o
gestosci h a gegstos¢ rozktadu zmiennej losowej ktory chcemy wygenerowac jest rowna:

()= [, (n(y)y @)

wowczas:
1°. generujemy liczbg losowa y zgodnie z rozktadem o gestosci h;
2°. generujemy liczbg losowg x zgodnie z rozktadem o ggstosci 8y Z parametrem y wylosowanym w punkcie 1°.

Natomiast gdy znamy dystrybuante h(X) generowanego rozkladu mozemy zastosowaé metode odwaracania
dystrybuanty. W tym przypadku:
1°. generujemy liczbg losowg z; o rozkladzie jednostajnym z przedziatu Xp X >
2°. obliczamy liczbg losowa x na podstawie wzoru:
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h(z)-h(x) 38
z)—hb) (39)
h(xi+1)_ h(xi )

prZ)I/(CZ)r/]m Xo S X S Z < X < X natomiast dystrybuanta jest reprezentowana przez tablice swych wartosci w
punktach x; :

X=Xp +(xi+l_xi)

h(x;) <h(z) <h(Xi.1) (39)

3.5. Testy na losowosé (nieprzypadkowosc¢).

Wazna cechg liczb losowych otrzymanych przy pomocy generatora jest ich catkowita przypadkowosé. Jezeli
nie jesteSmy w stanie zdefiniowaé przypadkowosci tych liczb iloSciowo pozostaje nam analizowanie trendow
wystepujacych w nich. Najprostszym sposobem analizy jest wykonanie wykresu i poszukiwanie duzych odchylen od
przypadkowosci, jest to jednak decyzja subicktywna. Istniejg rowniez testy statystyczne (niestety sa one skuteczne w
petni dopiero w przypadku duzych zestawow danych), w wigkszosci przypadkéw odnoszace si¢ do liczb losowych o
rozktadzie rownomiernym..

3.5.1. Serie.

Serie sktadaja si¢ z nastgpujacych po sobie punktow pomiarowych (liczb losowych), ktére w wyrazny sposob
ukazuja tendencj¢ do wzrostu lub malenia warto$ci. Na wykresie beda one widoczne jako dodatnio lub ujemnie
nachylone zbocze. PoniewaZz wystapienie ograniczonej ilosci serii o niewielkiej dlugosci jest dopuszczalne w
przypadku liczb losowych, nalezy odr6zni¢ te serie wynikte z fluktuacji prawdopodobienstwa od innych serii. Aby
okresli¢, czy serie wystgpujace w zbiorze danych sa losowe nalezy obliczy¢ warto$¢ srednig dla tego zbioru a
nastepnie wszystkim wartosciom nie wigkszym niz $rednia przyporzadkowaé znak minus a pozostalym znak minus.
Ilo$¢ serii Ny, jest rowna liczbie zmian znaku powigkszonej o 1. Przewidywana ilo$¢ serii w zbiorze n liczb
losowych dana jest zaleznoScig:

N, = 1/3 (2n-1) (40)
za$ odchylenie standardowe dla liczby serii jest rowne:
S =+/(16n-29)/90 (41)
Nastepnie obliczamy stosunek:
ro Moo~ Nop (42)
S

Ogolnie mozemy stwierdzi¢, ze r > 2 wskazuje na niskie prawdopodobienstwo wystgpienia takiej ilosci serii
w zbiorze liczb losowych, r > 3 oznacza tak niskie prawdopodobienistwo wystgpienia serii, rOwnowazne wystgpieniu
elementu zaktocajacego losowo$é (btad w generatorze). Szczegotowe analizy w przypadku n > 19 wymagaja
zastosowania rozktadu chi-kwadrat, za§ dla mniejszych zbiorow liczb nalezy zastosowac¢ rozktad t Studenta. Liczba
stopni swobody jest rowna n - 1.

Przyklad 8.
WezZmy nastepujacy zbior liczb losowych: 11; 12; 13; 14; 15; 10; 9; 8. Srednia warto$¢ dla tego zbioru
wynosi 11,5 a przypisane im znaki sa nastgpujace: - + + + + - - -, czyli mamy dwie zmiany znaku i N, = 3.

Ngp = (2-8-1)/3=50razS= 1/(16~8—29)/90 = 1.05, w konsekwencji parametr r = (3 - 5) / 1,05 = 1,90. Jest on

mniejszy od 2, a liczb losowych jest 8, zatem stosujemy rozklad t dla liczby stopni swobody rownej 7. Odczytana z
tablicy 3.5 wartos$¢ krytyczna z poziomem istotnosci 90% wynosi 1,47.

3.5.2. Trendy i nachylenia.

Aby zbada¢, czy w zbiorze liczb losowych wystepuja jakies trendy musimy okresli¢c nachylenie i odchylenie
standardowe dla tego zbioru. W tym celu metoda najmniejszych kwadratow prowadzimy przez punkty
odpowiadajace tym liczbom prosta o nachyleniu a. Nastgpnie obliczamy stosunek:
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{= a—0.000
0_2

i porownujemy z warto$ciami rozktadu t Studenta dla (n - 2) stopni swobody (n oznacza liczb¢ punktow). Znak
stosunku okres$la nam z jakim trendem mamy do czynienia.

(43)

Przyklad 9.

Zbior n = 20 liczb ma nachylenie a = -2,50 z odchyleniem standartowym o = 1,45. Dla takich danych parametr
t=2,50/1,45 = 1,72. Natomiast parametr t z rozkladu Studenta dla poziomu ufnosci 10% i liczby stopni swobody
k= 18 jest rowny 1,73. Zatem mozemy sadzi¢, ze nachylenie a moze wystgpi¢ w tym zbiorze z prawdopodo-
bienstwem rownym 10%.

3.5.3. Sredni kwadrat kolejnych réznic (MSSD).

Innym sposobem sprawdzenia poprawno$ci dziatania generatora liczb losowych jest policzenie rdznic pomiedzy
kolejnymi n liczbami losowymi i podstawienie tych rdéznic do wzoru:

n

Z (le X )2 (“4)
MSSD = 4=
n—1
oraz obliczenie wariancji o2 tego zbioru liczb i podzielenie przez nig parametru MSSD. Dla n dazacego do
nieskoficzonosci stosunek MSSD/c? dazy do 2. Wieksze wartosci stosunku oznaczaja, ze generator liczb losowych
Zle dziata. Dla warto$ci mniejszych poréwnujemy otrzymang liczbe z wartosciami krytycznymi przedstawionymi w
tabeli 3.

Tabela 3.
Wybrane warto$ci krytyczne dla stosunku MSSD/c2 .
o

n 0.1% 1.0% 5.0%
4 0.5898 0.6256 0.7805
5 0.4161 0.5379 0.8204
6 0.3634 0.5615 0.8902
7 0.3695 0.6140 0.9359
8 0.4036 0.6628 0.9825
9 0.4420 0.7088 1.0244
10 0.4816 0.7518 1.0623
20 0.7852 1.0406 1.2996
40 1.0850 1.2934 1.4921
60 1.2349 1.4144 1.5814
) 2.000 2.000 2.000

23



4. TESTOWANIE HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

- testy parametryczne;
- testy nieparametryczne.

4.1. Wstep.

Jak juz wspomniatem poprzednio (patrz Rozdzial 2.8) hipoteza statystyczna jest hipoteza dotyczaca
parametréw (jest to tzw. hipoteza parametryczna) lub postaci rozkladu okreslonego zbioru (hipoteza
nieparametryczna). W statystyce przewaznie nie mamy absolutnej pewnos$ci co do stusznosci pewnej hipotezy, a
osiagniecie calkowitej pewno$ci czegsto jest nieoptacalne lub nawet z roznych wzglgdow niemozliwe. Proces
sprawdzania hipotezy ma zwykle nastgpujacy przebieg: stawiamy pewng hipotezg¢ odnosnie calej populacji,
pobieramy probe, badamy ja i na tej podstawie akceptujemy lub odrzucamy postawiong hipoteze.

Weryfikacja hipotezy statystycznej odbywa si¢ przez zastosowanie specjalnego narzedzia, zwanego testem
statystycznym. Jest to reguta postgpowania, ktora kazdej mozliwej probie losowej przyporzadkowuje decyzje
przyjecia lub odrzucenia sprawdzanej hipotezy. Nalezy jednak podkresli¢, ze przyjecie lub odrzucenie hipotezy w
teScie statystycznym nie jest rOwnoznaczne z logicznym udowodnieniem jej prawdziwosci lub fatszywosci. Nalezy
bowiem pamigtaé, ze odrzucajac sprawdzang hipoteze w tescie statystycznym, kierujemy si¢ jedynie tym, ze dane
liczbowe wynikajace z pomiarow daja nam matla szans¢ prawdziwosci tej hipotezy. Mozliwy jest jednak przypadek,
gdy hipoteza zerowa jest prawdziwa, natomiast nasze dane pomiarowe sg zte lub, po prostu, mato prawdopodobne
przy tej hipotezie.

W praktyce najczgséciej stosuje si¢ tzw. testy istotnos$ci, w ktorych na podstawie wynikoéw proby losowej
podejmuje si¢ jedynie decyzje odrzucenia sprawdzanej hipotezy lub stwierdza si¢, ze brak jest podstaw do jej
odrzucenia.

4.2. Testy parametryczne.

W praktycznych zastosowaniach statystyki bardzo czesto zachodzi konieczno§¢ sprawdzenia hipotez
dotyczacych wartosci $rednich w dwodch populacjach. Wprawdzie mozna poréwnywaé ze sobag cale rozktady,
niejednokrotnie wystarcza nam jednak ograniczenie si¢ jedynie do podstawowego parametru tych rozktadéw, jakim
jest wartos¢ $rednia populacji, czasem trzeba tez skorzysta¢ z innych parametrow rozkladu (przewaznie wariancji).
Poznamy teraz wybrane testy parametryczne (testy istotnosci).

4.2.1. Test zgodnoSci Sredniej proby ze Srednia populacji (Test t Studenta).

Przy pomocy tego testu mozemy sprawdzi¢ hipotez¢ zerowa postaci:
Ho:n=no
natomiast hipoteza alternatywna ma postac:

W praktyce rzadko znamy wartos¢ $rednig i odchylenie standardowe populacji generalnej, musimy wigc
zadowoli¢ si¢ szacunkiem tych wielko$ci przy pomocy najczgsciej stosowanych estymatorow - wartosci $redniej z
proby:

OREL O (45)
izt

24



i odchylenia standardowego na podstawie proby obliczonego w oparciu o wzor:

(46)

wowczas statystyka:

(47)

ma rozklad t Studenta o n - 1 stopniach swobody (n oznacza liczbe probek), pod warunkiem, ze populacja ma
rozktad normalny lub bardzo zblizony do niego.

Zatem, gdy chcemy sprawdzi¢ hipotezg zerowa o rdwnos$ci Sredniej wartosci dla proby ze $rednig wartoscia
dla populacji, korzystamy z tablic rozktadu t Studenta i dla zaloZzonego poziomu ufnosci o odczytujemy wartos¢
krytyczna t,, taka, ze:

P{Izl > ta} =l-a (48)

Nastepnie porownujemy wartos¢ krytyczng z obliczong wartoscia t i jezeli:
o [t| >t wowczas odrzucamy hipotezg zerows;
o [t <t wtedy nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Przyklad 10.

Wiemy, ze $redni czas $wiecenia zarowki wynosi p, = 1059 godzin. Po wprowadzeniu zmian w technologii
postanowiono sprawdzi¢, czy zmiany te nie skrocily czasu $wiecenia. Hipoteza zerowa ma zatem posta¢ H : p; =
g, czyli: sredni czas Swiecenia zarOwki nie ulegt zmianie. Do badania pobrano losowo probg 10 zaréwek, wyniki
tych badan przedstawia tabela 4.

Tabela 4.
Wyniki badan losowych zarowek.
Czas pracy zarOwki (x —%) (x; - ;)2
x [h]
1015 -33 1089
1017 -31 961
1045 -3 9
1058 10 100
1147 99 9801
987 -61 3721
1295 247 61009
1054 6 36
884 -164 26896
978 -70 4900
10480 0 108522

Obliczony na podstawie proby $redni czas $wiecenia zaro6wki wynosi:

x = 10990 _ 1048
10
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natomiast odchylenie standardowe:

s=\/nilzn:(xi %) = 1089522 ~10938

i=1

obliczona na tej podstawie wartos¢ statystyki Studenta:

_1048-1059 Jio

=-0,317
109.8

Odczytana z tablic dla poziomu ufnosci 0,95 warto$¢ krytyczna t, = 1,833, zatem nie ma podstaw, aby
hipoteze postawiona zerowa odrzucic.

4.2.2. Test dla wariancji populacji generalnej (Test chi-kwadrat).

Wariancja jako miara rozproszenia (rozrzutu) badanej cechy bywa szczegdlnie czg¢sto w roznych badaniach
naukowych wykorzystywana do oceny stopnia jednorodnosci albo powtarzalnosci wynikéw liczbowych
uzyskiwanych w eksperymentach naukowych. W szczegdlnosci ocena doktadno$ci przyrzadu pomiarowego, za
pomocg ktérego mierzy sie wyniki eksperymentu, wymaga czesto sprawdzania hipotez o wariancji o2 populacji. W
praktyce wygodniejszg miara rozproszenia jest odchylenie standardowe, ale srednie odchylenie kwadratowe s bedace
estymatorem odchylenia standardowego ma bardziej skomplikowany rozktad.

Rozktad chi-kwadrat, z ktorego korzysta si¢ w tym tescie, jest stablicowany tylko dla liczby stopni swobody
od 1 do 30, dla liczby stopni swobody wickszej od 30 korzystamy z rozktadu normalnego, do ktérego zbiezny jest

ten rozktad, ale dla zmiennej /2 ;(2 —~/2k —1, gdzie k jest liczba stopni swobody. Aby przeprowadzi¢ test nalezy:
1. obliczy¢ wartoé¢ $rednig X oraz odchylenie kwadratowe s2 korzystajac ze wzoru:

I < _
st = - le(x,. —x)z; (49)

2. obliczy¢ warto$¢ statystyki

7 =ns’l (50)

gdzie acz) jest hipotetyczna wartoscia wariancji;

3. dla poziomu ufnos$ci a i liczby stopni swobody k = n - 1 odczytujemy z tablicy rozktadu chi-kwadrat takg warto$¢
krytyczna, aby spetlniona byta rownosc:

2 2
P{z > ;ca} =l-a. (51)
Nierownos¢ y2 > xaz okresla prawostronny obszar krytyczny, tzn. gdy z pordwnania wartosci obliczonej z proby
z wartocig krytyczng zajdzie nierdwnoséé y2 > xuz hipoteze zerowa nalezy odrzuci¢. W przeciwnym wypadku, nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j.

Przyklad 11.
Dokonano 11 niezaleznych pomiaréw $rednicy odlewanych rur i otrzymano nastepujace wyniki:

50.2, 50.4, 50.6, 50.5, 49.9, 50.0, 50.3, 50.1, 50.0, 49.6, 50.6 mm.
Na poziomie ufnosci o = 95% mamy zweryfikowaé hipoteze, ze wariancja uzyskiwanych $rednic rur jest
rowna 0,04 mm.
Warto$¢ przecietna X = 50,2, natomiast odchylenie standardowe s = 0,3162, odchylenie kwadratowe s2 = 0,1, zatem
statystyka 2 = 11- 0,1 / 0,04 = 27,5. Dla przyjetego poziomu ufnosci o = 0,95 i dla liczby stopni swobody k=n - 1
= 10 odczytana z tablic wartos¢ krytyczna ;(i = 18,307, jest wigc mniejsza od obliczonej, zatem hipotez¢ zerowa

nalezy odrzucic.

4.2.3. Test dla dwéch Srednich wartosci prob.

W praktycznych zastosowaniach zachodzi czgsto potrzeba sprawdzenia hipotez dotyczacych réownosci
warto$ci $rednich w dwoch populacjach normalnych. Wprawdzie mozna poréwnywac cale rozklady badanych
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populacji, ale ze wzgledu na zalety i wazno$¢ parametru jakim jest warto§¢ $rednia populacji, czesto wystarczy
porownac tylko te parametry. Test ten stosuje si¢ na przyktad w celu poréwnania dwoch przyrzadéw, nowej metody
pomiarowej ze stara itp. Badamy dwie populacje o rozktadach normalnych N(mj, o) i N(m,, o). Odchylenia
standardowe oy i o, tych populacji sa znane. Na podstawie dwu niezaleznych prob losowych o liczebnosciach ny i n,
sprawdzamy hipoteze zerowa Hy: my = m, , jako hipoteze alternatywna przyjmujac hipoteze Hy: my # m,. Z
wynikéw pomiarow obliczamy warto$ci Srednie, a nastepnie warto$¢ statystyki U wedhug wzoru:

2 2
U=(%-5)/ |2+ (52)
nn

Z tablicy rozktadu normalnego N(0,1) nalezy dla przyjetego poziomu ufnosci a odczytaé wartos$¢ krytyczna
Ug, taka, aby spetniona byta rowno$¢:

P{Ul2u, | =«

e Gdy zachodzi nier6wno$¢ |u| * U, , nalezy odrzuci¢ hipotezg zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywnej.

e Gdy |u| < u, nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Gdy nie znamy wartosci odchylen standardowych poréwnywanych populacji, a wiemy jedynie, Ze sg one rowne,
stosuje si¢ do weryfikacji hipotezy zerowej rozklad t Studenta, korzystajac przy tym z dwoch matych prob o
liczebnosciach ny i n, . Po obliczeniu wartosci srednich X; i X, oraz wariancji 512 i 522 obliczamy wartos¢ statystyki t

korzystajac ze wzoru:

nlsl2 +nzs§ (1+1]

ny+n,=2\n n,
a nastepnie dla K = n; + n, - 2 stopni swobody i poziomu ufhoéci o odczytujemy z tablicy rozktadu t Studenta
warto$¢ krytyczng t,.

e Gdy [t| >, t, hipotez¢ zerowa nalezy odrzucic.
e Gdy [t <t, nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

4.2.4. Test z (zgodnoSci Sredniej proby ze Srednig populacji ).

Srednia populacji generalnej rowna sig $redniej $rednich wszystkich mozliwych préb:

¥(5) =49

gdzie k jest liczbg prob. Odchylenie standardowe $rednich prob réwna si¢ odchyleniu standardowemu populacji
generalnej podzielonemu przez pierwiastek z liczby prob.

| =

’L[:

Oy = —= (55)
“Vn
Jezeli populacja generalna ma rozktad normalny, srednie prob tez beda miaty rozktad normalny o Sredniej rownej
sredniej populacji generalnej mi i odchyleniu standardowym danym zaleznoscig (55).
Statystyka z ma wowczas postac:

7= i;“\/ﬁ (56)

Statystyka ta jest odpowiada polu powierzchni zawartej pod krzywg rozktadu normalnego, ktore odpowiada
prawdopodobienstwu w granicach <p, X>.

Na przyktad dla x = 30 i populacji generalnej o u = 20 i o =5 (rysunek 4.1) statystyka z =5, co odpowiada
polu powierzchni Sy = 0,4772 (cate pole powierzchni pod krzywa jest rowne 1), czyli P{20 <x <30} =0,4772.

Stawiana przez nas hipoteza zerowa ma postac:

Ho:e = 1o
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Rys. 4.1. Rozklad normalny N(20,5).

W tescie tym mozemy postepowaé na dwa sposoby. Pierwszy z nich jest nastepujacy:
1°. z tablic parametru z rozktadu normalnego mozemy odczyta¢ odpowiednig wielko$¢ zy, dla pola pod krzywa
odpowiadajgcego prawdopodobienstwu rownemu zatozonemu poziomowi istotnosci o (rysunek 4.2);

N—>

u X,

Rys. 4.2. llustracja testu z przeprowadzonego pierwszym sposobem.

2. obliczamy x, = 44, —z,,0; oraz x, = l, +z,, 05,
3°. Hipotezg zerowg odrzucamy, gdy X < x,; lub gdy X > x,.
Mozemy tez postapi¢ w inny sposob:
1°. obliczamy statystyke z zgodnie ze wzorem (66);
2°. w tablicach znajdujemy warto$¢ z,, dla zaloZonego poziomu istotnosci o.

e Jezeli z > 7, hipotezg zerowa nalezy odrzuci¢.
e Jezeli z < z,, nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Przyklad 12.
W celu zbadania, czy wydajno$¢ pracy robotnikow pewnego zaktadu jest zgodna z norma, przeprowadzono
obserwacje pracy 100 tynkarzy i otrzymano rezultaty przedstawione w tabeli 5.

Tabela 5.
Wyniki pomiaréw otynkowanej powierzchni.
Otynkowano Liczba
m? robotnikow
13 4
14 8
15 20
16 35
17 21
18 7
19 5
100

Norma przewiduje otynkowanie 17 m? sciany na dzien. Stawiamy zatem hipoteze zerowa
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Ho: ta = 10
gdzie i = 17 m?.
Na podstawie poprzednio prowadzonych obszernych badan ustalono odchylenie standardowe dla tego typu
prac o =2 m’

Wobec tego odchylenie standardowe $rednich prob (wzor 55) wynosi

oy :L:o,z m?

100

Jezeli zastosujemy test z przy poziomie istotnosci 0,05, to z tablic odczytamy wartos¢ krytyczng z,, = 1,96.

Wobec tego hipoteze zerowa odrzucimy wtedy, gdy srednia proby o liczebnosci 100 bgdzie mniejsza od
Lo — 2,0 =17-1,96-0,2 =16,608m"?
lub wigksza od
Lo — 2y 0x =17+1,96-0,2 =17,392m?
Na podstawie proby obliczylismy $rednig arytmetyczna, ktora wynosi X =16,02m? Jest ona mniejsza od

dolnej granicy, wobec tego odrzucamy hipoteze zerows.

4.2.5. Test Bartletta.

Przy pomocy tego testu mozemy zweryfikowac hipoteze o réwnosci wariancji wielu prob o rownej liczebnosci:
Hp:op = 0y =...= oy
Algorytm postepowania jest nastepujacy:
1. obliczamy wartosci $rednie dla kazdej z prob korzystajac ze wzoru (45) oraz $rednie odchylenia standardowe
przy pomocy Wzoru:

d :ﬁZ(Xij %, ®7)
2. obliczamy parametr
c=1+ ! (Zk: t 1 j (58)
3k-D{(5*n -1 n-k
gdzien=)n; ;
3. obliczamy sltatystykq:
. uog[z(““k”ﬂ-<ni iogs?|. )

Z tablic rozktadu chi-kwadrat dla zatozonego poziomu ufnosci o i k - 1 stopni swobody odczytujemy warto§é

krytyczna.
Jezeli warto$¢ obliczona jest nie mniejsza niz wartos¢ krytyczna wtedy hipotez¢ zerowa nalezy odrzuci¢. W
przeciwnym przypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j.

4.3. Testy nieparametryczne.

Omawiane poprzednio testy statystyczne pozwalatly formutowaé szereg wnioskow dotyczacych réznych
parametrow statystycznych. Badanie zjawisk w drodze obliczania wybranych parametrow jest bardzo efektywnym
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sposobem poznania, wynika to ze zwigzlej i precyzyjnej formy opisu. Jednak testy parametryczne, mimo swej
roéznorodnosci, nie daja odpowiedzi na wszystkie istotne pytania, glownie dlatego, ze testy te moga by¢ stosowane w
przypadku, gdy badana wielko$¢ (populacja) ma rozktad normalny lub bardzo zblizony do niego. Ponadto testy
parametryczne, jak sama nazwa wskazuje, opisuja pewna wlasciwos$¢ badanego zjawiska (wynikéw pomiaréw), nie
dajac dostatecznych podstaw do formutowania wnioskéw ogdlnych. Testy nieparametryczne s3 uniezaleznione od
rozkladu badanej cechy, moga by¢ wigc stosowane takze w przypadku dowolnych rozkladéw, niekoniecznie
zblizonych do normalnego.

Testy nieparametryczne mozemy podzieli¢ na dwie grupy: pierwsza z nich to tzw. testy zgodnosci, pozwalajace
na sprawdzenie hipotezy, ze populacja ma okreslony typ rozkladu, a druga to testy dla hipotezy, ze dwie proby
pochodza z jednej populacji (czyli, ze dwie populacje maja ten sam rozktad).

4.3.1. Test zgodnosci chi-kwadrat.

Jest to jeden z najstarszych testow statystycznych, pozwalajacy na sprawdzenie hipotezy, ze populacja ma
okreslony typ rozkladu (opisany pewna dystrybuanta w postaci funkcji), przy czym moze to by¢ zaré6wno rozktad
ciagly lub skokowy. Jedynym ograniczeniem jest to, ze proba musi by¢ duza, zawierajaca co najmniej kilkadziesiat
probek, bowiem wyniki jej musimy podzieli¢ na pewne klasy wartosci. Klasy te nie powinny by¢ zbyt mato liczne,
do kazdej z nich powinno wpada¢ przynajmniej po 8 wynikow. W przypadku, gdy w rozkladzie empirycznym
wystepuje klasa o liczebnosci mniejszej od 8, nalezy klase t¢ potaczy¢ z sasiednia. Dla kazdej klasy z rozktadu
hipotetycznego oblicza si¢ liczebnosci teoretyczne, ktore poréwnuje si¢ z empirycznymi za pomocg odpowiedniej
statystyki chi-kwadrat. Gdy rozbieznosci pomigdzy liczebnosciami empirycznymi a teoretycznymi sg zbyt duze,
hipoteza, ze populacja ma zakladany rozklad teoretyczny, musi by¢ odrzucona. Sposdb postepowania jest
nastepujacy:

r
1. Wyniki dzielimy na r roztacznych klas o liczebno$ciach n, , przy czym liczebno$¢ proby n = Zni otrzymujac w
I

ten sposob rozktad empiryczny.

2. Formulujemy hipotezg zerowa, ze badana populacja ma rozktad o dystrybuancie nalezacej do pewnego zbioru
rozktadéw o okreslonym typie postaci funkcyjnej dystrybuanty;
3. Z hipotetycznego rozkladu obliczamy dla kazdej z r klas wartosci badanej zmiennej losowej X

prawdopodobienstwa p; , ze zmienna losowa przyjmie warto$ci nalezace do klasy o numerze i (i = 1,2,...,r);

4. Obliczamy liczebnosci teoretyczne np; , ktore powinny wystapi¢ w klasie i, gdyby populacja miata zatozony
rozktad;

5. Ze wszystkich liczebnosci empirycznych n; oraz hipotetycznych np; wyznaczmy wartos¢ statystyki:

2o Z (m—~np;)’ (60)
i np;

ktora, przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej, ma rozktad chi-kwadrat o r - 1 stopniach swobody lub o r -
k - 1 stopniach swobody, gdy z proby oszacowano k parametrow rozktadu;
6. Z tablicy rozktadu chi-kwadrat dla ustalonego poziomu ufno$ci odczytuje sie taka warto$¢ krytyczng aby

zachodzito P(;(2 < ;(i )=1-o0.

7. Poréwnujemy obie wartosci i jesli zachodzi nierd6wnos¢ ;(2 > ;(i, to hipoteze nalezy odrzuci¢. W przeciwnym
przypadku, gdy ;(2 < ;(i , nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, nie oznacza to jednak, ze mozemy ja
przyjac.

Test chi-kwadrat jest bowiem tak zbudowany, Ze im blizsza zeru jest warto$¢ ;(2 , tym hipoteza zerowa jest
bardziej wiarygodna.

Przyklad 13.

W pewnym doswiadczeniu fizycznym mierzy si¢ czas rozbtysku. Przeprowadzono n = 1000 niezaleznych
doswiadczen nad tym efektem i zbior pogrupowanych wynikow jest taki jak w tabeli 6.

Na poziomie ufnos$ci 99% nalezy zweryfikowa¢ hipotezg, ze czas wystgpowania badanego w tych
doswiadczeniach efektu $wietlnego ma rozktad normalny. Z treSci zadania nie wynikaja parametry rozktadu
hipotetycznego. Nasza hipoteza zerowa zatem bedzie brzmiata: F(x) € Q gdzie Q jest klasg wszystkich dystrybuant

30



normalnych. Dwa parametry rozktadu, $rednig wartos¢ m i odchylenie standardowe o, szacujemy z proby za
pomocg estymatorow X = 0.67 i s = 0.30. Dalsze wyniki zestawiamy w tabeli 7, gdzie F(u;) jest wartoscia
dystrybuanty rozktadu normalnego N(0,1) w punkcie u; = (X; -X) / s, ktory jest standaryzowana warto$cig prawego
konca przedziatu klasowego.

Tabela 6.
Wyniki pomiaru czasu trwania rozbtysku.
Czas trwania Liczba pomiarow
[s]
0.0-0.2 50
02-04 128
04-0.6 245
0.6-0.8 286
08-1.0 134
1.0-12 90
1.2-14 67
Tabela 7.
Wiyniki obliczen.
Xi ni (Xi -7)/5 F(UI) pl npi Xz
0.2 50 -1.567 0.058 0.058 58 1.10
04 128 -0.900 0.184 0.126 126 0.03
0.6 245 -0.233 0.410 0.229 229 1.12
0.8 286 0.433 0.666 0.253 253 4.30
1.0 134 1.100 0.864 0.198 198 20.62
12 90 1.676 0.962 0.098 98 0.65
14 67 2.433 0.992 0.030 30 45.63
1000 0.992 992 73.52

Liczba stopni swobody k = 7 - 2 - 1 = 4, gdyz na podstawie proby losowej zostaty policzone dwa parametry:
warto$¢ srednia i odchylenie standardowe. Z tablic rozktadu chi-kwadrat, dla poziomu istotnosci 0,01, znajdujemy

warto$¢ krytyczng ;(i = 13,277. Warto$¢ krytyczna jest mniejsza od obliczonej statystyki ;(2 réwnej 73,52, zatem

hipoteze o normalnosci rozktadu nalezy odrzuci¢.

4.3.2. Test zgodnosci A Kolmogorowa.

W tescie zgodnosci A Kotmogorowa, dla zweryfikowania hipotezy, ze populacja ma okreslony typ rozktadu,
nie rozpatruje si¢, jak w tescie chi-kwadrat, liczebnosci szeregu empirycznego i porownuje z liczebno$ciami szeregu
hipotetycznego, ale poréwnuje si¢ dystrybuant¢ empiryczng i hipotetyczng. Bowiem, gdy populacja ma rozktad
zgodny z hipoteza, to wartosci dystrybuanty empirycznej i hipotetycznej powinny by¢ we wszystkich badanych
punktach zblizone. Test rozpoczynamy od zanalizowania réznic mi¢dzy tymi dwoma dystrybuantami, najwigksza z
nich postuzy nastgpnie do budowy statystyki lambda, ktorej rozklad nie zalezy od postaci dystrybuanty
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hipotetycznej. Rozktad ten okresla warto$ci krytyczne w tym tescie. Jezeli maksymalna réznica w pewnym punkcie
obszaru zmiennosci badanej cechy jest zbyt duza, to hipoteze, ze rozktad populacji ma taka dystrybuante jak
przypuszczamy, nalezy odrzucic.

Stosowanie tego testu jest jednak ograniczone, dystrybuanta hipotetyczna musi bowiem by¢ ciagla, w
zasadzie powinnisSmy tez znaé parametry tego rozkladu, jednak w przypadku duzych préb mozemy je szacowaé na
podstawie proby.

Sposoéb postepowania w tescie Kolmogorowa jest nastepujacy:

1. porzadkujemy wyniki w kolejnosci rosnacej lub grupujemy je w stosunkowo waskie przedziaty, o prawych
koncach x; i odpowiadajgcych im liczebnos$ciach n;;

2. wyznaczamy dla kazdego x; wartos¢ empirycznej dystrybuanty F,(x) korzystajac ze wzoru:

k

Fn(xk):%Z”i (61)

i=1

3. zrozkladu hipotetycznego wyznaczamy dla kazdego x; warto$¢ teoretycznej dystrybuanty F(x);
4. dla kazdego x; obliczamy warto$¢ bezwzgledng roznicy F(x)-F(x);
5. obliczamy warto$¢ statystyki D = sup|F,,(X)-F(x)| oraz warto$¢ statystyki:

A=D+n (62)

ktora, przy prawdziwosci hipotezy zerowej, powinna mie¢ rozktad Kotmogorowa.
6. dla ustalonego poziomu ufnosci o odczytujemy z granicznego rozkladu Kolmogorowa warto$¢ krytyczna
spetniajacg warunek P{AL > 2, }=1-a.
Gdy A > A, hipotezg zerowa nalezy odrzuci¢, w przeciwnym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowe;j.

Przyklad 14.

Przebadano probke o liczebnosci n = 1000, a wyniki, pogrupowane w 10 waskich klasach, zawarto w tabeli
8. Naszym zadaniem jest wysuna¢ sensowna hipoteze zerowa dotyczaca rozkladu i zweryfikowaé jg na poziomie
ufnosci 95%.

Tabela 8.
Przyktadowe wyniki pomiarow.
Granice klas Liczebnos¢ S, (%) (%;-X)/s F(x;) 1Sh(X;) - F(x3)
-63.0 25 0.025 -2.0 0.0228 0.0022
63.0 - 63.5 65 0.090 -15 0.0668 0.0232
63.5-64.0 88 0.178 -1.0 0.1587 0.0193
64.0 - 64.5 131 0.309 -0.5 0.3085 0.0005
64.5-65.0 163 0.472 0.0 0.5000 0.0280
65.0 - 65.5 208 0.680 0.5 0.6915 0.0115
65.5-66.0 149 0.829 1.0 0.8413 0.0123
66.0 - 66.5 98 0.927 15 0.9332 0.0062
66.5-67.0 54 0.981 2.0 0.9772 0.0038
67.0 - 19 1.000 +00 1.0000 0.0000
1000

Rozktad liczebnosci jest zblizony do symetrycznego, maksimum ma w jednej ze Srodkowych klas, co nasuwa
hipoteze, ze rozktad badanej cechy jest rozkladem normalnym N(m, o). Jesliby w wysuni¢tej hipotezie przyja¢ m =
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65, to w przedziale <63.0, 67.0>, a wigc o dlugosci 4, miescitoby si¢ 1000-(25+19) = 956 wynikéw, co stanowi
95.6%. Z wtasnosci rozktadu normalnego wiemy, ze prawdopodobienstwo przyjecia wartosci z przedziatu o koncach
u-1.96c i u+1.96c wynosi 95%, wiec dla proby o liczebnosci 1000 w przedziale tym powinno si¢ znalez¢é 950
wynikéw, a wigc niewiele mniej niz 956. Dlugo$¢ przedziatu wynosi 3.92c, co odpowiada w zadaniu wartosci 4,
zatem sensowng hipoteza wydaje si¢ by¢ o = 1, czyli nasza hipoteza zerowa H,: N(65,1).

W trzeciej kolumnie umieszczamy wartosci dystrybuanty empirycznej dla zgrupowanych danych obliczone
wedtug wzoru:

0 dlax < x,
n /n dlax, <x<x

Sn(xi) = (nl +n2)/n dlax, <x<ux, (63)
1 dlax > x,

W czwartej kolumnie umieszczamy standaryzowane prawe kofice klas (x - m)/o, w pigtej kolumnie
odczytane z tablicy warto$ci dystrybuanty F(x;) rozkladu N(0, 1), a w ostatniej wartoSci bezwzgledne réznic migdzy

dystrybuantami, z ktérych najwieksza jest d;, = 0.0280. Nastgpnie obliczamy Jn -d, =+/1000-0.0280 = = 0,886.

Dla poziomu ufnosci 0,95 odczytujemy z tablic rozktadu Kolmogorowa warto$¢ krytyczna A, = 1,354. jest ona
wigksza od obliczonej, zatem wyniki proby nie przecza hipotezie zerowej, ze rozklad populacji generalnej jest
normalny N(65, 1).

4.3.3. Test Kolmogorowa-Lillieforsa.

Gdy na podstawie n-elementowej (n > 30) probki oszacujemy nieznane parametry m i o rozktadu przy pomocy
estymatorow X (danego wzorem (57)) oraz

s ) (64)

i=1

do weryfikacji hipotezy zerowej, ze badana cecha ciagta ma rozktad normalny N(X, s) stosujemy test
Kolmogorowa-Lillieforsa.
Algorytm postgpowania jest nastgpujacy:
1. obliczamy na podstawie proby X i s2;
2. wyznaczamy dystrybuant¢ empiryczng na podstawie wzoru:

0 dlax<0
S,(x)=1k, dlax, <x<x;l<k<n-1 (65)
1 daxzux,

3. obliczamy wartosci bezwzgledne roznic [F(x;) - S,(X;)| dla i = 1, ..., n, gdzie F(x) jest dystrybuanta rozkladu
N(X, s). Stad mamy:

F(Xi):P(X<Xi)=P{X'7/S<Xi'ils}:P(U<Ui)=F0(Ui),

gdzie u; = (x; - X) /'s, a Fy jest dystrybuantg rozktadu N(0, 1).
4. sposrod wszystkich obliczonych réznic wybieramy najwigksza:
dn' = max [F(x;) - Sp(x)|
5. porownujemy obliczong wartos¢ d, z wartoscia krytyczng k,(o) odczytang z tablicy testu Kolmogorowa-
Lillieforsa przy danym n oraz przyjetym poziomie ufnosci a.
Jezeli d,)' € <K,(a), 1> to hipotez¢ odrzucamy, natomiast gdy d,, € <0, k (a)) probka nie przeczy hipotezie, ze
pochodzi ona z populacji majgcej rozktad N(X, s).

Przyklad 15.

W wyniku pomiaru tadunkéw elektrycznych metoda Millikana otrzymano 40 nastepujacych wynikow (tabela 9):
Testem Kotmogorowa-Lillieforsa mamy zweryfikowa¢ hipoteze, ze rozktad tadunkow elektrondow jest N(X, ).
Na podstawie probki obliczamy X = 1,59997 i s = 0,0032086 (wobec tego s2 = 0,00001030). Hipotetycznie zatem
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rozktad jest N(1,600, 0,00321). W celu obliczenia teoretycznych warto$ci dystrybuanty musimy przeprowadzié
standaryzacje, obliczone wartosci zawarte sa w tabeli 9. Skoki dystrybuanty obliczone dla n; = 2 sg rowne S;q = 2 -

1 ,
20+ dlan; =4 mamy Sy = 0,10, natomiast dla n; = 6 mamy S, = 0,15.

Tabela 9.
Wyniki pomiaréw tadunkow elektrycznych metoda Millikana.
X;-1019C n X;-1019C n
1.5951 4 1.5998 2
1.5961 2 1.6002 2
1.5968 2 1.6008 2
1.5975 2 1.6012 2
1.5878 4 1.6035 6
1.5985 2 1.6042 2
1.5988 2 1.6045 2
1.5992 2 1.6055 2

Jak wida¢ w tabeli 10 najwigksza roznica d,,' = 0,106. Dla n = 40 i poziomu ufnosci 1 - a = 0,95 odczytujemy
z tablic testu Kolmogorowa-Lillieforsa warto$¢ krytyczna k,(0,95) = 0,1401. Poniewaz d,, € <0, k,(a)) = <0,
1,1401) zatem probka nie przeczy normalnos$ci rozktadu przy poziomie ufnosci 95%.

4.3.4. Test Shapiro-Wilka.

Poznali$my juz podobienstwa i roznice testow zgodnosci chi-kwadrat i Kotmogorowa. Obecnie zwroémy uwage
na fakt, ze zaden z dotychczas poznanych testow nie jest oparty na pelnej informacji, jakg mozna otrzymac z probki.
W teécie chi-kwadrat strata informacji polega na grupowaniu obserwacji w klasy oraz na nieuwzglednianiu znakow
réznic n; - np;. Natomiast test Kotmogorowa oparty jest tylko na jednej, najwigkszej roznicy d,. Testem
wykorzystujacym pelng informacje z probki jest test Shapiro-Wilka odnoszacy si¢ jednak tylko do normalnosci
rozktadu.

Jako statystyke testowg przyjmuje si¢ w nim zmienng losowa:

2
a;(n) (Xn-i+1 _Xi) (66)
W= —
(%;-X)
gdzie a; (n) sa statymi zaleznymi zaréwno od licznosci probki n oraz od i (sa one stablicowane), a tzw. quasi-
rozstepy rzedu i:

i=1,...,n/2, gd arzyste
¥ ¥ z{l n/2, gdy n parzy:

ol T 2 1., n—1/2, gdy n nieparzyste

Hipotezg o normalnosci rozktadu odrzuca sig, gdy wartos¢ W, statystyki W obliczona na podstawie
niezgrupowanej probki lezy poza przedziatem (W(o/2,n), W(1-0/2,n), ktorego koncami sg wartosci krytyczne W
podane w tablicy dla warto$ci o najczesciej uzywanych w zastosowaniach.

Przyklad 16.
Pobrano probke o licznosci n = 19, wyniki uporzadkowano wedlug wielkosci: 12,4, 14,2, 14,9, 15,6, 16,1, 16,8,
17,3,17,9, 18,2, 18,6, 19,3, 19,7, 20,4, 21,9, 22,8, 23,7, 25,2, 25,9, 27,4.
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Tabela 10.
Wyniki obliczen dla danych z tabeli 9.

" F(u) Sa(i) S~ F(uy)
-1.518 0.062 0.10 0.038
0.111 0.15 0.039
0.156 0.20 0.044
0.212 0.25 0.038
0.246 0.35 0.104
0.316 0.40 0.084
0.356 0.45 0.094
0.394 0.50 0.106
0.480 0.55 0.070
0.520 0.60 0.080
0.603 0.65 0.047
0.645 0.70 0.055
0.867 0.85 0.017
0.908 0.90 0.008
0.924 0.95 0.026
0.960 1.00 0.040

Na poziomie ufnosci a = 0,90 nalezy zweryfikowac¢ testem Shapiro-Wilka hipoteze¢ o normalnosci rozktadu
badanej cechy w populacji generalnej.

Najpierw powinnismy obliczy¢ kolejne réznice X1g - Xy , X1g = X5 , ..., X1 = Xg, Wyniki tych obliczen zawiera
tabela 11.

W trzeciej kolumnie tej tabeli wypisane sa odczytane z tablic przy n = 19 wartosci a;, natomiast w czwartej
kolumnie umieszczamy iloczyny liczb z kolumn drugiej i trzeciej. Suma liczb z czwartej kolumny podniesiona do
kwadratu i roéwna 305,52 jest licznikiem obliczanej statystyki W. Mianownik tego wyrazenia obliczamy korzystajac
z zaleznoSci:

n n

j=1 J=1
Po podstawieniu do wzoru otrzymujemy:

19
X% =7869.77 oraz X =19.3842,
j=1

zatem mianownik statystyki W/ jest rowny:
7869,77 - 19- (19,3842)2 = 7869,77 — 7139,20 = 730,57

czyli nasza obliczona statystyka jest rowna 305,52 / 730,57 = 0,418.

Z tablicy odczytujemy wartosci kwantyli W(a/2, n) = W(0.95, 19) = 0,901 i W(1-o/2, n) = W(0,95, 19) = 0,982.
Poniewaz obliczona wartos¢ W = 0,418 lezy poza przedziatem (0,901, 0,982), wigc hipotez¢ o normalnosci badanej
cechy nalezy odrzuci¢ przy poziomie ufnosci 90%.
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Tabela 11.
Wyniki obliczen dla testu Shapiro-Wilka.

i Xni+1 = Xi a;(n)
1 27,4-12,4=150 0,4808 7,21200
2 259-142=117 0,3232 3,78144
3 252-149=10,3 0,2561 2,63783
4 23,7-156=8,1 0,2059 1,66779
5 22,8-16,1=6,7 0,1641 1,09947
6 219-16,8=5,1 0,1271 0,64821
7 20,4-173=31 0,0932 0,28892
8 19,7-179=18 0,6120 0,11016
9 193-182=11 0,0303 0,03333
17,47915

4.3.5. Test niezalezno$ci chi-kwadrat.

Jest to test istotnoSci pozwalajacy na sprawdzenie czy dwie badane cechy sg niezalezne. Proba musi by¢ duza.
Wyniki proby klasyfikujemy w tablice o r wierszach i s kolumnach, czyli dzielimy probe na r grup ze wzgledu na
wartosci cechy X i na s grup ze wzgledu na wartosci cechy Y. Wnetrze tablicy wypelniaja liczebnosci tak
utworzonych "dwuwymiarowych" klas n, ktére musza by¢ nie mniejsze niz 8. Sumujac wiersze i kolumny tablicy
otrzymujemy liczebnosci brzegowe n;. i n. i takie, ze:

Nie = Zr:nij (67)
i
n,j = Znij (68)
za$:
n:ZZnij :Zn,j:Zni. (69)
i j i j

Hipoteza zerowa moze by¢ sformutowana w nastgpujacy sposob:
Ho: PIX=x;, Y =y} =P{X=x} - P{Y =y}
a algorytm testowania tak postawionej hipotezy jest nastepujacy:
1°. Obliczamy prawdopodobienstwa brzegowe:

_DMie

Pie (70)
n
Nei
Paj=— 1)
n
2°. dla kazdej kratki tablicy obliczamy prawdopodobienstwo hipotetyczne:
Pij = Pie Psj (72)

przy czym:
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3°.

4°.

5°.

6°.

s r
2. 2.P =1
L
mnozac macierz prawdopodobienstw hipotetycznych przez liczebno$¢ proby n otrzymujemy macierz liczebnosci
teoretycznych npjj;

konstruujemy statystyke:

;(2 _ 22 (nl-j - npij)2 (73)

obliczamy ilo$¢ stopni swobody k=(r-1)(s-1) i odczytujemy z tablic rozkladu chi-kwadrat warto$¢ krytyczna >
dla poziomu istotnos$ci 1-a i liczby stopni swobody k, spelniajaca zaleznos¢:

P{? =y, t=1-0.
obliczong wartos¢ statystyki poréwnujemy z wartoscig krytyczna:
o Jezeli y2 > Xaz hipoteze o niezaleznosci badanych cech nalezy odrzucic;

e Jezeli %2 < y,,% nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Przyklad 17.

Stawiamy nastepujaca hipoteze zerowsa: studentki lepiej zdaja egzaminy niz studenci.
W celu przetestowania tej hipotezy z populacji generalnej studentéw pewnej uczelni pobrano probe losowa o

liczebnos$ci n = 180. Otrzymane wyniki przedstawia tabela 12.

Tabela 12.
Wyniki zdawania egzaminéw przez studentki i studentow.
sesja studentki studenci
zaliczona 75 25 100
niezaliczona 55 25 80
130 50 180

Korzystajac ze wzorow (70) — (72) obliczamy prawdopodobienstwa hipotetyczne (patrz tabela 12a) oraz

odpowiadajace im liczebnosci hipotetyczne a nastepnie korzystajac z zaleznosci (73) obliczamy statystyke 2.

Tabela 12a.
Poszczegdlne etapy obliczen w tescie niezaleznosci 2

Prawdopodobienstwa hipotetyczne

sesja studentki studenci
zaliczona 0,40 0,16 0,56
niezaliczona 0,32 0,12 0,44
0,72 0,28 1,00

Liczebnosci hipotetyczne

sesja studentki studenci
zaliczona 72 29
niezaliczona 58 18
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Obliczona wartos¢ statystyki y* = 3,554, natomiast warto$¢ krytyczna dla poziomu ufnosci o = 0,95 i liczby
stopni swobody k = 1, odczytana z tablic, wynosi 7y, = 3,841 i jest wicksza od wartosci obliczonej, zatem nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

4.3.6. Test Wilcoxona

Dla dwoch populacji, w ktérych interesujaca nas cecha jest zmienng losowa typu cigglego mozemy sprawdzic¢
hipoteze, ze w obu populacjach cecha ta ma taka sama dystrybuante. W tym celu z obu populacji pobieramy proby
losowe: z pierwszej populacji o licznosci k - {Xq, X5, ..., X} 1 z drugiej populacji o licznoéci 1 - {yy, y,, ..., y|}. Aby
mozna bylo przeprowadzi¢ test Wilcoxona probki musza mie¢ przynajmniej po 4 elementy, a obie probki w sumie
muszg mie¢ przynajmniej 20 elementow.

Algorytm postgpowania jest nastgpujacy:
1° . uporzadkowujemy tacznie obie probki wedtug wzrastajacych wartosci cechy.
2° . obliczamy ilo$¢ inwersji U w uporzadkowanych probkach. Para elementow (x;, yj) tworzy inwersje, gdy ¥j <X

. f 1
dla dowolnych i, j. Statystyka U ma rozktad normalny N (O.Skl , Ekl(k +1- l)j .
3°. W tablicach rozktadu normalnego znajdujemy warto$¢ krytyczna uy,, taka, ze: P{|X|>u,} = 1-o.

e Jezeli [u-m| > uy,c hipotezg zerowa nalezy odrzucic.
oW przeciwnym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j.
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5. ANALIZA WARIANCJI

- eksperyment jednoczynnikowy - podzial wedtug jednego kryterium;
- eksperyment wieloczynnikowy - podzial wedtug dwdoch i wigcej kryteriow;
- schemat kwadratu lacinskiego.

5.1. Wprowadzenie

W rozwinietych badaniach empirycznych podstawowa metoda sprawdzania hipotez naukowych jest
eksperyment. Z najprostszym typem doswiadczen mamy do czynienia wtedy, gdy interesuje nas (jak to byto
dotychczas) wptyw jednego czynnika na przebieg eksperymentu. Bardziej ztozonymi sa doswiadczenia z wieloma
oddziatywujacymi czynnikami. W dos$wiadczeniu takim obiekty odpowiadajace warto$ciom (poziomom) badanego
czynnika i przedmioty eksperymentu (np. probki) moga by¢ w rézny sposéb wzajemnie przyporzadkowane, zgodnie
z ustalonym kryterium tworzac okreslone typy uktadéw doswiadczalnych: uktady proste (np. uktad kompletnie
zrandomizowany), uktady blokowe (np. uktad blokéw zrandomizowanych kompletnych) i uktady kolumnowo-
wierszowe (np. uklad kwadratu tacinskiego). W kazdym z tych ukladéw sposéb przyporzadkowania probek i
wartos$ci czynnikow jest catkowicie losowy.

Nowa metodologia badan eksperymentalnych, a doktadniej planowania eksperymentu opartego na analizie
wariancji, zaproponowana przez Ronalda A. Fishera, wykorzystywana byla poczatkowo w rolnictwie. Pozwala ona
manipulowaé¢ wigcej niz jedng zmienng niezalezna jednoczes$nie, umozliwia to znaczne rozszerzenie zasiegu
generalizacji wnioskow eksperymentalnych. Najistotniejsze jednak jest to, ze metoda ta pozwala uwzglednié¢ efekt
Tacznego oddziatywania dwoch lub wiecej zmiennych niezaleznych na zmienng zalezna.

Jednym z czeSciej rozwigzywanych przy jej pomocy probleméw jest analiza czynnikow zewngtrznych
wplywajacych na wynik przeprowadzanego doswiadczenia. W przypadku, gdy na przyktad obserwujemy ilos$¢
substancji wydzielonej podczas przeprowadzanego doswiadczenia chemicznego przy roznych temperaturach, mamy
do czynienia z klasyfikacja jednoczynnikowa (czynnikiem branym pod uwagg podczas analizy, jest w tym wypadku
temperatura). Mozna takze stosowac klasyfikacje wedlug dwoch lub wigecej kryteriow (np. mozemy we
wspomnianym poprzednio eksperymencie oprocz temperatury uwzglednic stezenia reagujacych substancji, szybkos¢
ich mieszania, zastosowany katalizator itd.) i wtedy mamy klasyfikacj¢ wieloczynnikows.

5.2. Eksperyment jednoczynnikowy.

Poprzednio rozwazaliSmy zastosowanie statystyki t Studenta do poréwnywania srednich wartosci dwoch prob
(paragraf 4.1.3). Gdy musimy poréwna¢ ze soba Srednie wigcej niz dwoch prob, musimy porownywaé wszystkie
$rednie parami, co jest bardzo klopotliwe i pracochtonne. Innym sposobem jest zastosowanie statystyki F. Dane z
kilku prob lub dane z jednej proby pogrupowane wedlug pewnego kryterium oznaczamy za pomoca Xijs gdzie i
oznacza numer populacji (grupy) a j kolejny numer obserwacji (pomiaru), liczba elementéw w kazdej grupie moze
by¢ inna. Stawiamy hipotez¢ zerowa, ze mi¢dzy $rednimi populacji z ktorych zostaly pobrane proby nie ma réznic:
Hpomy=m,=..=m,

Test analizy wariancji mozna stosowa¢ wowczas, gdy rozklady populacji sa normalne lub zblizone do
normalnego oraz maja jednakowe wariancje. Moze bowiem zdarzy¢ si¢ tak, ze wszystkie populacje maja rozktady
normalne i jednakowe wariancje, ale r6znig si¢ wartosciami $rednimi (rysunek 7.1).

Istota analizy wariancji jest bowiem rozbicie na addytywne skladniki (ktorych liczba wynika z potrzeb
eksperymentu) sumy kwadratoéw catego zbioru wynikow. Pordwnanie poszczegdlnej wariancji wynikajacej z
dziatania danego czynnika oraz tak zwanej wariancji resztowej, czyli wariancji mierzacej blad losowy (przy
zastosowaniu testu F Snedecora) daje odpowiedz czy dany czynnik odgrywa istotna rol¢ w ksztalttowaniu wynikow
eksperymentu.
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Rys. 7.1. Wszystkie populacje majg rozklady normalne i jednakowe wariancje (6,=6,=03), ale roznig

si¢ warto$ciami Srednimi (mq#My#Mms).

Wariancja i-tej proby o liczebnosci n; dana jest wzorem:

AN 2 (74)
2 —
ST _1 Z(xij _x./)

Wariancj¢ ogbélng mozna oszacowaé jako $rednig z wariancji prob. Wobec tego wariancja oszacowana na
podstawie wariancji prob (tzw. wariancja wewnatrz grup) jest opisana zaleznoscia:

n

2 ny P ny )
Z(xlj —xj) +Z(x2j ‘xj) +"'+Z(xkj _xj)
=1 Jj=1 Jj=1

2 _ J=
Oy = k

Zni—k

i=1

(75)

i ma N-k stopni swobody.

Dla potrzeb praktyki statystyka eksperymentalna wypracowata juz bardzo wiele metod planowania
doswiadczen, jak na przyktad bloki losowe, kwadraty tacinskie, analiza czynnikowa. Kazdy rodzaj doswiadczenia
ma odrebny schemat analizy wariancji.

Test analizy wariancji zwykle przeprowadza si¢ wedlug okreslonego schematu, ujgtego w postaci tzw. tablicy
analizy wariancji, majacej r6zna liczbe wierszy w zalezno$ci od konkretnego schematu, ale kolumny zawsze sg takie
jak przedstawione w tabeli 13.

Wariancja migdzy grupami dana jest wzorem:

k
n(% - %) (76)
i~
Statystyke F oblicza si¢ tak, aby byla ona wigksza od jednosci, czyli dla o,,2 > sz mamy F = —%patomiast w
m
przypadku gdyarzn > 66\’ wzor ma postac F :?m .
w

40



Tabela 13.
Tablica analizy wariancji.

zrodto zmienno$ci suma kwadratow stopnie wariancja statystyka
swobody
i d o2 52
miedz - =2 k-1 1
y D m(% - %) " F=2
populacjami i=1 2
2
wewnatrz populacji - _ n-k UZW
(x,»,» B xf)
j=1

5.2.1. Hipotezy zerowe i alternatywne w jednoczynnikowej analizie

wariancji.
Analiza wariancji (w skrocie okreslana czesto skrotem ANOVA) umozliwia oceng prawdopodobienstwa tego, ze
roéznice miedzy Srednimi warto$ciami wynikoéw dla kilku (k > 2) préb losowych sg dzietem przypadku. Podang w

poprzednim paragrafie ogolng hipoteze zerowa (wraz z hipoteza alternatywng H; : ~ Hy ) mozna zastapi¢ innymi
zestawami hipotez.

Hipotezy te moga by¢ sformutowane w nastepujacy sposob:

1°°Hg: A(mj -m) =0 Hy v (mj - m)=0;
! J
k k
2°.Hp: Y. (mj -m? =0 Hi: Y (m; - m)2£0;
i=1 i
3°Hp: A =0 Hytvaj#0
1

]
gdzie oc oznacza i-ty efekt czynnika A wplywajqcego na badang cechg X i o = (M; - m);

4°. Hy: Za = Hl.Zai #0;
i=1

5.2.2. Weryfikacja hipotezy o réwnosci wartosci przecietnych w przypadku
klasyfikacji jednoczynnikowej.

W tescie tym wymaga si¢ aby badana cecha X miata w kazdej z k populacji taki sam rozktad N(m; ,). Jezeli nie
znamy warto$ci odchylenia standardowego lub nie mamy pewnosci co do réwnosci odchylen standardowych we
wszystkich rozktadach, musimy estymowaé ten parametr na podstawie prob losowych i udowodni¢ hipotezg o
rownosci wszystkich wariancji przy pomocy testu parametrycznego Bartletta opisanego w paragrafie 4.2.5 (gdy
proby sg roznej liczebnosci) lub Cochrana-Coxa albo Hartleya (gdy proby sg réwnoliczne) przeprowadzanego w
sposob zblizony do testowania zbioré6w danych opisanego w rozdziale 4. Analiza wariancji nie wymaga rownej
liczebnosci prob.

Z kazdej z badanych populacji pobieramy probke o liczebnosci n; (i = 1, ..., k). Zatem Xjj bedzie j-tym wynikiem
W i-tej probee, srednia warto$¢ i-tej probki jest r(')wna'

Xi=— Z Xij (77)

n'jl

natomiast $rednia ogoélna:

:1/nZZxIJ _1/n2x n; (78)

i=1j=1

41



k
przy czym liczba wszystkich probek n = Z n;
i=1

Sume kwadratéw odchylen poszczegdlnych obserwacji X; i od s$redniej ogolnej X (oznaczang dalej symbolem q)
mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch sktadnikow:

q= Zk:i(xi/‘i)z :gé (xii_fi)Jr(’?f_f)

i=1 j=1

2

Pierwszy sktadnik (oznaczany symbolem qg ) nazywany jest sumg odchylen wewnatrz grup (albo resztkowa
sumg kwadratéw), drugi za$ (oznaczany qg ) nazywany jest sumg kwadratéw pomigdzy grupami.

Odpowiadajgce im zmienne losowe Q, Qg i Qg , po podzieleniu przez odpowiednie stopnie swobody sa
Qg /k-1

estymatorami nieznanej wariancji o2 . Natomiast zmienna losowa F :Q T
R/N—

ma rozktad F Snedecora o (k-1, n-

k) stopniach swobody.

Ze wzgledu na to, ze rozpatrywany model wymaga réwno$ci wariancji badanej cechy we wszystkich k
populacjach, to w przypadku braku takiej informacji weryfikujemy najpierw hipotez¢ o réownosci wszystkich
wariancji jednym z trzech testow: Bartletta, Cochrana-Coxa lub Hartleya.

Do weryfikacji hipotezy zerowej o réwnosci warto$ci $rednich wszystkich prob (wobec hipotezy
alternatywnej, ze nie wszystkie wartosci przecietne sa réwne) stosujemy test oparty na zdefiniowanej powyzej
statystyce F. Za zbior wartosci krytycznych przyjmujemy przedziat <F(1-a, k-1, n-K), +o0), gdzie F(1-a, k-1, n-K) jest
kwantylem rozktadu F Snedecora.

Jezeli obliczona warto$¢ statystyki F nalezy do przedziatu krytycznego wowczas hipoteze zerowg o réwnosci
wartosci przecigtnych nalezy odrzuci¢. Natomiast jezeli obliczona warto$¢ statystyki F nie nalezy do przedziatu
krytycznego wtedy nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Przyklad 18.
Zmierzono dtugosci $§wiecenia trzech typow zardwek, otrzymujac nastgpujace czasy w godzinach:
typ 1: 1802, 1992, 1854, 1880, 1761, 1900;
typ 2: 1664, 1755, 1823, 1862;
typ 3: 1877, 1710, 1882, 1720, 1950.

Z poziomem ufnosci o = 95% nalezy zweryfikowac¢ hipotezg, ze wartosci przecigtne czaséw §wiecenia zarowek
wszystkich typow sa jednakowe (hipoteza alternatywna jest, ze wartosci te nie s3 jednakowe).

Najpierw nalezy przy pomocy testu Bartletta (gdyz proby sa o réznej liczebno$ci) zweryfikowa¢ hipoteze, ze
rowne s3 wariancje dla trzech prob (test jest opisany w rozdziale 4.2.1).

Z obliczen testu Bartletta otrzymujemy, ze przy poziomie ufnosci oo = 95% nie ma powodu do odrzucenia
hipotezy o rownsci wariancji. Zaktadajgc wigc prawdziwos¢ hipotezy 6, = 6, = 63 mozemy przej$¢ do weryfikacji
hipotezy Hy : my =my, =mj.

Z obliczen otrzymujemy: X;j = 1864.8, X, = 1776.0 a X3 = 1827.8, a co za tym idzie X = 1828.8 oraz

3
Z(fi —~%)’n, =18932.36 a zatem obliczona statystyka F = 1/2-18932.36 _ ) 106,

< 8405.5

Z tablic rozkladu Snedecora odczytujemy F(o, k-1, n-k) = F(0.95, 2, 12) = 3.88, zatem przedzialem
krytycznym jest <3.88, +0). Obliczona warto$¢ nie nalezy do tego przedziatu. Nie ma wige podstaw do odrzucenia
weryfikowanej hipotezy o réwnos$ci warto$ci $rednich tych trzech prob.

5.2.3. ANOVA dla dwéch préb.

W  celu lepszego zrozumienia koncepcji analizy wariancji prze§ledzmy przyklad pomiarow
przeprowadzonych dla dwoch probek, za kazdym razem powtdrzonych pieciokrotnie. Wyniki przedstawia tabela 14.
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Tabela 14.
Przyktad wynikow pomiaréw.

Zmienna Powtorzenie Y; Y_|

1 1914 15 17 20 85 17 A

2 231919 21 18 100 20 Y,
185 18.5 V.

5.3.  Weryfikacja hipotez dotyczacych wartosci przecietnych w przypadku
klasyfikacji podwdjnej.

Z zagadnieniem tym mamy do czynienia np. w przypadku badania twardosci stopu w sktad ktorego wchodza dwa
metale A i B a ich zawarto$¢ w stopie decyduje o twardo$ci. Mozemy zatem podzieli¢ nasze obserwacje na r klas ze
wzgledu na warto$¢ cechy A oraz na p klas ze wzgledu na warto$¢ cechy B. Wszystkie obserwacje sg zatem
podzielone na rp grup. Ograniczymy si¢ w naszych rozwazaniach do przypadku, gdy w kazdym z wariantow
dokonano takiej samej liczby | pomiaré6w badanej cechy X. Badana cecha w kazdej z rp populacji ma rozktad N(m ,
i) o nieznanych parametrach. Weryfikacja hipotez dotyczacych wartosci przecigtnych m w oparciu o wyniki prob
pobranych z kazdej populacji. Wyniki tych prob mozna przedstawi¢ w tabeli (tabela 15), przy czym:

R Q=
Xi. =2 D Xik

Ip oo

o1&
Xj =7 2 2. ik

i=1k=1
- Ll3yy
X=— Xiik
IpiTkoia !
1 P
mi, == > m;
Pzt

1 r
mj == m
iz

1
m=—2% 2 m

Miz1j=

dlai=1,..r.

dlaj=1, ..., p.

dlai=1,...,r.

dlaj=1, ..., p.

Tabela 15.
Tabela wynikow dla klasyfikacji podwojnej

Czynnik A A, A

$rednia

B, X111 o0 X911 X9111 1 X911 Xr11s w0 Xp11 X1

B> X1215 = X191 X921 w0 X991 Xp215 w1 X1 X2

B, X1n1s =5 X1p1 Xon1s - Xon1 Xm1s - Xpnd

Srednia X1- X2. Xp .

x|

W przypadku tego modelu mozemy zweryfikowa¢ hipotezy:
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1. o rdwnosci wartosci srednich we wszystkich rp populacjach:
Ho:mjj=mdlai=1,..rj=1,.,p.
2. o réwnosci wszystkich wartosci przecietnych m; badanej cechy poddanej dziataniu czynnika A w r wariantach, bez
uwzgledniania wptywu czynnika B:
Hymy =..=m,dlai=1,..r.
3. o rownosci wszystkich wartoéci przecigtnych m; badanej cechy poddanej dziataniu czynnika B w p wariantach,
bez uwzgledniania wptywu czynnika A:

Hoomg=..=mgdlaj=1,..p.
4. ze odchylenie wartosci przecietnej m;; od ogolnej wartosci przecietnej m jest rowne sumie efektow czynnika A i
czynnika B:

Ho: mjj - m = (m; - m) + (m; - m).

Gdy hipoteza ta nie jest spelniona, czyli gdy nie zachodzi zjawisko addytywno$ci oddziatywania efektow
rozpatrywanych czynnikow, wtedy méwimy, ze zachodzi wspoldziatanie tych czynnikdéw, a wyrazenie m; j- M- m;
+ m jest miara tego wspotdziatania.

Podobnie jak w przypadku klasyfikacji pojedynczej sume kwadratow odchylen od ogdlnej sredniej q
rozktadamy na sume czterech sktadnikow:

r

S Sl

i J

r

D RPN

1

=0a*tdg T dag T OR

Analogicznie réwniez zmienne losowe Qp /(r-1), Qg /(p-1), Qag /(r-1)(p-1), Qg /rp(l-1), Q/(rpl-1) sa
nieobcigzonym estymatorem nieznanej wariancji o2 , natomiast zmienne Qa /o2, Qg /62, QaB /62, Qr /62, Q/cs2
s3 niezalezne i majg rozktady y2 .

Hipoteze Hp, (93) dotyczaca rownosci wartosci przecigtnych badanej cechy we wszystkich populacjach
weryfikujemy na podstawie rp niezaleznych probek, kazda o liczebnosci 1, stosujac test analizy wariancji w
przypadku klasyfikacji pojedynczej.

Do weryfikacji hipotezy zerowej Hy, (94) stosujemy test oparty na statystyce zdefiniowanej nastgpujaco:

p,oLQalr=l (79)
Or/ rp(l - 1)
ktora ma rozktad Snedecora o r-1 i rp(I-1) stopniach swobody.
Do weryfikacji hipotezy zerowej Hy, stosujemy statystyke:
0,/ p-1
L= _“plP70 (80)
Or/ rp(l - 1)
o p-1 i rp(l-1) stopniach swobody.
Natomiast do weryfikacji hipotezy H, stosujemy statystyke:
r_Qas/(r=1)(p=1) (81)
4B Or/ rp(l - l)

o (r-1)(p-1) i rp(I-1) stopniach swobody.
Zbiorami krytycznymi tych testow sa przedziaty <F,, (1-o, w, V), +o0), gdzie w i v oznaczaja odpowiednie
stopnie swobody.
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Przyklad 19.

Z trzech réznych wydziatéw pewnej uczelni wylosowano po 1 =4 studentéw z kazdego roku studiéw i obliczono
$rednig ocen uzyskang przez kazdego studenta w ostatnim semestrze. Uzyskano rezultaty przedstawione w tabeli 16.

Tabela 16.
Srednie ocen wybranych studentow.
Rok Wydziat
studiow A B C
| 3.6,4.1,31,24 3.1,25,33,38 2.7,4.2,2.9, 3.7
I 2.8,4.3,38,3.0 3.9,2.6,3.2,33 3.0,44,39,3.1
11l 3.2,4.1,48,4.0 34,29,41,2.8 4.0,3.3,34,30
v 3.2,3.9,4.2,3.6 3.6,4.4,2.8,2.9 3.7,5.0,2.6,34
\Y 4.0,4.0,35, 3.8 4.0,3.0,4.5,3.7 3.0,3.8,4.8,3.5

Zaktadajac, ze $rednie uzyskiwanych ocen maja rozktady normalne o tej samej wariancji na poziomie ufnosci

o= 95% zweryfikowac nastgpujace hipotezy:

a) wartosci przecigtne $rednich ocen dla studentow réznych wydzialow sg jednakowe;

b) wartosci przecigtne srednich ocen dla roznych lat studiow sg jednakowe;

¢) wartosci przecigtne ocen $rednich dla pierwszych dwoch lat sg jednakowe.
W tym przypadku mamy r = 3 (wydzialy) oraz p = 5 (liczba lat studiéw). Po obliczeniach otrzymujemy wyniki

przedstawione w tabeli 17.

Tabela 17.
Wiyniki obliczen dla danych z tabeli 16.
p r Razem
1 2 3
1 3.300 3.175 3.375 3.283
2 3.475 3.259 3.600 3.342
3 4.025 3.300 3.425 3.583
4 3.725 3.675 3.674 3.692
5 3.825 3.800 3.775 3.800
Razem 3.670 3.440 3.568 3.550

Nastepnie obliczamy sumy kwadratow odchylen:

p = 0.5365, stopni swobody mamy df = 2, zatem g /df = 0.26815

Og = 2.3797 df = 4 qg /df = 0.59492
Oag = 0.06980 df =8 0 ap /df = 0.00872
0 = 18.4050 df=45  gg/df=0.4090
q=21.3908 df = 59

Obliczone na tej podstawie statystyki F maja nastgpujace wartosci:
F, =0.26815/0.4090 = 0.6556
Fg =0.59492 / 0.4090 = 1.4546
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i majg odpowiednio 2 i 45 oraz 4 i 45 stopni swobody. Suma kwadratow wszystkich odchylen q = 21.3908 ma 59
stopni swobody. Po podzieleniu przez odpowiednie stopnie swobody otrzymujemy srednie kwadratow rowne qp /r-1
=0.26815, qg /p-1 = 0.59492, qag /(r-1)(p-1) = 0.008725, qg /rp(l-1) = 0.409.

Aby zweryfikowa¢ hipoteze o rownos$ci wartosci przecigtnych $rednich ocen dla studentow réznych wydziatlow
nalezy wykorzystac¢ statystyke Fn . Wartoscia krytyczna jest dla tej statystyki F(a, r-1, rp(I-1)) = F(0.95, 2, 45) =
3.21. Poniewaz obliczona warto$¢ statystyki jest mniejsza od wartosci krytycznej, zatem brak jest podstaw do
odrzucenia tej hipotezy zerowej.

Dla zweryfikowania hipotezy o réwnosci wartosci przecigtnych $rednich ocen dla réznych lat studiow
korzystamy ze statystyki Fg = 1.4546. Warto$cig krytyczng jest dla tej statystyki F(a, p-1, rp(l-1)) = F(0.95, 4, 45) =
2.59. Poniewaz i tym razem obliczona warto$¢ statystyki jest mniejsza od wartosci krytycznej, wigc rowniez brak
jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Dla zweryfikowania trzeciej hipotezy zerowej o roéwnoSci wartosci przecigtnych ocen $rednich dla
pierwszych dwoch lat studiow musimy policzy¢ wartoéci przecigtne dla tych lat X; = 3.3 i X, = 3.5 oraz odchylenia
standardowe dla tych wartosci s; = 0.082 i s, = 0.125, musimy bowiem najpierw dla tych rozktadow udowodni¢
hipoteze o réwnosci wariancji stosujac jeden z testow parametrycznych. W tym przypadku zastosujemy test
Cochrana. W tym celu obliczamy statystyke:

n
G = max(s;? )/z ;% = 0.015625/0.022349 = 0.6991.
i=1
Warto$¢ krytyczna tej statystyki odczytana z tablic testu Cochrana wynosi 0.9057 i jest wigksza od
obliczonej, zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosci wariancji rozktadow ocen $rednich dla dwoch
pierwszych lat studiow.
Mozemy zatem przystapi¢ do weryfikowania hipotezy zerowej. Warto$¢ przecietnej oceny dla tych lat
studiow X = 3.4, obliczone dla tego przypadku sumy kwadratow odchylen: q = 0.24 (stopien swobody jest rowny 1),
q=7.95 (liczba stopni swobody 22), wobec tego warto$¢ statystyki F dla tej hipotezy:

Fa = 0.2400/0.3614 = 0.6641

Krytyczna warto$¢ statystyki FAkr = F(0.95, 1, 22) = 4.30 i jest wigcksza od wartosci obliczonej, zatem
wniosek brzmi: nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (czyli mozemy przyjaé, ze wartosci przecig¢tne ocen
dla dwoch pierwszych lat studidw sa jednakowe).

5.4. Schemat kwadratu tacinskiego LQ-.r (n=1) Il

Zapoznamy si¢ teraz z analizg wariancji dla trzech efektdéw mieszanych. Zastosowany w tym przypadku
schemat kwadratu tacinskiego (Latin sQuare - LQ) wymaga €O najmniej tylu powtdrzen ile jest czynnikoéw
wptywajacych na wynik i nie jest wygodny w przypadku duzej liczby takich czynnikow. Najczesciej stosuje si¢ go w
przypadku 4 - 8 czynnikéw z pojedynczym pomiarem w kazdej komorce tabeli. Na przyktad przy sprawdzaniu
poprawnosci obliczen wykonywanych przy pomocy trzech kalkulatorow (oznaczonych literami A, B, C)
roéwnoczesnie przez trzech rd6znych "operatorow" nasza tabela moze wygladac tak jak tabela 18.

Tabela 18.
Schemat kontroli obliczen (numer rzedu odpowiada
kolejnemu wykonaniu obliczen).

Kolumna ("operator™)

I 1 i

1 B A C
R 2 C B A
z 3 A C B
a 4 B C A
5 C A B

6 A B C
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Kolumny i rzedy w tym eksperymencie moga odnosi¢ si¢ takze do kolejnosci w jakiej wykonuje si¢ pomiary
i potozenia uktadow doswiadczalnych. W naszym przyktadzie mozemy wyeliminowaé uptyw czasu (a tym samym
zmeczenia "operatora") jak i samego operatora na btad eksperymentu (pozostawiajac jedynie bledy wnoszone przez
same kalkulatory). Jest to przyktad podwojnego kwadratu tacinskiego 3x6.

Kazdy eksperyment, ktéry ma by¢ analizowany przy pomocy schematu kwadratu lacinskiego rozpoczyna si¢
od losowego tworzenia odpowiedniego kwadratu tacinskiego dla przewidywanej liczby oddziatywan (czynnikéw) i
uktadow pomiarowych zastosowanych do przeprowadzenia eksperyemntu (najczesciej liczba kolumn, wierszy i
oddziatywan jest w tego typu eksperymencie jednakowa).

Stopnie swobody dla wynikow tak zaprojektowanego do§wiadczenia sg nastgpujace:

catkowity dfie=pr-1
wierszy df o =r-1
kolumn df, =p-1

czynnikow dfy,=n-1
bledu (reszty)  dfgq = (r-1)(p-1) - (n-1) =
dftot B dfrow B dfcol - dftr

Algorytm przeprowadzania analizy jest nastepujacy:

2
(82)
5

1°.0Obliczamy wspotczynnik korekcyjny:

c=-2
P
2°. Obliczamy sumg¢ kwadratow dla wierszy:
2
2 (83)
SSR=—1—-C
p
oraz $redni kwadrat dla wierszy:
MSR = SSR (89)
dfrow
nastepnie obliczamy sume kwadratow dla kolumn:
2
2% (85)
ssc=2—-c
r
oraz $redni kwadrat dla kolumn:
MSC = SSC (86)
dfcol
az wreszcie obliczamy sum¢ kwadratow dla czynnikow:
2
2% (87)
ssT=*——.cC
r
oraz $redni kwadrat dla czynnikow:
MST = SST (88)
dfyr

3°. obliczamy catkowitg sume kwadratow:
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— 2
SS= Zk: Xijk -C (89)
]

oraz sum¢ kwadratow resztkowa:

SSE =SS - SSR - SSC - SST (90)
i $redni kwadrat resztkowy:
MSE = SSE (91)
dferror
4°. Obliczamy statystyki:
dla wierszy:
MSR
F -2 92
row = VISE (92)
dla kolumn:
MSC
_ 93
col MSE (93)
dla czynnikow:
MST
=— 94
" MSE &4

i porownujemy je z odpowiednimi warto$ciami krytycznymi dla zalozonego poziomu ufnosci.

Przyklad 20.

W doswiadczeniu nad nawozeniem pol zastosowano nastgpujace czynniki (nawozy): A - (NH, ), SO, , B -
NH4NO5, C - CO(NH,),, D - Ca(NOz),, E - NaNOj, F - NoN (brak nawozenia). Nawozy stosowane sg w
jednakowych dawkach (w kg/ha).

W pierwszym etapie przeprowadzono losowanie kwadratu tacinskiego 6x6, wynik przedstawia tabela 19.

Tabela 19.
Kwadrat tacinski 6x6.

[EN

D N N O W
m T o >0 w|s
O ®m > T om o |d

W O MmO > mju
> M O W O T

OO w m T > |w
m > mMm g w O |o

Wyniki tak zaplanowanego eksperymentu (osiggnigte plony burakow cukrowych w g/ha) przedstawia tabela 20.
Na tej podstawie mozemy przedstawi¢ sumaryczne i $rednie wyniki (plony) dla poszczegdlnych czynnikow - zawiera
je tabela 21.
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Tabela 20.
Wyniki eksperymentu.

| | Il v \Y Vi Z Xi
j
| F D A B E C
28.2 29.1 32.1 33.1 31.1 32.4 186.0
I E B C F D A
31.0 29.5 29.4 24.8 33.0 30.6 178.3
Il D E F C A B
30.6 28.8 21.7 30.8 31.9 30.1 173.9
v C A B D F E
33.1 30.4 28.8 314 26.7 31.9 182.3
V B F E A Cc D
29.9 25.8 30.3 30.3 335 32.3 182.1
Vi A C D E B F
30.8 29.7 27.4 29.1 30.7 21.4 169.1
Zi:"ii 1836 | 1733 | 1697 | 1795 | 1869 | 1787 iZj:X =107L7
Tabela 21.
Plony dla poszczego6lnych nawozow.
Czynnik A B C D E F
Zklx--k 186.1 182.1 188.9 183.8 182.2 148.6
Xeok 31.0 30.4 31.5 30.6 30.4 24.8
Stopnie swobody: catkowity dfiy=pr-1=35
wierszy df,qu=r-1=5
kolumn df,=p-1=5
czynnikow dfy,=n-1=5
bledu (reszty) dfror = (-1)(p-1) - (n-1) =35-5-5-5=5.5-5=20.

Wspoétezynnik korekcyjny C = (1071)2 / 36 = 31 903.91, natomiast suma kwadratow dla wierszy SSR
_186.0% +...+169.12
B 6
183.62+...+178.72
- 6
SST = 185.77 a srednia MST = 37.154.

Catkowita suma kwadratow SS = 28.22 +...+29.12 - 31903.91 = 32185.79 - 31903.91 = 281.88 a resztkowa suma

kwadratow SSE = 30.25 i resztkowy $redni kwadrat MSE = 30.25 / 20 = 1.513. Obliczone na tej podstawie
statystyki:

dla wierszy - F,, = 6.438/1.513 = 4.26

- 31903.91 = 32.19 i $redni kwadrat dla wierszy MSR = 32.19 / 5 = 6.438, za$ dla kolumn

SSC

- 31903.91 = 33.67 oraz MSC = 33.67 / 5 = 6.734. Dla czynnikdw odpowiednio suma
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dla kolumn - F,, = 6.734 /1.513 = 4.45
dla czynnikéw - Fy, = 37.154 / 1.513 = 24.56
Wszystkie te statystyki maja (5, 20) stopni swobody, wiec dla poziomu ufnosci a = 95% znaleziona w tablicach

warto$¢ krytyczna Fy, = F(0.95, 5, 20) = 2.71.

Wszystkie warto$ci obliczone sa wigksze od wartosci krytycznej, co oznacza, ze wszystkie trzy zrodla
wplywu na badana cech¢ populacji generalnej nalezy uwazac za bardzo istotne. Na podstawie tego mozemy wysungé
wniosek, ze istnieja zasadnicze réznice w wynikach wystepujace pomigdzy wierszami, kolumnami i czynnikami.

Dalszym etapem analizy naszych danych jest rozdzielenie zmiennych ($rednich). Na podstawie wyniku
naszego eksperymentu mozemy odpowiedzie¢ na szereg pytan:

1) czy nawozenie wplywa na wzrost plondéw (wydzielamy czynnik F) ?;

2) czy nawozy organiczne s3 lepsze od nieorganicznych ?;

3) czy NH4-N jest lepszy niz NO5-N ?;

4) czy (NH4),SO, jest lepszy niz NH4,NO3?;

5) czy Ca(NOy) jest lepszy niz NaNO3?.
Pytan takich moze by¢ oczywiscie wiecej, w zalezno$ci od tego jakie czynniki czy grupy czynnikoéw chcemy ze soba
poréwnywac.

Po postawieniu pytan tworzymy tabele zawierajaca wspotczynniki oddziatywania c; oraz sumaryczne wartosci
plon6éw x..,. osiagniete dla poszczegdlnych czynnikow (tabela 21), bedaca podstawa dalszej analizy. Wspotczynniki
oddziatywania posumowane w kazdym wierszu powinny dawac zero.

Nastepnie korzystajac z zalezno$ci (100), lub w przypadku df=1 ze wzoru:

S§, =—t 2 (95)

obs
ry e

i
obliczamy sumy odchylen dla poszczegdlnych czynnikdéw, np. dla przypadku poréwnywania nawozenia z jego
brakiem (df=1) obliczamy:
5-148.6—1861-182.1-188.9—-183.8-182.2

6-(25+1+1+1+1+1)

dzielgc t¢ liczbg przez odpowiednig ilo§¢ stopni swobody otrzymujemy $rednie kwadraty resztkowe MS,, a na tej
podstawie obliczamy warto$¢ statystyki korzystajac ze wzoru:

)2
=180.200

SSyps(NON - N) = (

MS (reszta)
Tabela 22.
Wyniki badan po rozdzieleniu wartosci.
Czynnik NoN (NH4),SO | NH4NO,; [ CO(NH,), | CA(NO3), | NaNO,
4
Porownanie Xok 148.6 186.1 182.1 188.9 183.8 182.2
NoN - N +5 -1 -1 -1 -1 -1
Organiczny-Nieorgan. 0 -1 -1 +4 -1 -1
NH4-N - NO3N 0 +1 +1 0 -1 -1
(NH4)»,SO,4 - NH,NO4 0 +1 -1 0 0 0
Ca(NO3), - NaNO4 0 0 0 0 +1 -1
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czyli w naszym przypadku:

F (NoN - N) =180.20/1.513 = 119.10
wyniki pozostatych obliczen zawiera tabela 23.

Znajdujemy teraz wartosci krytyczne odpowiednich statystyk F:
Fir = F(0.95, 1, 20) = 4.35

F = F(0.95,5,20) = 2.71
Tylko w przypadku poréwnywania wynikow dla testu "bez nawozu - z nawozem" warto$¢ obliczona jest wigksza

od wartosci krytycznej, a zatem nie ma podstaw do odrzucenia takiej hipotezy. W pozostatych przypadkach wybor
zrédta odchylen nie ma istotnego znaczenia.

Tabela 23.
Wyniki obliczen.

Zrédto odchylen df SSops MS s F Fur
czynniki 5 185.77 37.15 24.56 2.71
NoN-N 1 180.20 180.20 119.10 4.35

Organ. - Nieorgan. 1 3.816 3.816 2.52 4.35

NH4-N - NO3N 1 0.202 0.202 0.13 4.35

(NH,),SO, - NH,NO; | 1 1.334 1.334 0.88 4.35

Ca(NOj3), - NaNO4 1 0.213 0.213 0.14 4.35
reszta 20 30.25 1.513
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6. TEORIA BLEDOW

- rodzaje bledow;

- charakterystyka metrologiczna;

- klasa niedokladnosci;

- wnioskowanie w teorii bledow,

- sposoby redukcji bledow arytmetycznych;
- obliczanie bledow w praktyce.

Kiedy opublikujemy jaki$ uzyskany przez siebie wynik eksperymentalny, staje si¢ on wlasno$cia publiczng i
moze by¢ wykorzystany przez innych do ich wlasnych celéw: do sprawdzenia przewidywan teoretycznych,
zaprojektowania eksperymentu czy tez zbudowania jakiego$ przyrzadu. Osoba korzystajaca z naszych wynikow musi
jednak wiedzie¢, czy sa one wystarczajaco doktadne do jego zastosowan. Rowniez wyciagajac na podstawie takich
danych wnioski musimy wiedzie¢, jak dalece mozemy mie¢ do nich zaufanie. Kazdy eksperyment, kazdy pomiar i
prawie kazda operacja sktadowa pomiaru daje wyniki obarczone réznymi typami bledow (na rys. 6.1 schematycznie
przedstawione sa bledy wpltywajace na wynik pomiaru pewnej wielkosci). Wilasnie z tego powodu, podstawowym
obowigzkiem eksperymentatora jest ocena btedow przeprowadzonego pomiaru i podanie rzetelnej informacji o ich
wielkosci (bez przesady w jedna, jak i w druga strone¢). Tym bardziej informacja taka powinna by¢ rzetelna, ze na
podstawie samej oceny btedow pomiaréw (a nie tylko danych eksperymentalnych), mozna wycigga¢ rowniez pewne
istotne wnioski. Nalezy przy tym pamie¢ta¢ o tym, ze cele doswiadczalne czgsto okreslaja dopuszczalne granice
btedu.

X

4 v Z//Zm
L U
@ @ ©)

Rys. 6.1. Zrédla bledéw w ukladzie pomiarowym (x- wielko$¢ mierzona, x; - wielkosé
wphwajgca, a - parametry konstrukcyjne, z - zaklocenia, ¢ - procedura analizy
danych).

Nie tylko koncowe wyniki do§wiadczenia powinny by¢ uzyskiwane z odpowiednia precyzja, dotyczy to takze (o
moze przede wszystkim) wszystkich wielkosci posrednich uzyskiwanych w trakcie eksperymentu, bowiem zwykle
dokonuje si¢ pomiaru wielu réznych wielkosci pierwotnych, i dopiero droga ich kombinacji uzyskuje wynik
koncowy, przy czym jego doktadnos$¢ okreslona jest poprzez bledy wielkosci pierwotnych, czyli tak zwane biedy
czastkowe. Widzimy zatem, ze poj¢cie bledu pomiaru jest bardzo istotne dla eksperymentatora.

6.1. Rodzaje btedow.

Definicja btgdu moze by¢ sformutowana w rozny sposob:
a) Blad jest to roznica miedzy stanem danej wielko$ci a stanem rzeczywistym jej wielkosci - definicja ta wyraza btad
w dziedzinie rzeczywisto$ci powstajacy przy tworzeniu obrazu rzeczywistosci za pomoca pomiarow;
b) Jezeli warto$¢ wielko$ci wynosi X, a przyjeto warto$¢ X', to réznica A = X -x jest btedem - jest to najlepsza
definicja w przypadku eksperymentow myslowych;
c) Btad jest to roznica miedzy wartoscig wielkoSci a wartoscig poprawng tej samej wielkosci - definicja ta wyraza
btad w dziedzinie abstrakc;ji.
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Pojecie btedu nie jest zwigzane z odwzorowaniem stanu wielko$ci w warto$¢, lecz wyraza istnienie pewnej
odlegtos$ci miedzy dwoma stanami lub wartosciami bez okreslenia przyczyny zaistnienia tej rdéznicy. Zaktadamy, ze
odwzorowaniem stanu rzeczywistego jest |warto$¢ poprawna| wielkosci. Zatozenie to powoduje najwiccej
komplikacji w teorii btedow, gdyz stan rzeczywisty wielkos$ci nie jest tak naprawde znany, a wigc nieznana jest i
warto$¢ poprawna.

Nie mozna udowodnié, ze warto§¢ poprawna jest funkcja warto$ci rzeczywistej, dlatego oba pojecia stuza do
zdefiniowania bledu. W konsekwencji btedy pomiaru mozna wyrazi¢ w dziedzinie standw lub w dziedzinie ich
obrazow. W dalszych rozwazaniach nie bedziemy okreslac, czy blad jest wyrazony w dziedzinie standow czy w
dziedzinie obrazéw, sam btad okreslajac jako rdznice miedzy wynikiem pomiaru a poprawnym stanem mierzonej
wielkosci czyli pomigdzy stanem na wejsciu ukladu pomiarowego a wartoscig na wyjsciu tego uktadu.

Rozrdznia si¢ trzy rodzaje miar bledu: btedy prawdziwe, bledy umownie prawdziwe i bledy graniczne. Kazdy
z nich moze by¢ przedstawiany w trzech postaciach: bledu bezwzglednego, bledu wzglednego i bledu
unormowanego (czyli zakresowego lub sprawdzonego)

W modelach matematycznych uktadéw pomiarowych (metod pomiarowych) kazde zrédito bledu wystepuje
jako pewna zmienna losowa lub proces losowy o znanych charakterystykach (rysunek 1).

Podziat bledéw dokonywany jest ze wzgledu na:
1) charakter bledu - wyrdznia si¢ tu blad systematyczny i btad przypadkowy (btad losowy);
2) warunki pomiaru - w warunkach odniesienia btagd nazywa si¢ bledem podstawowym, w innych warunkach
wystepuja ponadto btedy dodatkowe;
3) charakter mierzonej wielkosci - wedhug tego kryterium bledy pomiarowe dzielimy na bledy statyczne i biedy
dynamiczne;
4) fizyczne przyczyny powstawania bledu - wyrdznia si¢ tu m.in. blad wzorcowania, blad niestatosci, bledy
kwantowania, bledy probkowania, btedy zliczania itd.

Definicje btgdow systematycznego i przypadkowego naleza w metrologii do elementarnych poje¢ i zapewne
spotkali si¢ z nimi panstwo wczesniej. Przypomnimy sobie zatem te pojecia w skrocie.

Btad systematyczny jest to blad, ktory przy wielokrotnym wykonywaniu pomiaru tej samej wielkosci w tych
samych warunkach ma wartos$¢ stata lub zmienia si¢ wedtug znanego prawa. Wszystkie pozostate bledy okresla si¢
jako przypadkowe.

Btad systematyczny jest warto$cig oczekiwana btedu przy pomiarze tej samej wartosci wielko$ci mierzonej w
tych samych warunkach. Warunkiem okreslenia warto$ci btgdu systematycznego jest znajomos¢ wartosci wielkosci
wplywajacych na pomiar, warto§ci wielko§ci mierzonej oraz czasu T, ktory uptynal od wzorcowania uktadu.
Fizyczny sens tego rodzaju btedu nie ulega zmianie w poréwnaniu z definicjg klasyczna: sg to bledy powstajace z
przyczyn losowych, majace jednak jednakowy znak lub niesymetryczny wzgledem zera rozktad
prawdopodobienstwa. Na przyktad btad koincydencji ("spigtrzanie” wynikow pomiardw) przy zliczaniu impulséw za
pomocy licznika Geigera-Miillera ma zawsze znak ujemny, natomiast btad tta przy pomiarach izotopowych ma znak
dodatni. Warto$¢ oczekiwana tych bledow jest rozna od zera i warto$¢ te nalezy nazwaé btedem systematycznym.

Biedy przypadkowe zawsze wystepuja w eksperymencie i powoduja rozrzut kolejnych odczytéw wokot
rzeczywistej warto§ci mierzonej wielkosci (oczywiscie, gdy wystepuje btad systematyczny, pomiary uktadaja si¢
wokot pewnej, przesunigtej wzgledem rzeczywistej, wartosci). Bledy przypadkowe mozna wykry¢é droga
powtarzania pomiaréw, przy okazji poprawiajac precyzj¢ pomiardw, korzystajac ze sredniej wartosci serii
pomiaréw.

Wartos$¢ oczekiwana btedu przypadkowego jest rowna zeru, wlasciwos¢ ta nie zawsze jest zgodna z sensem
fizycznym bledéw przypadkowych.

Przy omawianiu bledéw wygodnie jest wprowadzi¢ na wzor terminologii stosowanej w literaturze zachodnie;j
rozréznienie pomigdzy pojeciami doktadnos$¢ i precyzja. Wynik pomiaru okre§lamy wowczas jako doktadny, gdy
jest on wolny od bledow systematycznych, natomiast jako precyzyjny, gdy jego btad przypadkowy jest bardzo maty.

Blad podstawowy jest to btad wystepujacy, gdy uklad pomiarowy znajduje si¢ w warunkach odniesienia
(wielkosci wptywajace maja wowczas wartosci state). Sktadnik systematyczny blgdu podstawowego nazywa si¢
btedem wzorcowania, a sktadnik przypadkowy - btgdem niestatosci.

Inaczej patrzy si¢ na blad wzorcowania przy wyznaczaniu tego btedu w sposob teoretyczny, na podstawie
danych wzorca, warunkow i sposobu wzorcowania. Wyznacza si¢ wowczas graniczne wartosci tego btedu. Przez
dobor odpowiedniej procedury wzorcowania mozliwe jest zatem zmniejszenie blgdu wzorcowania poprzez
usrednienie btedow (lub wygtadzanie), natomiast w wyniku aproksymacji zmierzonej charakterystyki do prostszego
lub wygodniejszego z jakich$ wzgledow ksztattu, mozemy zwigkszy¢ btad.

Btad dodatkowy jest spowodowany odmiennos$cig warunkéw w jakich dokonuje si¢ pomiaru, od warunkow w
jakich przeprowadzono wzorcowanie uktadu pomiarowego. Mozna go takze zdefiniowaé jako btad spowodowany
zastosowaniem uproszczonej procedury wzorcowania w stosunku do procedury “naturalnej”, czyli procedury z
korekcja btedow systematycznych (blad ten jest wigc blgdem metody wzorcowania).

Btad dynamiczny mozna zdefiniowa¢ dwojako:
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a) jest to btad spowodowany odmiennymi niz idealne wtasciwosciami dynamicznymi uktadu pomiarowego;
b) jest to blad spowodowany zastosowaniem statycznej procedury wzorcowania dla ukladu przy pomocy ktorego
dokonujemy pomiardéw dynamicznych mierzonej wielko$ci.

Kazdy uktad pomiarowy (i wzorzec) powinien posiadaé swoja charakterystyke metrologiczng. Pod tym
pojeciem rozumie si¢ ogdl wiadomosci o btedach uktadu pomiarowego przedstawionych w pewien uporzadkowany
sposob. Roéznorodnos$é przyrzaddéw i rozmaitos¢ ich zastosowan powoduja, ze nie istnieje jednolity sposob
opracowywania charakterystyk metrologicznych. Istnieja co prawda pewne zalecenia normatywne, producenci
aparatury korzystaja jednak z roéznych wariantéw charakterystyk, upraszczajac je w do$¢ dowolny sposdb. Na
przyktad dla termomagnetycznego analizatora tlenu charakterystyka (zaczerpnicta z pracy J. Piotrowskiego [3] )
wyglada tak jak na rysunku 2.

Rozk3*ad prawdopodobiefistwa b*€¢du niesta*oceci analizatora tlenu

p(e) A
p(r)=e"*" (r wgodzinach) 102 % =158
I
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|-
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Rys. 2. Charakterystyka metrologiczna termomagnetycznego analizatora tlenu.

6.2. Klasa niedoktadnosci.

Klasa niedoktadnosci przyrzadu (systemu pomiarowego) okresla nam zakres (przedzial), ktérego nie moze
przekroczy¢ btad podstawowy w catym zakresie pomiarowym. Wyrazenie wlasno$ci metrologicznych za pomoca
klasy niedoktadno$ci jest najbardziej zblizone do miary Lebesgue'a zbioru wartosci wielko$ci mierzonej w pewnym
stanie o wartosci b najlepiej odwzorowujacej stan a, rownej wskazaniu przyrzadu, z tg réznicg, ze definicja klasy
niedoktadnosci nie zawiera ustalenia poziomu ufnoéci. Brak ten mozna uzupethi¢ na podstawie metodyki
sprawdzania wskazan odpowiednio interpretujgc wyniki sprawdzania. Sprawdzanie wskazan przeprowadza si¢ w
warunkach odniesienia w punktach skali przyrzadu opisanych cyframi. Punkty te oznacza si¢ x;, j=1, ..,k
Wynikiem sprawdzania jest zbior btedow {AJ-}. Uktad pomiarowy spetnia wymagania klasy niedoktadnosci, gdy |AJ-|
< Agop dlaj=1, .., k. Zaklada sie nastepujgce wtasno$ci btedow:
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1) kolejne wyniki sprawdzania wskazan sa zrealizowane niezaleznie;
2) prawdopodobienstwo, ze btad A przekroczy warto$¢ dopuszczalng wynosi P;
3) btad w kazdym z k punktéw sprawdzania nie przekracza przedziatu 2 € = 2 Adop;
4) poza przedziatem bledu dopuszczalnego moze si¢ znalez¢ dopiero K + | - y wynik sprawdzania (I > 1), przy czym
punkt ten nie jest w procesie sprawdzania wskazan realizowany.
Wyniki sprawdzania mozna opisa¢ za pomocg rozkltadu geometrycznego, ktorego gestosé
prawdopodobienstwa wyraza wzor:

p(U = k+1) = (1-P)k P (97)

Wartos$¢ przecig¢tna zmiennej losowej U wynosi E(U) = 1 / P, a wariancja var(U) = (1-P) / P . Najbardziej
efektywnym nieobcigzonym estymatorem jest:

L} e +
P'=1/(k+1) (98)
agdy 1> 1, to P' < 1/(k+1). Liczba punktow wskazan przyrzadow pomiarowych podlegajacych sprawdzeniu przy
kontroli wymagan klasy niedoktadnosci jest z gory znana. Zwykle jest ich 6-16, czyli prawdopodobienstwo zawiera
si¢ w granicach <0.059, 0.200>. Z drugiej strony wyznaczajac warto§¢ P wedtug wzoru (2) wariancj¢ estymowanego
parametru, mozemy obliczy¢ korzystajac z twierdzenia Cramera-Rao o dolnym ograniczeniu wariancji:

var(P') = P2(1-P) / (k+1) (99)

Tak wigc cechy konstrukcyjne przyrzadu i metodyka sprawdzania wskazan pozwalajg ustali¢
prawdopodobienstwo przekroczenia przez btad wartosci dopuszczanej przez klase niedoktadnoséci oraz ocenié
prawdopodobienstwo, ze przy znamiennej ufnoéci 1-P w k punktach sprawdzania wskazan warto$¢ dopuszczalna
btedu nie zostanie przekroczona.

6.3. Wnioskowanie w teorii bledéw.

Mysla przewodnig teorii bledow jest znalezienie sposobéw wykonywania pomiaréw i obliczania btedow w
warunkach fizycznych ograniczen powodujacych niemozliwo$é rownoczesnego wyznaczania bledu i stosowania
uktadu pomiarowego do wilasciwych pomiarow. Rozdzielenie tych czynno$ci w czasie powoduje przypadkowa
zmienno$¢ wihasciwosei uktadu pomiarowego, wystgpowanie stanéw nieustalonych itp., zatem na wykonujgcym
badania spoczywa obowigzek przewidywania zmian bledéw w czasie i w zmieniajgcych si¢ warunkach pomiarow.

Naturalnym sposobem postgpowania jest w tym wypadku wydzielenie niezmiennego sktadnika btedu (lub
fatwego do przewidywania np. zmieniajacego si¢ wedtug znanej zaleznosSci, prawa) oraz reszty biedu stanowigcej
sktadnik losowy. Idea ta lezy u podstaw podzialu na bledy systematyczne i przypadkowe. Systematyczny biad
charakteryzuje si¢ tym, ze jego warto$¢ w chwili pomiaru jest znana, badz jako warto$¢ stata, badz jako warto$¢ do
obliczenia. Z oczywistych wzgledow staramy sie, aby jak najwieksza cze$¢ btedu miata znane, powtarzalne
whasciwosci. I w ten sposob dochodzi do wyrdznienia bigdu wzorcowania, bledéw dodatkowych, bledow
dynamicznych, bowiem prawa zmiennosci tych btedow majg inne uwarunkowania, inaczej si¢ te bledy wyznacza i
inaczej oblicza. Natomiast od sposobu wykonywania pomiarow zalezy udziat bledow przypadkowych
(przypadkowych nie tylko z natury).

Jedng z idei sformutowanych przez Gaussa jest wykorzystanie wlasciwosci btedu przypadkowego: jednakowego
prawdopodobienstwa btedow dodatnich i ujemnych, co przy sumowaniu powoduje redukcje¢ btedow. Konsekwencja
tego jest zmniejszenie bledu przypadkowego przez wykonanie serii pomiarow i wzigcie jako wyniku koncowego
pomiarow warto$ci $redniej:

1 1 1
Mg =20 = Oﬁ=n—zzo“i2=ﬁaz

Rozszerzeniem tej idei jest stosowanie rozmaitych filtrow, glownie w przypadku zmieniajacej si¢ wartoSci
wielkos$ci mierzone;.

Inng ideg ograniczania btgdow przypadkowych jest adiustacja uktadu. Adiustacjg nazywa si¢ czynnosci regulacji
uktadu pomiarowego sprowadzajace btad do zadanej wartosci (najczeSciej do zera). Oczywiscie, zamiast adiustacji
mozna przeprowadzi¢ wzorcowanie.
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Mozna dokona¢ adjustacji wedtug wartosci chwilowej btedu - w chwili t = t; dokonuje si¢ korekcji wskazan
uktadu pomiarowego, tak aby warto$¢ btedu po korekcji wynosita zero. Adiustacja wedtug wartosci chwilowej btedu
niestatosci powoduje zmniejszenie btgdu przypadkowego przez okres, dla ktorego r(t-t) > 0.5.

Przyklad 21.

Gdy wspotczynnik korelacji p(t) = exp(-a t) okres ten wynosi T < 1/a In 2 = 0.693 / a. Dla analizatora tlenu, dla
ktorego a = 0,23 okres T < 3 godzin.

Mozemy przeprowadzi¢ adjustacje wedtug wartosci $redniej btgdu. Przed adjustacja nalezy wyznaczy¢ wartosci
btedu podstawowego w kolejnych momentach t; (i= 1, 2, ..., N), potem obliczy¢ warto$¢ $rednig i dokona¢ adjustacji

=——Z[go 1 )eft)+ ()]

gdzie gg, hy, € wyrazaja blad podstawowy {A} = g(Xl, o X DA} + h(Xq, ..., Xy, T). Juz dla niewielkich N
wariancja btedu przypadkowego nieznacznie przewyzsza wariancje sktadnika losowego btedu (np. dla N = 4 mamy
o,= 1.12 gg). Zatem wystarczy kilka sprawdzan wskazan przeprowadzonych co T > 3 / a (czyli dla analizatora tlenu
odstep czasu powinien by¢ wickszy od 12 godzin).

Innym sposobem adjustacji jest adjustacja z predykcja bledéw. Na podstawie pomiaru bledéw przed
rozpoczgciem wiasciwych pomiaréw, wyznaczamy zaleznos$¢ btedu od czasu i ekstrapolujemy go na czas pomiaru,
tak aby w chwili pomiaru btad byt rowny zeru.

Tutaj nasuwa si¢ uwaga: Przy planowaniu eksperymentu nie nalezy do konca opiera¢ si¢ na wnioskach
dostarczanych przez statystyk¢ matematyczng,, gdyz podaje ona swoje reguly w oparciu o idealne przypadki
(zalozenia), nie znajdujace nigdy w pelni odbicia w rzeczywistosci. Statystyka jest takze bezradna jesli chodzi o
analiz¢ btedow systematycznych.

6.4. Praktyczne obliczanie btedéw.

Przejdzmy teraz do praktycznego obliczania bledéw. Najczesciej nasze obliczenia zaczynamy od bledu
standardowego, ktory dla serii n pomiardw wyraza si¢ wzorem:

Zx _(Z ")2 (100)
n(n—1)

W przypadku wyniku koncowego Z begdacego kombinacja wynikow pierwotnych A i B musimy zastosowaé
nastepujace reguly dziatania na btgdach:
W przypadku, gdy Z = A+ B lub Z = A - B, blad wzgledny AZ wartosci koncowej obliczamy jako:

(AZ)2 = (AA)2 + (AB)?2 (101)
W przypadku, gdy Z = A B lub Z = A / B, blad wzgledny AZ wartosci koncowej obliczamy korzystajac z zaleznosci:

(2 (2 ()

lub wedtug niektorych podrgcznikow dla iloczynu korzystajac ze wzoru:

(&)-((2)

za$ dla ilorazu ze wzoru:
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(-2

Jezeli Z = A" zalezno$¢ dla btgdow wzglednych jest nastgpujaca:
AZ AA

n=2t 105
- A (105)
Natomiast, gdy Z = In A mamy zalezno$¢:
Az =2A (106)
A

a dla dowolnego logarytmu (Z = log,A) korzystamy ze wzoru:

— L % (107)
In(b) 4
W przypadku Z = exp A stosujemy wzor:
AZ—Z — AA (108)

Obliczenia btedow dla funkcji nie wymienionych powyzej wykonuje si¢ poprzez rozwinigcie tej funkcji w
szereg Taylora. Jesli funkcja bedzie postaci Z = f(xy, Xy, ..., Xp), 9dzie Xy, Xp, ..., X, s3 wynikami naszych pomiarow
obarczonych odpowiednio btedami AXy, AXy, ..., AX, to btad bezwzglgdny AZ obliczmy korzystajac z zalezno$cei:

|AZ|=Zn:‘f'(xl,x2,...,xn)Axi‘ (109)
i=1

Gdy mamy funkcje wielu zmiennych: Z = f(xy, Xy, ..., Xp) wowczas funkcj¢ te¢ rozwijamy w szereg Taylora i
uwzgledniajac dwa pierwsze wyrazy otrzymujemy, ze:
o

Azl =| 2 ac -2 Ax a2
=, Mt g, Mnted g A,

(110)

Niektorzy eksperymentatorzy, po wyznaczeniu btedu w zwyktly sposob, zwigkszajg go o pewien arbitralny
czynnik, aby uwzgledni¢ wszystkie nieznane zrodta btedow. Takie subiektywne zawyzanie jest mato przydatne dla
innych, moze spowodowac zamieszanie lub przestoni¢ rzeczywiste roznice (i ich przyczyny!).

Przyjete jest podawanie absolutnej wartosci btedu koncowego. Koncowa wartos¢ mierzonej wielkosci i jej
btad nalezy podawaé z jednakows liczba cyfr utamka dziesig¢tnego, ktdrych nie powinno by¢ wigcej niz cyfr
znaczacych. Przy czym wszystkie obliczenia bledow powinny by¢ wykonywane z doktadnoscig do jednej lub (co
najwyzej) dwoch cyfr znaczacych.

W ogolnosci eksperyment nalezy tak zaplanowac, aby zadna z mierzonych wielkos$ci nie dawata wigkszego
wktadu do btgdu od pozostatych.
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7. ZARZADZANIE ZBIORAMI DANYCH

- obserwacje nietypowe,

- wyniki odbiegajqce - sposoby wykrywania i eliminacji,
- obrobka zestawow danych,

- porownywanie danych z roznych laboratoriow.

7.1. Wprowadzenie
Postugiwanie si¢ prostymi zestawami danych jest bardzo wazna operacja dla wielu inzynieréw i naukowcow.
Dane powinny by¢ przegladane i weryfikowane pod wzgledem wystepujacych w nich btedow i zgodnos$ci wartosci.
W wielu przypadkach konieczna jest odpowiedZ na pytanie czy wszystkie otrzymane wartosci sa jednakowe, czy tez
wystepuja jakies wyniki mocno odbiegajace od pozostalych. Sposoby laczenia ze sobg danych pochodzacych z
roznych zrédel lub otrzymanych w réznym czasie przez to samo zrodto (ten sam uklad pomiarowy) stanowig dla
badacza istotny problem. Ten rozdzial opisuje techniki, ktore stosuje sie do tych celow.

7.2. Obserwacje nietypowe.

Problem danych odbiegajacych znacznie od pozostatych czesto przesladuje zarowno ludzi wykonujacych
pomiary, jak i p6zniejszych uzytkownikéw tych danych. Majac zestaw danych sktadajacy si¢ z grup pomiaréw ktore
majg idealnie t¢ sama warto$¢, trudno jest twierdzié, jak bardzo powinny rézni¢ si¢ pojedyncze wartosci, aby mogty
by¢ uznane za "obce", a nie za ekstremalne odchylenia od warto$ci Sredniej.

Jak wspomniano na poczatku, podejrzane jest, gdy po uporzadkowaniu od najmniejszych do najwickszych
warto$ci, jedna lub obie skrajne wartosci znacznie odbiegaja od $redniej. Podobna sytuacja jest, gdy na wykresie
zauwazymy punkty znacznie odbiegajace od gladkiej krzywej. Nasuwa si¢ tu pytanie, dlaczego przywigzujemy taka
wage do nietypowych obserwacji? Otdz sa dwie wazne przyczyny zwigzane ze statystyka: po pierwsze - $rednia
obliczona dla zestawu danych zawierajacych "obce" wartosci jest bledna (jest to szczegdlnie wazne dla matych
zestawow danych). Niestety, w przypadku matych zbioréw danych, bez znajomosci charakterystyki tych danych
pochodzacej z innych zrddel, usuwanie blednych wartosci przynosi mniejsze efekty. Po drugie - znacznie
odbiegajace wartoSci wplywaja w znaczny spos6b na obliczona warto$¢ odchylenia standartowego, znow
szczegblnie w przypadku matych zbioréw danych, oraz wtedy gdy do estymacji odchylenia standartowego zastosuje
si¢ granice.

Odbiegajace wartosci pomiaréw sa jeszcze interesujgce z innego powodu - moga wskaza¢ ludziom
wykonujagcym pomiary zardwno btedy, niezrecznosci jak i awarie sprzetu pomiarowego. Na tej podstawie mozna
okreslic w jaki sposdb mozna usprawni¢ uklad pomiarowy lub metodyke pomiaru. Kazde pojawienie si¢
odbiegajacej wartosci powinno wywotywacé krytyczne przejrzenie calego procesu pomiarowego, ktory dostarczyt
btedny wynik. W pierwszym rzedzie nalezy oczywiscie sprawdzi¢ obliczenia, pdzniej bledy transkrypcji i
dekodowania a dopiero na koncu poszukiwaé ewentualnego uszkodzenia w ukladzie pomiarowym. Gdy i te
mozliwo$¢ odrzucimy, pozostaje nam tylko jaki§ rodzaj niewytlumaczalnego btedu, lub... zmierzyliSmy nie te¢
probke, ktora zamierzaliSmy. Istnieje szereg procedur pozwalajacych, w oparciu o prawa statystyczne, podjac
decyzj¢ o odrzuceniu lub pozostawieniu podejrzanego wyniku pomiaru.

7.3. Prawo Grubego Btedu.

Jezeli wiemy jaka powinna by¢ warto$¢ odchylenia standardowego dla naszych wynikéw pomiardw mozemy

W prosty sposob okresli¢, ktory z pomiardw nalezy odrzuci¢ korzystajac z obliczenia dla tego punktu wartosci
wyrazenia:

M = [xi =] (111)

o
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gdzie x; - "podejrzana warto$¢". Jezeli otrzymamy M > 4, to punkt taki nalezy odrzucic.

Prawo grubego btedu jest uproszczonym (zgrubnym) testem t, dla ktérego poziom ufnosci moze by¢ oszacowany
jako nie mniejszy niz 0.999 w przypadku prawidlowego okreslenia odchylenia standardowego, w innych
przypadkach bedzie blizszy 0.95. Ten test jest rzadko stosowany, przewaznie gdy nie mozna zastosowa¢ innych
procedur. Czgsto odchylenie standardowe w takim przypadku oblicza si¢ po odrzuceniu wszystkich podejrzanych
punktéw, a dopiero potem przeprowadza ich weryfikacj¢. Test ten jest szczeg6lnie przydatny w przypadku, gdy
przygotowujemy wykres zbioru wynikéw pomiarowych. Po odrzuceniu ztych punktéw mozemy garficznie lub
metoda najmniejszych kwadratow poprowadzi¢ krzywa najlepiej odwzorowujaca potozenia punktow pomiarowych.
Odchylenia standardowe dla narysowanych punktow lub poprowadzonej pomi¢dzy nimi krzywej powinny pozwolié
na okres$lenie, czy odrzucone punkty mieszcza si¢ w zakresie M < 4. Jezeli tak jest, musimy wlaczy¢ je do zbioru i
ponownie poprowadzi¢ krzywa. W praktyce mozna zastgpi¢ odchylenie standardowe $rednim btgdem kwadratowym,
bez specjalnego pogorszenia dokladnosci testu. Na przyktad, podczas skalowania przyrzadu otrzymano zestaw
danych, ktére naniesiono na wykres i recznie poprowadzono przez nie krzywa. Zauwazono wowczas, ze jeden z
punktéw lezy znacznie dalej od poprowadzonej linii niz pozostate. Odchylenie od wykreslonej linii jest rowne 0.06,
natomiast §redni blad kwadratowy wynosi 0.012, zatem M = 5 i zgodnie z prawem grubego btgdu pomiar ten nalezy
odrzucic.

7.4. Test Dixona.

Test ten stuzy rdwniez do znajdowania nietypowych warto$ci pomiarowych w seriach pomiaréw i jest tatwy w
uzyciu ze wzgledu na prostot¢ obliczen koniecznych do wykonania. Zaklada si¢, Ze nie znamy wartoséci $redniej
zmierzonej serii ani odchylenia standardowego dla niej, a zbiér zmierzonych wartos$ci jest dla nas jedynym zrodiem
informacji. Przyjmujemy jednak zalozenie, ze wartosci te maja rozkltad normalny. Aby przeprowadzi¢ test Dixona
punkty pomiarowe uktada si¢ od najmniejszego do najwickszego, nastepnie dla zatozonego poziomu ufnosci oblicza
si¢ krytyczny iloraz Dixona r, przy czym w zaleznosci od liczby punktow pomiarowych w serii stosuje si¢ rdézne
wzory (patrz tabela 24). Na przyklad dla n = 8..10, gdy podejrzany jest x,, obliczamy ry;, ktore jest rowne (x,, - X,
DI(X,, -X,). Nastgpnie w tablicach sprawdzamy wartosci krytyczng ry, dla zatozonego poziomu ufnosci, i jezeli
obliczona wartos¢ jest wicksza niz warto$¢ krytyczna przedstawiona w tabeli, usuwamy punkt pomiarowy.

Tabela 24.
Wzory stosowane w tescie Dixona.
n dla podejrzanego wzOr
X, — X
1.7 Xy Mo=—2>—1:
Xp —Xp
Xp — X
—_n n-1
Xn Mo =
Xn =X
Xy — X
8..10 Xy fy=—2—"t
Xn-1 =%
Xp — X
—_n n-1
Xn 1=
Xp = X

Przyklad 22.

Otrzymano nastgpujaca seri¢ pomiardéw pewnej wielkosci x: 9, 12, 12, 13, 13, 14, 15. Warto$¢ x; = 9 jest
podejrzana w tej serii. Obliczamy r,, gdyz seria sktada si¢ z 7 pomiaréw i otrzymujemy r;q = 3/6 = 0.5. Dla
poziomu ufnosci 95% z tablic odczytujemy 1y, = 0.507, za$ dla poziomu ufnosci 90% mamy ry, = 0.434, co 0znacza,
ze dla pierwszego poziomu ufnosci punkt pomiarowy nalezy pozostawié, za§ w drugim przypadku nalezy go
odrzuci¢. Gdy zamiast X, = 9, bedziemy mieli x; = 8, wtedy wartos¢ ilorazu r1q = 4/7 = 0.571 i réwniez dla poziomu
ufnosci 95% ten punkt pomiarowy nalezatoby odrzuci¢. Nalezy przy tym koniecznie pamigtaé, ze przyjmujac
poziom ufnosci 95% dopuszczamy ryzyko wystgpienia 5% mylnych decyzji!

Po odrzuceniu punktu nalezy sprawdzié, czy jeszcze jakis punkt nie jest podejrzany, cho¢ dwukrotne wystapienie
btednych punktow w serii pomiarowej jest mato prawdopodobne. Wystapienie wickszej ilosci punktdw znacznie
odbiegajacych od pozostalych wynikéw pomiaréw zgodnie z testem Dixona wskazuje na zastosowanie ztej metody
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pomiarowej. Nalezy jednak zawsze pamiegtaé, ze dane reprezentuja czyj$ czas i pienigdze, i nie mozna ich
niefrasobliwie odrzucaé, mimo Ze stosowanie testow jest tatwe i szybkie.

Dobry analityk (naukowiec, inzynier) powinien wykorzystywa¢ dane pomiarowe takie jakie sg, cho¢ "obce" dane
powinny by¢ ostrzezeniem, ze uklad pomiarowy ma problemy, ktére powinny by¢ rozwigzane innymi sposobami niz
poprzez odrzucanie cz¢$ci wynikdw pomiarow.

7.5. Test Grubbsa.

Innym szeroko stosowanym testem jest test Grubbsa, ktory wymaga obliczenia odchylenia standardowego, a
zatem jest troch¢ bardziej pracochtonny niz test Dixona. Jednak nawet stosunkowo proste kalkulatory moga wykonaé
te obliczenia. Sposob postgpowania jest nastepujacy:

1) porzadkujemy punkty pomiarowe od najmniejszego do najwigckszego;
2) decydujemy, ktory punkt: pierwszy czy ostatni jest podejrzany;
3) obliczamy $rednig warto$¢ proby X oraz odchylenie standardowe s uzywajac wszystkie dane;
4) obliczamy parametr T w nastgpujacy sposob:
a) gdy podejrzany jest punkt x;

T:()?—xl)/s (112)
b) gdy podejrzany jest punkt x,,

T=(x,=%)/s (113)
5) wybieramy poziom ufnosci dla testu i porownujemy obliczong warto$§¢ T z wartoScig krytyczng T\, podang w
tabeli 25.
Jezeli obliczona warto$¢ przekracza poziom krytyczny nalezy usunaé punkt pomiarowy z serii.

Przyklad 23.

Wezmy seri¢ pomiardéw sktadajaca sie z liczb 9, 12, 12, 13, 13, 14, 15 i podobnie jak poprzednio wezmy pod
uwagg liczbe 9 jako podejrzany punkt. Obliczmy X = 12.57, s = 1.90, T = 1.87. Dla poziomu ufnosci 95% krytyczna
warto$¢ Ty, = 1.938, czyli jest wigksza od obliczonej. Zatem punkt nalezy pozostawi¢. Dla pierwszego punktu
pomiarowego rownego 8 mielibySmyX = 12.43,s=2.22 1T = 1.99, a wigc ten punkt nalezatoby odrzucié.

Test ten mozemy zastosowaé, gdy podejrzana jest jedna z wartos$ci, najmniejsza lub najwieksza, natomiast w
przypadku, gdy podejrzane sg obie wartosci x4 i X,, nalezy poshuzy¢ si¢ inng wersja tego testu.

Tabela 25.
Wartosci krytyczne T dla proby o watpliwej obserwacji skrajnej przy poziomie
istotnosci 0.05.

n T n T n T n T
3 1.15 11 2.23 19 2.53 35 2.82
4 1.46 12 2.29 20 2.56 40 2.87
5 1.67 13 2.33 21 2.58 45 2.92
6 1.82 14 2.37 22 2.60 50 2.96
7 1.94 15 2.41 23 2.62 60 3.03
8 2.03 16 2.44 24 2.64 70 3.09
9 211 17 2.47 25 2.66 80 3.14
10 2.18 18 2.50 30 2.75 90 3.18
100 3.21
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Zamiast parametru T obliczamy rozstgp R = x,, - X; oraz odchylenie standardowe i poréwnujemy z odpowiednimi
tablicami (tabela 26) wartosci krytycznych iloraz R/c. Jezeli obliczona wartos¢ jest wigksza od krytycznej, nalezy
odrzucic¢ obie podejrzane wartosci.

Przyklad 24.

Otrzymano w trakcie pomiaréw pewnej wielkosci n = 10 nastgpujacych wartosci uporzadkowanych od
najmniejszej do najwigkszej: -20, -5, -2, 2, 5, 5, 5, 6, 6, 28. Podejrzane jest x; = -20 i X1, = 28, zatem rozstgp jest
réwny R = 48, za$ odchylenie standardowe dla tego zbioru wynosi ¢ = 11.9, obliczony parametr R/c jest réwny
4.03. Dla poziomu ufnosci 95% odczytana z tablicy warto$¢ krytyczna (R/c),, = 3.680, zatem jest mniejsza od
obliczonego stosunku, czyli obie warto$ci nalezy odrzucic.

Tabela 26.

Wartosci krytyczne R/c przy poziomie istotnosci 0.05.
n R/c n R/c n Rlc n R/c
3 2.00 11 3.80 19 4.43 150 6.18
4 2.43 12 3.91 20 4.49 200 6.38
5 2.75 13 4.00 30 4.89 500 6.94
6 3.01 14 4.09 40 5.15 1000 7.33
7 3.22 15 417 50 5.35
8 3.40 16 4.24 60 5.50
9 3.55 17 4.31 80 5.73
10 3.68 18 4.38 100 5.90

W przypadku gdy po uporzadkowaniu stwierdzimy, ze podejrzane sa dwie skrajne wartosci, mozemy postuzy¢
si¢ jeszcze inng odmiang testu Grubbsa. Tym razem obliczamy sume¢ kwadratow odchylen od $redniej dla catej
proby, razem z warto$ciami watpliwymi:

2
! ! 114
veie (3] “
im1 h\3

oraz bez nich:

Sp,% = (n —2)2 x* - niz(z x)z (115)

i obliczamy stosunek tych wielkosci:

S, ,4S?
a otrzymany wynik poréwnujemy z odpowiednimi tablicami (na przyktad z tabelg 27). Tym razem, obie wartoSci
nalezy wyeliminowac, wtedy gdy wartos¢ krytyczna (dla danego poziomu ufnosci) jest mniejsza anizeli warto$¢
obliczona.

Przyklad 25.

Otrzymano nastgpujacy zestaw wynikow: 2.02, 2.22, 3.04, 3.23, 3.59, 3.73, 3.94, 4.05, 4.11, 4.13.
Podejrzane wydaja si¢ by¢ dwie najmniejsze wartosci. Po podstawieniu do wzoréw otrzymujemy, ze: S2 = 5.351,
za$ Sy, 2 = 1.197, wobec tego ich stosunek bedzie rowny S; ,2/S2 = 0.224.

Dla poziomu ufnosci o = 95% i n = 10 pomiaré6w odczytujemy z tablic warto$¢ krytyczng rowng 0.2330.
Poniewaz warto$¢ krytyczna jest wigksza od obliczonej, zatem obie najmniejsze wartosci nalezy wyeliminowac.
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Tabela 27.

Wartosci krytyczne S, 5 2/S? przy poziomie istotnosci 0.05.

n Sy ,2/S? n Sy ,2/S? n Sy ,2/S?
4 0.0008 10 0.2305 16 0.4048
5 0.0376 11 0.2666 17 0.4259
6 0.0565 12 0.2996 18 0.4455
7 0.1020 13 0.3295 19 0.4636
8 0.1478 14 0.3568 20 0.4804
9 0.1909 15 0.3818

7.6. Test Youdena.

Kazde laboratorium dazy do tego, aby jego wyniki pomiarowe byly poréwnywalne z podobnymi wynikami
otrzymanymi w innych dobrych laboratoriach. Youden wiele lat temu postawil zagadnienie: jak mozna osadzi¢
réwnos$¢ serii pomiarow ze wzgledu na blad systematyczny. Inne pytanie postawil Cochran: jak osadzi¢ zestawy
danych doswiadczalnych ze wzglgdu na precyzj¢ pomiarow, tym zagadnieniem zajmiemy si¢ w dalszej czgsci.

Test Youdena polega na ocenieniu wynikow osiagnictych w réznych laboratoriach na podstawie wynikow
kilku testow karuzelowych (cykliczne, przemienne wykorzystanie zasobéw danych). Mamy przy tym kilka
mozliwosci: laboratoria otrzymuja ten sam material do badan i maja zmierzy¢ okreslong wielkos¢ taka samg ilosé
razy (mozliwy jest takze tylko jeden pomiar), laboratoria dostaja jednakowe zestawy materiatlow i dokonuja
pomiaréw w tym samym czasie lub wreszcie materiat krazy okreslong ilo$¢ razy pomiedzy laboratoriami.

Dla kazdego materiatu laboratorium uzyskujace najwyzszy rezultat otrzymuje jeden punkt, nastepne
otrzymuje dwa punkty itd. Punkty sumuje si¢ i porownuje z tablicami rozktadéw prawdopodobienstwa (wszystkie
laboratoria powinny wykona¢ te sama liczb¢ pomiaréw). Oczywiscie, jesli laboratorium ciggle otrzymuje najwicksze
lub najmniejsze wyniki, nalezy watpi¢ czy jest ono w ogole wiarygodne. Co jednak nalezy sadzi¢ o laboratorium,
ktoére stosunkowo czgsto dostarcza takich wynikow? Youden w tablicach zestawit zakresy punktow, ktore powinny
by¢ przewidywane w wyniku takiego rankingu przy zatozonym poziomie ufnosci. Oczywiscie zakres punktow zalezy
od ilo$ci laboratoriow uwzglednianych w teScie oraz ilosci materiatoéw dla ktorych policzono punktacje.

Tabela 28.

Przyktadowe wyniki pomiarow.
Lab p q r S t
A 11.6 15.3 211 19.2 13.4
B 11.0 14.8 20.8 19.3 12.8
C 11.3 15.2 21.0 18.9 12.8
D 10.8 15.0 20.6 19.0 13.3
E 11.5 15.1 20.8 18.6 12.7
F 11.1 14.7 20.5 18.7 13.0
G 11.2 14.9 20.7 18.8 13.2
H 10.9 14.6 20.9 19.1 13.1
I 11.4 14.8 20.9 18.5 12.9
J 11.0 15.0 21.0 18.9 13.3

62




Przyklad 26.

Wezmy pod uwagg laboratoria, ktére oznaczymy kolejnymi literami alfabetu od A do J. Wykonaly one pomiary 5
wielkosci, ktdre oznaczymy matymi literami p - t. Wyniki tych pomiaréw przedstawia tabela 28, natomiast punktacje
dla tego zestawu danych przedstawia tabela 29.

Tabela 29.

Punktacja dla wynikow z tabeli 28.
Lab p q r S t suma
A 1 1 1 2 1 6
B 7 8 6 1 8 30
C 4 2 2 5 9 22
D 10 4 9 4 2 29
E 2 3 7 9 10 31
F 6 9 10 8 6 39
G 5 6 8 7 4 30
H 9 10 4 3 5 31
I 3 7 5 10 7 32
J 8 5 3 6 3 25

Z tablic odczytujemy, ze dla poziomu ufnosci 95% najwicksze prawdopodobienstwo prawidtowych wynikoéw
jest, gdy punkty naleza do przedziatu od 15 do 40. Zatem istnieje tylko 5% szansa, ze laboratoria ktére majg mniej
niz 15 punktéw przeprowadzity prawidlowo pomiary, podobnie gdy majg wigcej niz 40 punktow Zatem nasz test
wskazuje, ze wyniki pochodzgce z laboratorium A nie sa wystarczajaco wiarygodne.

Podobnie jak w przypadku innych testow statystycznych trudno$ci pojawiaja si¢ (ze wzgledow
probabilistycznych) w przypadku matych zbioréw danych dos$wiadczalnych. Oczywiscie najlepiej, gdy oceny
dokonuje si¢ na podstawie duzych zbiordéw, cho¢ najczesciej nie jest to mozliwe. Odbiegajace wyniki przewaznie
oznaczajg blad lub wykonanie znacznie odbiegajgce od pozostalych. Choé¢ z doswiadczen wynika, Zze odstajace
laboratorium moze by¢ jedynym, ktore otrzymato prawidtowy wynik. Dlatego, podobnie jak w przypadku zbioréw
punktéw, trzeba doktadnie sprawdzi¢ przyczyny odbiegania wynikow. Jedynym sposobem sprawdzenia, gdzie
otrzymywane sg prawidtowe wyniki, jest przeprowadzenie pomiaréw dla materiatléw testowych o dobrze znanych
warto$ciach mierzonych wielkosci.

7.7. Test Cochrana.

Test ten ma za zadanie ocen¢ precyzji pomiarow pochodzacych z roéznych laboratoridow. Test F, o ktorym
mowilismy poprzednio, jest uzyteczny w przypadku gdy dwie wariancje sa znacznie réznigce si¢. Test Cochrana dla
ekstremalnych warto§ci wariancji stosuje si¢ gdy w grupie wynikdw pomiarowych jedna z wariancji w sposob
ekstremalny odbiega od pozostatych. Jedynym ograniczeniem stosowania tego testu, jest aby kazda wariancja musi
si¢ opiera¢ na tej samej liczbie stopni swobody. Sposob postgpowania jest nastgpujacy:

1. obliczamy wariancje i uporzadkowujemy je od najmniejszej do najwickszej. Tylko najwigksza wariancja bedzie
nas dalej interesowac.
2. abliczamy stosunek:

_&(Sf) (116)
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3. porownujemy otrzymang warto$¢ z odpowiednimi tablicami kwantyli G (np. z tablicg rzedu 0.95 przedstawiong
w tabeli 30), jesli jest ona wigksza, przyjmujemy, ze przy poziomie ufnosci 95% jest to wigcej, niz maksymalne
dopuszczalne odchylenie.

Nalezy zauwazy¢, ze wartos¢ krytyczna zalezy nie tylko od liczby wariancji branych pod uwagg, ale tez od liczby
powtarzajacych si¢ wartosci uzytych do obliczenia kazdej z wariancji (trzeba szczegdlnie pamigtaé, ze proby musza
by¢ rownoliczne).

Tabela 30.
Kwantyle G(p, k, n) rzgdu p = 0.95 statystyki G Cochrana.
k

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16

2 |0,9985 | 0,9750 | 0,9392 | 0,9057 | 0,8772 | 0,8534 | 0,8332 | 0,8159 | 0,8010 | 0,7880 | 0,7341
3 | ,9669 | 8709 | ,7977 | ,7457 | ,7071 | 6771 | ,6530 | ,6333 | ,6167 | ,6025 | ,5466
4 | ,9065 | ,7679 | ,6841 | ,6287 | ,5985 | ,5598 | ,5365 | ,5175 | ,5017 | ,4884 | ,4366
5 | ,8412 | 6838 | ,5938 | ,5440 | ,5063 | ,4783 | ,4387 | ,4387 | ,4241 | ,4118 | ,3645
6 |0,7808 | 0,6161 | 0,5321 | 0,4803 | 0,4447 | 0,4184 | 0,3980 | 0,3817 | 0,3682 | 0,3568 | 0,3135
7 |, 7271 | 5612 | ,4800 | ,4307 | ,3974 | ,3726 | ,3535 | ,3384 | ,3259 | ,3154 | ,2756
8 | ,6798 | 5157 | ,4377 | ,3910 | ,3595 | ,3362 | ,3185 | ,3043 | ,2926 | ,2829 | ,2462
9 | ,6385 | 4775 | ,4027 | ,3584 | ,3286 | ,3067 | ,2901 | ,2768 | ,2659 | ,2568 | ,2226
10 | ,6020 | ,4450 | ,3733 | ,3311 | ,3029 | ,2823 | ,2666 | ,2541 | ,2439 | ,2353 | ,2032
12 | 0,5410 | 0,3924 | 0,3264 | 0,2880 | 0,2624 | 0,2439 | 0,2299 | 0,2187 | 0,2098 | 0,2020 | 0,1737
15 | ,4709 | ,3346 | ,2758 | ,2419 | ,2195 | ,2034 | ,1911 | ,1815 | ,1736 | ,1671 | ,1429
20 | ,3894 | ,2705 | ,2205 | ,1921 | ,1735 | ,1602 | ,1501 | ,1422 | ,1357 | ,1303 | ,1108
24 | ,3434 | ,2354 | ,1907 | ,1656 | ,1493 | ,1374 | ,1286 | ,1216 | ,1160 | ,1113 | ,0942
30 | ,2929 | ,1980 | ,1593 | ,1377 | ,1237 | ,1137 | ,1061 | ,1002 | ,0958 | ,0921 | ,0771
40 | 0,2370 | 0,1576 | 0,1259 | 0,1082 | 0,0969 | 0,0887 | 0,0827 | 0,0780 | 0,0745 | 0,0713 | 0,0595
60 | ,1737 | ,1131 | ,0895 | ,0765 | ,0682 | ,0623 | 0,583 | ,0552 | ,0520 | ,0497 | ,0411
120 | ,0998 | ,0632 | ,0495 | ,0419 | ,0371 | ,0337 | ,0312 | ,0292 | ,0279 | ,0266 | ,0218
o« | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000 | ,0000

Przyklad 27.
Grupa 5 laboratoriéw (oznaczonych literami A - E) wykonata po 3 pomiary dla tej samej probki otrzymujac

wyniki przedstawione w tabeli 31.

Patrzac na drugi wiersz tabeli 31 widzimy, ze warto§¢ wariancji danych z laboratorium D odbiega od
pozostatych. Obliczona na podstawie tych danych liczba Cochrana C = 7.56/13.20 = 0.5727. Natomiast odczytana z

Tabela 31.

Wyniki pomiaréw pewnej wielkosci fizyczne;.
Lab A B C D E
S 1.25 1.33 1.05 2.75 1.10
52 1.56 1.77 1.10 7.56 1.21

tablic liczba krytyczna C, = G(0.95, 5, 3) = 0.6838.
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Zatem warto$¢ wariancji znaleziona przez laboratorium D jest zbyt odbiegajaca od pozostatych. Gdyby w
laboratorium tym s = 4.0, wtedy mozna by uzna¢ ich wyniki za maksymalne dopuszczalne odchylenie. Natomiast od
s = 3.0 nie mozemy tak uwazac.

7.8. Test Hartleya.

W przypadku, gdy licznosci n probek pobranych w k laboratoriach sa rdwne, i nie mniejsze niz 5, do weryfikacji
wynikéw mozemy zastosowal test Hartleya, w ktérym po obliczeniu wariancji S i uporzadkowaniu ich od
najmniejszej do najwickszej, wyznaczamy warto$¢ statystyki:

H = max(S;2 )/min(S;2 ) (117)

W tablicach (tabela 32) dla danych k i n znajdujemy, dla zadanego poziomu ufnos$ci, krytyczng wartos¢
parametru H(p, k, n) i poréwnujemy ja z warto$cig obliczong. Podobnie jak w te§cie Cochrana, jesli obliczona
statystyka jest wigksza od krytycznej, przyjmujemy, ze wariancje odbiegaja od siebie wigcej niz jest to
dopuszczalne.

Przyklad 28.

Korzystajac z danych poprzedniego przyktadu (tabela 12), znajdujemy maksymalng wariancj¢ S, = 2.75 za$
minimalng S, = 1.05, czyli liczba Hartleya obliczona wedlug wzoru (59) jest rowna H = 6.86. Odczytana dla
poziomu ufnosci 95% wartos¢ krytyczna H(0,95, 5, 3) jest rowna 50.7 i jest wigksza od obliczonej wartosci H, co
oznacza, ze maksymalna wariancja w sposob znaczny odbiega od pozostatych. Wniosek jest zatem identyczny jak w
przypadku testu Cochrana.

Tabela 32.

Kwantyle H(p, k, n) rzgdu p statystyki H Hartleya dla poziomu istotnosci 0.05.
n k

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 39,0 87,5 142 202 266 333 403 475 550 626 704
3 15,4 27,8 39,2 50,7 62,0 72,9 83,5 93,9 104 114 124
4 9,60 15,5 20,6 25,2 29,5 33,6 37,5 41,1 44.6 48,6 51,4
5 7,15 10,8 13,7 16,3 18,7 20,8 22,9 24,7 26,5 28,2 29,9
6 5,82 8,38 10,4 12,1 13,7 15,0 16,3 17,5 18,6 19,7 20,7
7 4,99 6,94 8,44 9,70 10,8 11,8 12,7 13,5 14,3 15,1 15,8
8 4,43 6,00 7,18 8,12 9,03 9,78 10,5 11,1 11,7 12,2 12,7
9 4,03 5,34 6,31 7,11 7,80 8,41 8,95 9,45 9,91 10,3 10,7
10 | 3,72 4,85 5,67 6,34 6,92 7,42 7,87 8,28 8,66 9,01 9,34
12 | 3,28 4,16 4,79 5,30 5,72 6,09 6,42 6,72 7,00 7,25 7,48
15 | 2,86 3,54 4,01 4,37 4,68 4,95 5,19 5,40 5,59 5,77 5,93
20 | 2,46 2,95 3,29 3,54 3,76 3,94 4,10 4,24 4,37 4,49 4,59
30 | 2,07 2,40 2,61 2,78 2,91 3,02 3,12 3,21 3,29 3,36 3,39
60 | 1,67 1,85 1,96 2,04 2,11 2,17 2,22 2,26 2,30 2,33 2,36
¥ 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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8. POPRAWIANIE PRECYZJI POMIAROW

- sposoby poprawiania precyzji pomiarow,
- analiza kowariancji;
- naturalne ograniczenia mozliwosci pomiardéw.

8.1. Pojecia podstawowe

Dokonujac pomiardw obserwator dazy do uzyskania informacji, ktére rozszerza jego wiedz¢ o badanym
zjawisku, procesie czy materiale. Przed przystapieniem do wykonywania pomiaréw ma on zwykle pewne wstgpne
dane o mierzonej wielkosci fizycznej, charakterze badanego procesu (np. o rozktadzie prawdopodobienstwa jakiemu
podlega mierzona wielkos¢).

Posiadanie informacji o procesie oznacza (pod wzglegdem matematycznym) znajomo$¢é wielowymiarowego
rozktadu gestosci prawdopodobienstwa (wszystkich momentoéw tego rozktadu). Uzyskany na podstawie wykonanych
pomiaréw rozktadu gestosci prawdopodobienstwa zalezny od poziomu organizacji eksperymentu, od stopnia
niedoktadnosci pomiaru (wywotanej zar6wno czynnikami zewnetrznymi jak i Szumami aparatury) oraz czynnikami
dezinformacji zwigzanymi z mikroskopowa struktura wielkosci mierzonej a takze znieksztalceniem wielkosSci
mierzonej wywotanym wprowadzeniem do uktadu czujnika pomiarowego.

Pomiar jest eksperymentem wykonywanym odpowiednimi metodami, za pomoca odpowiednich narzedzi,
zorganizowanych w odpowiedni system. Pomiar moze by¢ tez traktowany jako proces uzyskiwania informacji o
obiekcie mierzonym. Informacja ta jest przenoszona przez sygnaty, ktérymi moga by¢ zaréwno zjawiska fizyczne
jak 1 obiekty fizyczne (informacja zawarta jest w ich cechach). Musimy przy tym pamigtaé o trzech aspektach
sygnatu: treSci sygnatu (niesionej informacji), nosniku sygnatu (jest to wspomniane uprzednio zjawisko lub obiekt)
oraz o kodzie sygnalu (czyli sposobie przyporzadkowania informacji przejawom cech no$nika).

Jako precyzje pomiarow bedziemy tu rozumieé¢ zdolno$¢ pomiarow do wykrycia rzeczywistych efektow
oddziatywan. Ogolnie mozemy stwierdzié, ze im eksperyment jest precyzyjniejszy, tym mniejsze réoznice w efektach
oddziatywania potrafi on wykry¢. Im wicksza jest zmienno$¢ w mierzonej wielko§ci w wyniku tego samego
oddziatywania, tym wigkszy jest blad zwiazany z réznica pomiedzy dwoma S$rednimi i mniej precyzyjny bedzie
eksperyment pod wzgledem wykrywania réznic w mierzonej wielko$ci wywotanych oddziatywaniami. Na drugim
wykladzie mowilismy juz, ze precyzja, do jakiej nalezy dazy¢ w eksperymencie zalezy od jego celu. W ogdlnosci to
twierdzenie jest prawdziwe, ale w wielu eksperymentach fizycznych zwlaszcza przy pomiarze wielkosci
fundamentalnych, nie mozemy przewidzie¢ jaka precyzja bedzie ostatecznie wystarczajaca. Nalezy wowczas dazy¢
do osiagnigcia najwigkszej doktadnos$ci na jaka pozwala badane zjawisko i dost¢pna technika pomiarowa.

To ostatnie stwierdzenie przypomina nam o istnieniu takiego pojecia jak doktadno$¢ pomiaru. Rozumiemy
przy tym, ze dokladno§¢ pomiaru jest tym wicksza, im mniejszy jest wzgledny lub bezwzgledny graniczny btad
pomiaru (ang. uncertainty). Btad graniczny definiuje si¢ jako potoweg przedziatu, w ktérym prawdopodobienstwo
znalezienia si¢ prawdziwej wartos$ci jest nie mniejsze od z gory ustalonej wartosci.

Standardowy blad réznicy pomiedzy dwoma wartosciami $rednimi wzrasta ze wzrostem rdéznic migdzy
warto$ciami standardowych odchylen s i maleje ze wzrostem liczby powtorzen n:

s¢= V202%/v (118)

Zatem metoda poprawienia precyzji pomiar6w moze by¢ zmniejszenie zmienno$ci (rozrzutu) wewnatrz serii

pomiaréw mierzonej wielkosci lub zwigkszenie efektywnej liczby pomiarow (powtorzen).
Precyzj¢ pomiardw mozna poprawi¢ poprzez:

1. zwigkszenie liczby pomiarow;

staranny dobor oddziatywan;
doskonalenie techniki pomiarowej;
wybor materialu doswiadczalnego;
wybor przyrzadéw pomiarowych;
wykonujac dodatkowe pomiary;

ogkrwd
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7. zaplanowanie eksperymentow wstepnych i grupowych.
W dalszej czesci tego rozdziatu po kolei oméwig te sposoby.

Nalezy przy tym pami¢taé, ze istnieja naturalne ograniczenia w pomiarach. Wydawa¢ by si¢ moglo, ze gdy
uzywamy odpowiednio czulych przyrzadéw pomiarowych i zachowujemy odpowiednig staranno$¢, mozemy
wykonywa¢ pomiary z dowolng precyzja. Nie jest to jednak prawda, bowiem mie¢dzy innymi z praw fizyki (zasada
nieokreslonos$ci) i konstrukcji przyrzadéw (istnieje szereg zjawisk powodujacych wzrost przypadkowych fluktuacji -
szumoéw) wynikajg granice, poza ktore nie mozemy wykroczy¢. Rowniez rozwazaniom na ten temat poswicce
koncowy fragment tego rozdziatu.

8.2. Zwiekszenie liczby pomiaréw.

Precyzj¢ pomiarow zawsze mozna zwickszy¢ poprzez wydluzenie serii pomiarowych, jednak stopien
poprawy zmniejsza si¢ szybko ze wzrostem liczby pomiaréw. Na przyktad, gdy wykonaliSmy 4 pomiary, aby
zwickszy¢ dwukrotnie precyzje pomiaréw (przy zalozeniu, ze obliczymy dwie $rednie), nalezy wykona¢ az 16
pomiarow. Wynika to stad, ze poziom ufno$ci (ang. level of significance = LSD)

LSD:t\/Zszln,

a statystyka t maleje ze wzrostem liczby powtorzen, powodujac malenie tempa wzrostu precyzji. Przy planowaniu
eksperymentu trzeba by¢ pewnym, ze zatozona liczba powtorzen pozwoli nam wykry¢ réznice o interesujacej nas
amplitudzie. Nie nalezy wykonywa¢ eksperymentow w przypadku, gdy nie mozemy zwigkszy¢ liczby pomiaréw w
wystarczajacy sposob, ani nie mamy innego sposobu poprawy doktadnosci a prawdopodobienstwo uzyskania
poprawnych wynikoéw jest zbyt niskie.

Opracowano specjalne tabele3 pozwalajace oszacowa¢ minimalng liczbe pomiaréw koniecznych do wykrycia
zatozonych wielkos$ci rdznic. Opierajg si¢ one na zaleznosci:

r>2[(CV)? /D?|(t; +t, )? (119)

gdzie CV jest wspotczynnikiem wariancji:

CV =5(100)/Y, (120)

a D jest roznica, ktora chcemy wykry¢; t; jest tablicowa wartoscia t dla zatozonego poziomu ufnosci i stopnia
swobody odpowiadajacego stopniowi swobody bledu doswiadczalnego, za$ t, jest wartoscig tablicowa statystyki t
Studenta dla liczby stopni swobody dla btedu oraz poziomu ufnosci rownego prawdopodobienstwu 2(1-P), gdzie P
jest prawdopodobienstwem wykrycia znaczacego wyniku w danej serii pomiarowe;.

Aby zastosowac t¢ nier6wnos$¢ nalezy wpierw okresli¢ liczbe koniecznych zdaniem eksperymentatora pomiarow,
i na tej podstawie okresli¢ parametr r, a nastepnie na podstawie tego parametru rozwigza¢ nierowno$¢ ponownie,
biorac najblizsza liczbe catkowita wicksza od obliczonego r jako liczbe niezbgdnych pomiarow.

Przyklad 29.

Chcemy przeprowadzi¢ eksperyment stosujac w sposob losowy sze§¢ oddziatywan (hartujemy stal stosujac
rézne szybkosci chlodzenia). Zakladamy poziom istotnosci eksperymentu rowny 5% i chcemy wykry¢ z
prawdopodobienstwem 80% zmiany rzedu 10% procent wartosci sredniej. Z innych do$wiadczen otrzymaliSmy
wskazowke, ze dobrze przeprowadzony eksperyment powinien mie¢ wspolczynnik wariancji roéwny okoto 5%.
Przyjmujemy, ze 6 powtdrzen jest wystarczajacg liczba. Wobec tego dla pierwszych obliczen r = 6, liczba
oddzialywan n = 6, liczba stopni swobody btedu df = (r-1)(n-1) = 5-5 = 25.

Odczytane z tablic warto$ci statystyki t s3 odpowiednio rowne tq = 2.060 i tp = 0.856. Podstawiajac te
warto$ci do wzoru otrzymujemy nierdwnosc:

r>6-2(5/10) (2.060 + 0.856) = 4.25

Zatem do nastepnych obliczen bierzemy r = 5, wobec tego df = (5-1)(6-1) = 20. Odpowiednie warto$ci
statystyki t z tablic sg rowne: t =2.086 i t = 0.860 zatem rozwigzujgc ponownie rownanie otrzymujemy:

r>5-2(5/10) (2.086 + 0.860) = 4.34.
Wobec tego dla poziomu istotnosci eksperymentu rownego 5% i z prawdopodobienstwem 80% wykrywania zmian
rzgdu 10% procent warto$ci Srednich wystarczajgca liczba powtérzen pomiardw jest rowna 5.

3W.G. Cochran, G.M. Cox, Experimental Design, J.Wiley & Sons, Inc., New York 1964, p. 617.
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8.3. Dobér oddziatywan.

Skrupulatny dobdr oddzialywan (i sposobu ich stosowania) jest nie tylko wazny ze wzgledu na osiagnigcie
zamierzonego celu, moze mie¢ réwniez wplyw na precyzje pomiarow. Na przyklad rozwazmy spektrofotometr
ktérego uproszczony schemat przedstawia rysunek 8.1a. Zastosowanie zrodla ciggtego $wiatta monochromatycznego
powoduje, ze fotodetektor rejestruje takze $wiatlo pochodzace z innych zrodet $wiatla oraz wszelkiego rodzaju
szumy. Gdyby$Smy na drodze $wiatla wstawili modulator (np. tarcze ze szczelinami - rysunek 8.1b),

a)

b)

Rys. 8.1. Schemat spektrofotometru a) uktad "klasyczny", b) uktad z detekcja fazoczula.

wowczas modulowana wigzka po przejSciu przez probke zostaje wykryta przez uktad fazoczuly i oddzielona od
innych promieni $§wietlnych (pochodzacych np. od odbi¢ $wiatta od elementow uktadu). Uktad fazoczuty
wyeliminuje takze szumy generowane w fotodetektorze.

8.4. Doskonalenie techniki pomiarowej.

Technika eksperymentu obejmuje:
metodyke projektowania eksperymentu;
sposoby celowego oddziatywania na badane zjawisko;
metodyke prowadzenia obserwacji;
technike¢ mierzenia;
metodyke modelowania matematycznego;
sposoby oceny wiarygodnosci eksperymentu.

Tak wigc technika eksperymentu w naturalny sposob zawiera w sobie technik¢ mierzenia, jako Zze mierzenie
jest szczegélnym przypadkiem eksperymentu, a kazdy eksperyment ilosciowy opiera si¢ na pomiarach. Zaréwno
technika eksperymentu, jak i technika mierzenia, czerpia swe uzasadnienie z teorii modelowania, a przede wszystkim
modelowania matematycznego. Ostatecznym bowiem celem eksperymentu jest nadanie uzyskanej nowej wiedzy
formy modelu matematycznego. Oprocz tego w metrologii model matematyczny wystepuje w podwojnej roli: 1) jako
model narzgdzia pomiarowego; 2) jako model obiektu mierzonego. Za$ sam model narzedzia pomiarowego moze
by¢ zaréwno przedmiotem identyfikacji (gdy eksperyment ma na celu okreslenie jego wilasciwosci) jak i
przedmiotem syntezy (gdy budujemy narzedzie o okreslonych z gory wiasciwosciach).

Zta technika pomiarowa moze powigkszy¢ btad pomiarowy oraz zaktoci¢ efekty oddziatywan. Dobra technika
pomiarowa powinna:
1)  odznacza¢ si¢ powtarzalnosciag wynikow;
2)  umozliwia¢ rzetelny i nieobcigzony pomiar efektow oddziatywan;
3)  zabezpiecza¢ przed grubymi btedami;
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4)  pozwala¢ na kontrole zewngtrznych wplywow, w taki sposdb aby wszystkie pomiary byly jednakowo
obcigzone.

Wiele czasu pochtania eksperymentatorowi poszukiwanie przyczyn zaklécen w urzadzeniach. Nagromadzone
doswiadczenie wykazuje, ze racjonalne postepowanie przy poszukiwaniu zréodet zaktocen jest znacznie
skuteczniejsze niz przypadkowy dobor prob. Przy nieprawidlowo$ciach wyposazenia uzyteczna bywa rowniez
jeszcze jedna zasada: po umiejscowieniu zaktocen zanotowac w sposéb tatwo dostgpny dla innych poszczegdlne
wyrdzniajace objawy, po ktérych mozna rozpoznaé zaktocenie, gdy wystapi ono ponownie, najlepsze metody jego
umiejscowienia oraz zabiegi, ktore pozwolity na jego wyeliminowanie. Inna zasada méwi: po znalezieniu i usunieciu
zrédta zaklocen upewnic sig, ze jego usuniecie jest trwale. Poszukiwanie zrodet zaktdcen moze by¢ utatwione przez
odpowiednie zaprojektowanie samego urzadzenia badawczego, zapewniajacego jego dostepnos¢, latwosé
rozbierania, odpowiednie wyposazenie w przyrzady, punkty kontrolne itp. (patrz punkt 8.6)

8.5. Wybér materiatu doswiadczalnego.

Dla niektorych typoéw badan pozadany jest skrupulatnie dobrany, jednorodny materiat doswiadczalny. Przy
dokonywaniu selekcji nalezy jednak pamigta¢ o populacji generalnej (i jej wlasnosciach), z ktérej wybierany jest
materiat, aby poprzez nieodpowiedni dobor materiatu nie wplyna¢ na osiagniety wynik.

Byloby bardzo pozadane, aby udato si¢ obmysle¢ metode pobierania probek zapewniajaca, ze probka bedzie
zawierata poszczego6lne odmiany elementdow w tych samych proporcjach, w ktorych wystepuje ona w calej klasie.
Wiele mys$lano nad tym zagadnieniem, ale nie osiagnieto jego zupelnego rozwigzania. Kolejne probki pobierane z
tej klasy beda si¢ z reguly roznity zaréwno miedzy soba, jak i od klasy macierzystej. Roznice te okresla si¢ jako
odmienno$¢ probki, nalezy je bra¢ pod uwage, gdy wyciaga si¢ wnioski na podstawie przebadanej probki.

W pewnych przypadkach mozna otrzyam¢ bardziej reprezentatywna probke dzielac klase na czesci, tzw.
podklasy, na podstawie jakiej$ innej znanej cechy, ktora moze mie¢ wptyw na ceche przez nas badana, a nastepnie
pobierajac probke z kazdej podklasy. Liczebno$é kazdej podklasy zalezy od zmiennosci badanej wlasciwosci w
ramach kazdej podklasy. Ta metoda wartswowego pobierania probek tylko wowczas jest lepsza od postepowania
losowego, gdy wiadomo, ze elementy kazdej podklasy sg bardziej jednorodne wzglgdem badanej cechy niz cata
klasa.

Nie tylko zwigkszenie liczby powtorzen, ale i zwigkszenie ilo§ci badanych probek wpltywa na poprawe
precyzji pomiaréw. Jednak, gdy probki beda badane pojedynczymi pomiarami, da to mniejsza niz spodziewana
poprawe doktadnosci.

8.6. Wybér i konstruowanie przyrzagdéw pomiarowych.

Przed rozpoczeciem systematycznych pomiardw eksperymentator powinien wiedzie¢ jak dzialaja
poszczegolne elementy aparatury, a takze powinien upewnié si¢, ze wie co czym steruje i w jaki sposob.
Wybierajac przyrzad pomiarowy musimy zwroci¢ uwage na nastgpujace wskazowki:
1. W miar¢ mozliwosci nalezy dazy¢ do jak najdalej idacego uniezaleznienia pracy przyrzadu od wplywu
czynnikow zaktdcajacych
2. Dogodne i przyjemne warunki pracy operatora wywieraja czesto rozstrzygajacy wplyw na samo
doswiadczenie .
3. Przyrzad musi by¢ tatwo dostgpny i dawac si¢ zdemontowaé (zarowno w celu przeprowadzenia naprawy jak
i modernizaciji).
4. Badaczowi oplaci si¢ zazwyczaj sprawdzanie podstawowych koncepcji w wersji wstepnej przyrzadu, a
nastgpnie konstruowanie aparatury w wersji ostateczne;j.
5. Z jednej strony szalenstwem jest poswiecanie miesi¢gcy lub lat na budowe wyszukanego zestawu aparatury
jedynie po to, aby w koncu stwierdzi¢, ze pewna malenka, kluczowa cze$¢ nie moze by¢ uruchomiona, przez
co cala aparatura staje si¢ bezwartosciowa — nalezato t¢ kluczowa czes¢ zbudow¢ i przetestowac najpierw. Z
drugiej strony, rownie bezszensowne jest poswigcanie zbyt wiele czasu na kontrole kazdej czgsci sktadowej
w trakcie jej budowy, poniewaz czas ten bedzie stracony w przypadku, gdy zawiedzie nastgpny element.
Najrosadniejsza metoda wydaje si¢ szukanie czgsci najmniej pewnych i budowanie i sprawdzanie ich w
pierwszej kolejnosci.
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8.7. Wybér schematu doswiadczalnego - eksperymenty wstepne i
grupowe.

Duza czeg$¢ rozdziatow 1 i 5 poswigcilem wyborowi najlepszego schematu doswiadczalnego. Oczywiscie nie
bylem w stanie omowi¢ wszystkich znanych i stosowanych schematow badawczych. Coraz wicksze zainteresowanie
badaczy budza tzw. eksperymenty grupowe (patrz rozdz. 5 - Analiza wariancji) - ktorym staratem si¢ poswiecié
stosunkowo duzo miejsca. Probowatem takze podkresli¢ znaczenie wyboru odpowiedniego schematu badawczego
dla osiaganej precyzji i wiarygodno$ci pomiardw. Literatura tego tematu jest bardzo bogata, osoby zainteresowane
wyborem innych niz przedstawione przeze mnie schematy odsytam zatem do niej.

W rzeczywistym eksperymencie, w odroznieniu od pomiar6w wykonywanych w laboratoriach studenckich,
prawie zawsze wykonuje si¢ pomiary probne. Maja one na celu:

1) skontrolowanie poprawnosci dzialania poszczegolnych elementoéw aparatury;

2)  okreslenie odpowiedniego zakresu warto$ci dla mierzonej wielko$ci oraz stosowanych oddziatywan;

3) ocenienie btgdow mierzonej wielkosci;

4) nauczenie badacza techniki (procedury) eksperymentu - znalezienie najlepszego sposobu przeprowadzania
pomiaru i zapisywania wynikow.

Ogolnie biorgc, wszedzie gdzie to mozliwe, wskazane jest dokonywanie obserwacji, badz pomiaréw
poréwnawczych, zamiast polegania na pomiarach bezwzglednych. W wiekszo$ci wypadkéw pordwnanie to jest
faktycznym przedmiotem doswiadczenia i zazwyczaj lepiej jest przeprowadzi¢ bezposrednio, niz usitowa¢ dokonaé
dwoch rownolegtych pomiaréw bezwzglednych.

Chociaz z drugiej strony, korzystnie jest rowniez nada¢ pomiarom charakter bezwzgledny, wyrazajac ich
wyniki w odniesieniu do powszechnie przyjetych wzorcow, poniewaz umozliwia to postuzenie si¢ wynikami
uzyskanymi przez réznych eksperymentatorow, badz to do nowych porownan, badz do konfrontacji z teoria.

8.8. Analiza kowariancji.

Jedna z technik pozwalajaca na zmniejszenie bledéw doswiadczalnych jest zmniejszenie zmienno$ci zmienne;j
Y (mierzonej wielkosci) zwigzanej z niezalezng zmienng X (oddzialywaniem). Technika ta jest nazywana analiza
kowariancji. Na przyktad w eksperymencie agrotechnicznym wystgpuja znaczne réznice w drzewostanie pomigdzy
poszczegodlnymi dziatkami doswiadczalnymi. Jezeli moglibysmy w sensowny sposob oszacowac jaki plon dawataby
dziatka, gdyby kazda miala jednakowy drzewostan, wzrosta by precyzja pomiaru wplywu réznych czynnikéw na
osiggane plony. Oszacowanie opierajace si¢ na zalozeniu, ze plon jest wprost proporcjonalny do drzewostanu, nie
jest sensowne, gdyz wprowadza si¢ obcigzenie faworyzujace dzialki z rzadkim drzewostanem.

Pojgcie kowariancji jest skomplikowane zarowno z punktu widzenia obliczen koniecznych do
przeprowadzenia, jak i z punktu widzenia interpretacji otrzymanych wynikow. Algorytm prostych obliczen jest
nastepujacy:

1.  przeprowadzamy wstepng analize¢ wariancji (patrz wyktad 8) obliczajac: odpowiednie stopnie swobody df oraz
sumy kwadratow SSX i SSY, $rednie sumy kwadratéw MSX i MSY, a takze warto$¢ statystyki F;
2. obliczamy sumy dla poszczegélnych oddziatywan (Tyy i Tty ) i blokow (T i Tby ) , oraz wspotczynnik

korekcyjny:
X>Y
C= —Z Z (121)
m
3. natej podstawie obliczamy sumy iloczynow dla blokow:
Tk,
SXYB = M _C
n (122)
dla oddziatywan:
SXYT = —ZT“T‘V -C (123)

sumg catkowity:
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SXY =) X-Y-C (124)

oraz sumg resztkowg:

SXYE = SXY - SXYB - SXYT (125)

Aby zrozumie¢ skad pochodzi btad sumy catkowitej i sumy resztkowej nalezy odwotaé si¢ do wyktadu na
temat analizy wariancji. W podobny sposob mozemy wyodrebnié efekty poszczegoélnych oddziatywan oraz ogodlne
wartosci $rednie, pozostawiajac tylko bledy systematyczne. Pozostaje nam jeszcze obliczenie odchylenia
wspotczynnika regresji liniowej migdzy zmiennymi X i Y:

SSTE = SSYE - SXYE?/ SSXE

ktére okresla nam ile wynositaby suma kwadratéw Y po usunieciu wptywu X na Y, i ma o jeden stopien swobody
mniej niz btad.. Stopnie swobody dla "oddzialywan z bledem" otrzymujemy dodajac do siebie odpowiednie stopnie
swobody dla poszczegodlnych oddziatywan i dla bledu. Warto$¢ sumy kwadratow dla oddziatywan pozbawionych
btedu otrzymuje si¢ réwniez poprzez odejmowanie odpowiednich sum kwadratow. Po podzieleniu przez ilo$¢ stopni
swobody otrzymujemy wartosci §rednie MSE 1 MST, a na ich podstawie obliczamy statystyke F:

F=MST/MSE (126)

Wartos¢ statystyki F bedzie nam wzrasta¢ wraz z doskonaleniem techniki pomiarowe;j. Interpretacja wynikow
zalezy jednak od tego, jak silnie wptywalismy na warto$ci zmiennej niezaleznej X w naszym doswiadczeniu.

Jezeli potrafimy wartosci X zmienia¢ tylko w waskim zakresie, za§ przed wprowadzeniem zmian
obserwowaliSmy bardzo duzy zakres zmian zmiennej Y, ktory ulegt znacznemu zmniejszeniu po wprowadzeniu
zmian, oznacza to, ze zmienno$¢ Y zostala wyolbrzymiona w wyniku losowosci, a wigc zmiany Y musza by¢
interpretowane bardzo ostroznie.

Analiza kowariancji, jak wida¢, jest jeszcze trudniejsza w interpretacji niz analiza wariancji. Zapewne
dlatego jest rzadko stosowana w planowaniu i weryfikacji eksperymentu.

8.9. Graniczne mozliwosci pomiarow.

Podstawowy etap pomiaru - oddzialywanie wzajemne elementu pomiarowego (czujnika) z badanym procesem
fizycznym jest zwigzane nieodlacznie z niepelnym odwzorowaniem wlasciwosci procesu i zaburzeniem (w
mniejszym lub wigkszym stopniu) przebiegu samego procesu, jego rownowagi termodynamicznej, ksztattu pdl itp.,
co si¢ wigze ze stratami informacji. Dalsze straty informacji zwigzane sa z formowaniem i przetwarzaniem sygnatu
pomiarowego przez przyrzad pomiarowy (kanat pomiarowy mikrokomputera - o czym bedziemy moéwic przy okazji
przetwarzania analogowo-cyfrowego). Na przyklad, mierzac zwyklym termometrem temperature wody w
kalorymetrze, wprowadzamy znaczace zmiany w ukladzie termodynamicznym, naruszamy jego zamknigtos¢. Niech
C - ciepto wlasciwe wody, T - temperatura poczatkowa wody, T - temperatura termometru, C - pojemnos¢ cieplna
termometru. Z bilansu cieplnego mamy, ze koncowa temperatura wody z termometrem:

T=(cmT+CT)/(C+cm) (127)
D=T-T=C(T-T)(C+cm) (128)

Wariancje tej wielko$ci mozna zapisa¢ w postaci:

S=S/1+a (129)
gdziea=(cm)/C.
Zakladajac, ze temperatura T, ma rozktad normalny oraz gesto$¢ prawdopodobienstwa temperatury poczatkowej

jest takze normalny, mamy entropi¢ rézniczkowa temperatury (bezwarunkowa):

H(T\y)=logs sqrt(2 = e( Stw) (130)

a entropi¢ warunkowa po przeprowadzeniu pomiaru:

H(Tw/Tk) = log, sqrt(2 m e) a S, (131)
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Zatem ilo$¢ informacji zawartej w wielkosci T, o temperaturze wody mozemy obliczy¢ ze wzoru:

I(Tk. Tw) = l0g, a Sy, / Sy, (132)

czyli ilo$¢ informacji jest tym wigksza im wigksza jest wariancja wielko§ci mierzonej oraz im mniejsza jest
pojemno$¢ cieplna termometru. Ze wzrostem nieokreslonosci temperatury poczatkowej termometru maleje ilosé
uzyskiwanej informacji.

Inng przyczyna strat ponoszonych w poczatkowym etapie przeprowadzania pomiaru jest skoficzony czas
trwania pomiaru. W praktyce zaden przyrzad nie mierzy warto$ci chwilowej, lecz warto$¢ usredniona w przedziale
czasu odpowiadajacym czasowi trwania pomiaru.

Straty sa tym wicksze im szybciej zmienia si¢ proces a takze im wigkszy jest czas usrednienia i wariancja
procesu. Jezeli jednak uwzglednimy w wyniku pomiaru btedy addytywne to straty informacji s3 mniejsze.

Stwierdzenie, ze ilo$¢ informacji otrzymanych z pomiaru maleje ze wzrostem btedu pomiaru nie jest
jednoznaczne ze stwierdzeniem, ze istnieje jaki§ prog mierzalnosci dla danego procesu.

Termin male wielkos$ci okresla wielkosci mierzone, ktore sa wspotmierne z wartoscig btedu lub mniejsze od
tej warto$ci. Przy pomiarach przyrostow, z blgdem poréwnuje si¢ zmiang wielko$ci mierzonej, a nie jej wartos$¢
bezwzgledna.

Dokonujac pomiaré6w matych wielkosci stosuje si¢ jedna z istniejacych metod akumulacji bledow
(usredniania). Poza usrednianiem wymuszonym, stosuje si¢ rowniez inne metody usredniania (najprostsza polega na
obliczaniu $redniej arytmetycznej). Niektore z nich przedstawi¢ pokrotce. Na pierwszy rzut oka wzoér na ilosé

informacji
o’ (133)
I =log, /2 +1
Oy

(Gi i 0'5, sa wariancjami btedu sumarycznego na wejsciu i wyjs$ciu bloku - patrz rys. 2) wskazuje, ze wielokrotny
pomiar statej (niezmiennej) wielkosci fizycznej jest bezsensowny, bowiem wielko$¢ mierzona nie zmienia si¢, a btad
jest inny przy kazdym pomiarze, moze wydawac si¢, ze o / oy =0, w wyniku czego otrzymujemy zerowg ilosé
informacji. Twierdzenie takie jest jednak nieprawdziwe, bowiem wariancja o,° jest obliczana w zbiorze wynikow
pomiaréw, nadto kazdy pomiar matej wielkosci dostarcza jednak pewng ilos¢ informacji. W przypadku usredniania
polegajacego na obliczaniu $redniej arytmetycznej (ktora mozemy stosowaé gdy rzeczywista warto$¢ wielkosci
mierzonej nie zmienia si¢ podczas pomiarow) wielkos¢ btedu usredniania dazy ze wzrostem liczby pomiaréw do
pewnej warto$ci oczekiwanej, przy czym zadana doktadno$¢ przyblizenia o osiggana jest dla liczby n pomiardw,
ktora mozna oszacowac z nierdbwnosci:

o2 (134)

P{|yn -Y|< a} >1- -

Z zalezno$ci tej wynika, ze zwigkszajac n mozemy otrzyma¢ dowolnie mate odchylenie, w praktyce

doktadno$¢ przyblizenia jest ograniczona przez bledy obliczeniowe lub w wyniku naruszenia warunku statosci
mierzonej wielkosci w czasie trwania serii pomiarow.
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9. KORELACJA | REGRESJA

- pojecia podstawowe;

- diagram korelacyjny i tablica korelacyjna;
- korelacja liniowa;

- regresja dla dwoch zmiennych,

- korelacja i regresja dla wielu zmiennych.

9.1. Pojecia podstawowe.

Przy badaniu populacji generalnej réwnoczesnie ze wzgledu na dwie lub wigcej cech mierzalnych
postugujemy si¢ pojeciami regresji i korelacji. Oba te pojgcia dotycza zaleznosci migdzy zmiennymi, przy czym
korelacja zajmuje si¢ sitg tej zalezno$ci, natomiast regresja jej ksztaltem.

Korelacja jest definiowana jako wspotzaleznosé statystyczna wynikow pomiarow réznych zjawisk, zaleznych
od wspolnej przyczyny lub pozostajacych ze soba w bezposrednim zwigzku przyczynowo-skutkowym, na przyktad
wspotpowigzanie wzrostu i wagi u dzieci w okre§lonych grupach wieku, wspotpowigzanie ci$nienia i temperatury
gazu zamknigtego w zbiorniku itp. Skrajnym przypadkiem skorelowania jest wspotzaleznos¢ liniowa zmiennych
losowych.

O korelacji mowimy, ze jest prosta lub dodatnia wtedy, gdy ze wzrostem jednej zmiennej ro$nie takze druga.
Natomiast gdy wzrostowi jednej zmiennej towarzyszy malenie drugiej mamy do czynienia z korelacja odwrotng lub
ujemna.

Natomiast regresja w statystyce matematycznej oznacza empirycznie wyznaczona zalezno$¢ funkcyjna
mi¢dzy skorelowanymi zmiennymi losowymi. Po ustaleniu, ze mi¢dzy badanymi cechami istnieje niezbyt staba
korelacja, przystepuje si¢ do znalezienia funkcji regresji, ktoéra pozwala na przewidywanie wartosci jednej cechy
przy zatozeniu, ze druga cecha przyjeta okreslong wartose.

W praktyce najwicksze znaczenie ma regresja liniowa, odpowiadajaca liniowej zaleznoSci pomigdzy
rozpatrywanymi zmiennymi losowymi. Wprawdzie regresja liniowa rzadko wystepuje w praktyce w postaci
"czystej", stanowi jednak wygodne narzgdzie do otrzymywania przyblizonych zalezno$ci. Przy bardziej
skomplikowanych wspotzaleznosciach stosuje si¢ regresje nieliniowa, np. kwadratowa. Rozrdznia si¢ przy tym dwa
modele danych: model I, w ktorym warto$ci zmiennej losowej sg znane (dobrze okreslone) i model I, w ktoérym
zmienna losowa jest przypadkowa lub obarczona btedem.

Nalezy jednak pamietaé, ze pojecie korelacji rozni si¢ zarowno od zwigzku przyczynowego, jak i od pojecia
zalezno$ci stochastycznej migdzy zmiennymi losowymi.

9.2. Diagram korelacyjny i tablica korelacyjna.

Dana jest populacja generalna, w ktorej dwie mierzalne cechy X i Y sa zmiennymi losowymi. Jezeli nieznane
sa pewne parametry rozktadu dwuwymiarowej zmiennej (X,Y), to powstaje problem wyznaczenia ich oszacowan na
podstawie proby losowej n par liczb (X;,y;). Traktujac X; i y; jako wspotrzedne punktu na plaszczyznie, mozna probke
przedstawi¢ graficznie w postaci tzw. diagramu korelacyjnego (rysunek 9.1).

W przypadku prob o liczebnosci wigkszej od 30 buduje si¢ zwykle tzw. tablice korelacyjng. Aby sporzadzié
taka tablicg nalezy dla kazdej z cech zbudowac¢ szereg rozdzielczy, obliczajac rozstepy:

Ry = Xmax - X

min (135)
Rv = Ymax = Ymin

a nastgpnie na podstawie liczebnos$ci proby n przyjmujemy odpowiednig liczbe klas k i obliczamy dlugos¢ klasy:
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d, =R, /k (136)

d,=R,/k
Jako dolng granice pierwszej klasy dla zmiennej X przyjmujemy wartos¢ niewiele mniejsza niz Xy,
podobnie dla zmiennej Y warto$¢ niewiele mniejsza niz Yy,

r=0 r=-0.5 =1

Rys. 9.1. Rozne typy diagramow korelacyjnych wraz z odpowiadajqgcymi im wspolczynnikami korelacji.

Klasyfikacj¢ przeprowadzamy w tablicy ze wzgledu na obie cechy réwnoczes$nie i otrzymujemy w ten
sposob tablicg korelacyjng - wierszom przypisujemy wartosci klas pierwszej zmiennej, za$ kolumnom wartosci klas
drugiej zmiennej, natomiast w polach tablicy umieszczamy liczebnosci powstalych w ten sposob klas
dwuwymiarowych.

Liczebnosci poszczegdlnych dwuwymiarowych klas tablicy oznaczamy przez n; j» przy czym musi zachodzié
rownosé:

k k
22 nij=n (137)
i—1j-1
oraz

k
2 Nij = Nej
1 (138)

k
> Mij = Nie
i=1

Przez X; i ¥j oznaczymy odpowiednie $rodki klas. Liczby n; sa liczno$ciami klas przy badaniu ze wzgledu

na cech¢ X bez uwzglednienia cechy Y, podobnie n;sa licznosciami klas przy badaniu ze wzgledu na ceche Y bez
uwzglednienia cechy X.

9.3. Korelacja liniowa z probki.

Gdy zalezno$¢ migdzy dwiema badanymi cechami jest liniowa, to najlepszym miernikiem korelacji migedzy
nimi jest wspotczynnik korelacji o zdefiniowany w nastepujgcy sposob:

e cov(X,Y) (139)

Oy Uy
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gdzie cov(X,Y) oznacza kowariancj¢ X 1 Y. Dla danych niezgrupowanych kowariancj¢ z probki oblicza si¢ ze
wzoru:

_1s — (140)
cov(x,y) = lZ:l:xiyi - Xy
Wspétezynnik korelacji zmienia si¢ w granicach od -1 do +1. Gdy p = -1 lub p = +1, wtedy miedzy
zmiennymi X 1Y istnieje $cista zalezno$¢ w postaci liniowej. Gdy p = 0, wtedy zmienne sg zupehie nieskorelowane.
Im |p| jest blizszy 1, tym korelacja jest mocniejsza.
Estymatorem wspotczynnika korelacji p migdzy dwoma badanymi cechami X i Y w populacji jest
wspotczynnik korelacji z proby, obliczony na podstawie n par (X;, ¥;) wynikéw przy pomocy wzoru:

n

1 n
Z(xi_f)(yi_f) ;;xiyz‘_@ (141)

i=1

i (5155

Dla danych zgrupowanych w tablice korelacyjng wspotczynnik korelacji z proby obliczamy korzystajac z
zaleznosci:

= (142)

- S (143)

j=1

Duze wartosci bezwzgledne wspotczynnika korelacji swiadczy o duzej wspotzaleznosei liniowej miedzy
cechami X i Y, nie moze by¢ jednak dowodem zwigzku przyczynowego pomigdzy tymi wielkosciami (cechami).

Wspdtczynnik r nazywany wspoétczynnikiem determinacji (coefficient of determination) o (n-1) stopniach
swobody moze by¢ estymatorem wariancji.

Rozktad estymatora r parametru p jest na ogél bardzo skomplikowany. Przy zatozeniu, ze populacja
generalna ma dwuwymiarowy rozktad normalny z parametrem p = 0, rozktad wspotczynnika korelacji z proby r jest
prostszy i sprowadza si¢ do rozktadu t Studenta. Gdy proba jest duza korzysta si¢ oczywiscie z granicznego rozkladu
normalnego. Pozwala na sprawdzenie hipotezy dla wartosci wspdtczynnika korelacji w populacji.

W przypadku gdy mierzalne cechy X i Y maja w populacji generalnej rozklady normalne, badz bardzo
zblizone do normalnego, a z populacji wylosowano duza liczbe elementow (kilkaset), to przyblizony wzoér na
przedziat ufnosci dla wspoétczynnika korelacji r jest wtedy nastepujacy:

P{r-u,(1-2) I\n<p<r+u, (112 /\n}=1-a

gdzie u, jest wartoscig standaryzowanej zmiennej normalnej, ktérg odczytujemy z tablicy rozktadu N(0,1) dla
ustalonego z gory poziomu ufnosci o w taki sposob, aby P{-u, < U < u_ } = o. W takim wypadku wygodnie jest
korzysta¢ z wynikow pogrupowanych w tablicy korelacyjne;.

W przypadku, gdy z populacji pobrana jest losowo niezbyt duza proba, nalezy sprawdzi¢ hipotezg zerows, ze
zmienne X i Y s3 nieskorelowane, Hy: p = 0 (wobec hipotezy alternatywnej Hy: p # 0). Test istotnosci dla tej
hipotezy przeprowadzamy w oparciu o statystyke:

t= rvVn-2 (144)
Vi-r?
Statystyka ta, ma (przy zatozeniu o prawdziwosci hipotezy Hg!) rozktad t Studenta z n-2 stopniami swobody.
Wobec tego korzystajac z tablicy rozktadu t dla ustalonego poziomu ufnosci o odczytujemy wartos¢ krytyczna
ty, taka, ze:
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P{t>t, }=1-0a

Postawiong przez nas hipotezg¢ zerowa nalezy odrzuci¢, gdy [t| # t,,.
Mozemy rowniez testowaé hipotezg, ze wspotczynnik korelacji ma w populacji okreslong warto$¢ Hy: p = py.
Po obliczeniu z proby warto$ci wspolczynnika korelacji r obliczamy nastepnie warto$¢ statystyki U:

- 1151310
1-r gl—po 2(n-1)

W przypadku prawdziwosci hipotezy H statystyka ta ma rozklad normalny N(0,1). Z tablicy rozkladu
normalnego odczytujemy krytyczng warto$¢ u spetniajacg warunek P{/U| > u,} = 1 - a. Jezeli obliczona wartos¢
statystyki spetnia nier6wno$¢ [u| > U, hipoteze zerowg nalezy odrzuci¢, w przeciwnym wypadku nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy.

1
u=(1.151310g1+r TP __Fo Jn—'a’ (145)

Przyklad 30.
Dokonano n = 50 pomiaréw wymiaréw odlewow wyniki zestawiajac w tabeli 33. Na poziomie ufnosci o =
95% zweryfikowa¢ hipoteze, ze istnieje korelacja pomiedzy wymiarami odlewdw.

Tabela 33.
Wyniki pomiaréw wymiaréw odlewow.
i X; Y; i X; Yi
1 38.5 55 26 34.2 3.6
2 41.1 4.8 27 39.1 51
3 37.8 5.0 28 37.5 4.9
4 36.0 4.9 29 355 5.0
5 32.2 5.1 30 36.6 4.1
6 36.8 4.3 31 40.5 5.5
7 33.5 4.5 32 37.2 5.0
8 35.3 3.8 33 34.5 4.8
9 31.1 3.4 34 38.5 4.5
10 42.5 5.7 35 34.0 4.1
11 39.5 5.4 36 335 4.0
12 42.1 5.2 37 32.5 4.5
13 38.0 5.2 38 36.4 4.5
14 36.5 5.1 39 375 5.6
15 40.0 4.5 40 41.4 5.3
16 36.5 4.4 41 39.5 6.0
17 34.0 4.4 42 38.1 3.9
18 34.5 3.9 43 35.7 4.6
19 44.5 6.6 44 39.5 6.0
20 38.0 5.9 45 355 4.6
21 40.0 5.7 46 40.5 6.1
22 36.5 5.4 47 37.5 4.3
23 38.8 5.1 48 33.5 5.2
24 34.5 4.6 49 42.5 6.6
25 36.1 4.2 50 38.0 4.4

Diagram korelacyjny dla tych danych przedstawia rysunek 9.2 Poréwnujac go z rysunkiem 9.1 mozna
przewidzie¢, ze wspolczynnik korelacji liniowej z proby bedzie si¢ zawierat w granicach od 0.5 do 0.8.
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X
Diagram korelacyjny
Rys. 9.2. Diagram korelacyjny dla danych z tabeli 33.
Obliczamy rozstepy:

Ry=445-311=134 i R, =6.6-34=32

Poniewaz liczba pomiaréw n = 50 przyjmujemy liczbe klas k rowna 7. Zatem dhugosci klas sg rowne: dla cechy
X (wymiaru) d, =R,/ k=13.4/7 =2 idlacechy Y dy =32/7=05.

Jako dolng granice dla cechy X przyjmiemy x = 31.0 a dla cechy Y warto$¢ y = 3.25. Otrzymujemy zatem tablice
korelacyjna ktora przedstawia tabela 34.

Tabela 34.
Tablica korelacyjna dla danych z tabeli 33.

i 1 2 3 4 5 6 7

Y 31-33 | 33-35 | 35-37 | 37-39 | 39-41 | 41-43 | 43-45

3.25-3.75
3.75-4.25
4.25-4.75
4.75-5.25
5.25-5.75 -
5.75-6.25 - -
6.25-6.75 - - - - - - -

R e |
N (w [w [

= W (o1 W

= N ol w =
N w N =

N

1

~N | (o [~ W IN e
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Srednie wartosci zmiennych X = 37.273 i y = 5.19 oraz $rednie odchylenia kwadratowe Sf =8.5136i 52 =
0.4544, zatem odpowiednie odchylenia standardowe s, = 2.9178 za$ sy = 0.6741.

Podstawiajac do wzoru na wspotczynnik korelacji liniowej z proby otrzymujemy:

1 k _ k _ .
=3y XN |—X
B 50; '(.2-1: ' ”J _ 0.02-9041-37.273.5.19

= =0.6878
Sy Sx 2.9178-0.6741

Dwie ostatnie kolumny i dwa ostatnie wiersze tablicy z tabeli 35 zawierajg pomocnicze rachunki pokazujace
jak w dwojaki spos6b mozna wykona¢ obliczenia wartosci wyrazenia ZZZ Yinij (oczywiscie do rozwiazania

wystarczy obliczenia wykonaé jednym z tych sposobdw).

9.4. Regresja dla dwéch zmiennych - proste regresji.

Dana jest populacja generalna, w ktorej cechy (X,Y) maja pewien dwuwymiarowy rozktad. Prosta regresji
drugiego rodzaju cechy Y wzglgdem cechy X ma réwnanie:

y=ax+b (146)
gdzie:
a=p2x (147)
Oy

nazywany jest wspotczynnikiem regresji liniowej cechy Y wzgledem X, za$
b=EY - pZXEX (148)
=%

jest wspotczynnikiem przesuniecia lub wyrazem wolnym.

Jezeli rozklad cech jest nieznany, parametry a i b szacuje si¢ na podstawie proby metoda najmniejszych
kwadratow (rysunek 9.3). Prosta y = Ax + B jest oszacowaniem metoda najmniejszych kwadratow prostej regresji
cechy Y wzgledem cechy X na podstawie proby, gdy A=rS\/Sx i B = Y - AX. Oznacza to, ze funkcja:

f(a,,[)’)=zn:[ (eX; + B Zdz (149)
1

osigga minimum, gdy o= A i3 =B.

Weigni(Y)

50 55 60 65 70
Diameter(X)

Rys. 9.3. Oszacowanie parametrow a i b przy pomocy metody najmniejszych kwadratow.

78



Tabela 35.

Tablica zawierajaca wyniki obliczen.

i 1 2 3 4 5 6 7
Yi X;
k 32 34 36 38 40 22 | aa | ong || k| Tknao [ nue
1 3.5 1 1 - - - - - 2 7,0 [12,25| 2450 | 66 | 231
2 4.0 1 3 3 1 - - - 8 32,0 | 16,0 | 128,00 | 280 | 1120
3 45 1 3 5 3 1 - - 13 | 58,5 | 20,25 | 263,25 | 468 | 2106
4 5.0 1 2 3 5 2 1 - 14 | 70,0 | 25,00 | 350,00 | 520 | 2600
5 5.5 - 1 2 3 2 - 8 44,0 130,25 | 242,00 | 316 | 1738
6 6.0 - - - 1 2 1 - 4 24,0 | 36,00 | 144,00 | 160 | 960
7 6.5 - - - - 4 1 1 6,5 |42,25| 4225 | 44 | 286
n;. 4 9 12 12 8 4 1 50 | 242,0 1 194,00 9 041
Xin 128 | 306 | 432 | 456 | 320 | 168 | 44 | 1854
Xt 1024 | 1156 | 1296 | 1296 | 1600 | 1764 | 1936
%N, 4096 | 10404 | 15552 | 17328 | 12800 | 7056 | 1936 | 69172
Ek:an.k 17 39 55 595 43 22 6.5
?izklyk”'k 544 | 1326 | 1980 | 2261 | 1720 | 924 | 286 | 9041







W przypadku prostej regresji cechy X wzgledem cechy Y wspoétczynniki oblicza si¢ korzystajac ze wzorow:

Z XiYi (150)
A=—"Y -1
RSy > x}
B=Y - AX (151)
W tym wypadku funkcja
f(er. )= Y[, ~ (¥, + )P (152)

LN

ma minimumdla ¢ =Ai = B.

Jezeli prostg regresji wyznacza si¢ wedtug danych z tablicy korelacyjnej, to Srednie wystepujace we wzorach
nalezy zastapi¢ §rednimi wazonymi.

Korzystajac ze wspotczynnika korelacji mozemy okresli¢ warto$é doswiadczalng statystyki Snedecora dla 1 i
n-2 stopni swobody:

e_r’nh-2) (153)
1-r2

a to pozwala nam okresli¢ poziom ufnosci z jakim wyznaczyliSmy prostg regresji.
Mozemy takze okresli¢ przedzial ufnosci dla wspolczynnika A jako (-tsn, +1Sp), gdzie t jest statystyka
Studenta o0 n-2 stopniach swobody i zatozonym poziomie ufnosci o, zas

- fZ)Z yi (154)
¥

Oprocz omdwionych dotychczas prostych regresji stosuje si¢ takze tzw. prosta regresji ortogonalnej
(wyznaczang rdwniez przy pomocy metody najmniejszych kwadratow). Dla tej prostej funkcja

s =

v (Ax, -y, +B) & (155)

fla.B)=2 2.4;

= =

jest minimalna gdy a = A i f = B. Rownanie prostej regresji ortogonalnej wyznaczonej na podstawie proby jest
postaci:

So -5y + \/(si —sf()2 +4c0V2(x,y) (156)

x—)?)+y

V= 2cov(x,y)

Przyklad 31.

Na podstawie tablicy korelacyjnej z poprzedniego przyktadu obliczy¢ rownania prostych regresji oraz kat
pomig¢dzy nimi.

Aby wyznaczy¢ wspotczynniki prostych regresji nalezy najpierw policzy¢ warto$ci przecigtne jako klasyczne
warto$ci $rednie arytmetyczne, otrzymujac dla cechy X wartos¢ X = 37.273 i dla cechy Y wartos¢ ¥ = 5.19 oraz

estymowaé wariancje S>2( =8.5136 i S$ = 0.4544, co wykonano poprzednio. Nastepnie nalezy, korzystajac ze wzoru

(140), obliczy¢ kowariancje cov(x,y):
cov(x,y) = 5—10-9041—37.273-5.19 =-12.6269.
Podstawiajac do wzordéw (147) i (148) otrzymujemy:
a =r Sy/Sx = cov(x,y)/SxSy = 0.1589
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a' = 1/r Sx/Sy = 0.3359
b=y-ax=5.19-0.1589 37.273 = -0.7327
b'=y-ax=5.19-0.3359 37.273 = -7.3300.
Zatem prosta regresji Y wzgledem X dana jest rownaniem:
y =0.1589 x - 0.7327
natomiast prosta regresji X wzglgdem Y ma ré6wnanie:

y =0.3359 x - 7.3300

9.5. Korelacjairegresja dla wielu zmiennych.

W przypadku korelacji wigcej niz dwoch zmiennych nalezy zdefiniowa¢ dodatkowo nastepujace pojecia:
Korelacja prosta (catkowita) jest to korelacja pomigdzy dwoma zmiennymi (bez uwzglednienia pozostatych
zmiennych).

Korelacja czastkowa jest to korelacja dla dwoch zmiennych w przypadku, gdy pozostate zmienne utrzymywane sa na

statym poziomie.

Korelacja wielokrotna jest to potaczona korelacja pomiedzy wieloma zmiennymi, ktore zmieniaja si¢ rownoczesnie.
Dla korelacji prostej obliczamy wspotczynnik korelacji liniowe;:

L : 157
(Z xliyi) o)
i=1
Z;Xﬁ leyf

gdzie | - numer zmiennej niezaleznej, wzgledem ktorej obliczamy wspotczynnik korelacji.

2
l"yx !

Dla korelacji czastkowej musimy obliczy¢ korelacj¢ prosta pomigdzy X; i X,:

o (Xxw) (158)

7 —

XX, 2 2
DI I

i na tej podstawie dla ustalonego X, mozemy obliczy¢:

2
2 (ryxl h ryxz rxlxz ) (159)

Py, = (1-r2 J1-r2.)

Dla korelacji wielokrotnej badamy zwigzek Y z potaczonymi X i X, przy pomocy wspotczynnika korelacji:

2 2
RZ Myx, 1, = 20 Ty, o, (160)
Yixpe — 1—r2
*1Xp

przy czymR € <0, 1>.
W przypadku wigkszej ilo$ci zmiennych niezaleznych:

(161)

2
7
P9 35X s Xy XX X3, 50Xy

v —-r
2 ( VX3, e Xy
7 =
YX [ X5 s X, 1 - > 1 - P
VX9 X3 5X4 1er X X1 X3 3X 4 peer X
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czyli, dla obliczenia wspolczynnika korelacji czastkowej dowolnego rzedu, konieczna jest znajomo$¢ trzech
odpowiednich wspotczynnikéw czastkowych rzedu o 1 nizszego.
Wspotczynnik korelacji wielokrotnej dany jest zalezno$cia:

1- R§|X1---Xm = (1_ r}’le Xl_ r)'2X2|X1 xl_ ry2X3|X1X2 ) (1_ ryzxm|X1---Xm_1) (162)

9.6. Krzywe regres;ji.

Krzywe regresji maja réwnanie ogdlne postaci:
y=a+byXq + byX, (163)
gdzie b; jest wspotczynnikiem czastkowej regresji rzedu i-tego.
W tym przypadku, aby znalez¢ wartosci a, by i b, nalezy rozwiaza¢ nastgpujacy uktad rownan nieliniowych:
an+ by 22Xy + by XX, =2y
aXXy+hy 22X+ by Xy Xy =2X1 Y (164)
AKXy + by 2Xq Xy + 0y XXy = 2K Y

lub rozwigza¢ uktad:

by 2xg + by 2X; X =2X1 Y
by 2X1 Xy + 10, 22X, =2X, Y

(165)

a wspotczynnik a =y - by X; - by X, .
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10. METODY ESTYMACJI PARAMETRYCZNEJ

- matematyczny model zjawiska;

- podstawowa zasada metody najmniejszych kwadratow;
- metoda najwiekszej wiarygodnosci,

- analiza dyspersyjna.

W przypadku wystgpowania pomiedzy poszczegdlnymi wielko§ciami ukrytych zwiazkow statystycznych
przed badaczem staje zadanie znalezienia ogdlnej tendencji wtasciwej danemu procesowi lub zjawisku, przy czym
najczesciej zachodzi potrzeba przedstawienia tej zalezno$ci w postaci formuly matematycznej. Przy rozwiazywaniu
zadan tego typu w statystyce (i nie tylko) stosuje si¢ bardzo wygodng metode najmniejszych kwadratoéw. Metode te
mozna stosowac niezaleznie od tego, czy znane sg bledy pomiardéw lub rozktad, ktéremu podlegaja pomiary. Jednak,
gdy chcemy wnioskowa¢ o biedach dopasowywanych parametrow i jakosci dopasowania krzywej do wartosci
eksperymentalnych, niezbedna jest znajomos¢ zaréwno btgdow jak i rozktadow.

Natomiast najbardziej popularng metoda estymacji nieznanych parametréw rozktadu populacji jest metoda
najwickszej wiarygodnosci. Metoda ta pozwala na znalezienie estymatoréw nieznanych parametrow w takich
rozktadach populacji, w ktérych znana jest ich posta¢ funkcyjna. Estymatory uzyskane metoda najwickszej
wiarygodnosci majg wiele pozadanych wlasnosci. Trzy najwazniejsze ze wzgledow praktycznych to:

1. Dla duzej liczby pomiaréw estymator podlega rozktadowi normalnemu;

2. Wariancja estymatora, czyli ocena doktadno$ci wyznaczenia wartosci prawdziwej, jest najlepsza jakag mozna
osiggna¢ w danej sytuacji (optymalna);

3. Estymator uzyskany ta metoda nie zalezy od tego, czy maksimum wiarygodnosci wyznaczymy dla
estymowanego parametru, czy tez dla dowolnej jego funkcji.

10.1. Matematyczny model zjawiska.

W przypadku opracowywania danych statystycznych metoda najmniejszych kwadratow stosuje si¢ zazwyczaj
przy modelowaniu pewna forme¢ standardowa, najczesciej przedstawiajac poszukiwang zalezno$¢ w formie
wielomianu okreslonego stopnia. Problem polegajacy na tym ile wyrazoéw tego szeregu nalezy uwzgledni¢ w
okreslonym przypadku rozwiazuje si¢ w oparciu o ogolne wyobrazenia o charakterze badanego zjawiska lub w
oparciu o wyniki innych metod analizy danych. W najprostszym przypadku, gdy przyrost y jest proporcjonalny do
przyrostu x mozna skorzysta¢ z zaleznos$ci liniowej:

y=ag+ta; X (166)

Jesli sa podstawy aby oczekiwaé, ze warto$¢ y bedzie progresywnie zmieniaé si¢ ze wzrostem X oraz jezeli
spodziewamy sie, ze w granicach zmiany x wystapi ekstremum warto$ci y nalezy dotaczy¢ wyraz a, X2

Gdyby réwnanie drugiego stopnia okazalo si¢ niewystarczajace, mozemy zastosowa¢ wielomian trzeciego
stopnia. W niektorych przypadkach moze zaj$¢ konieczno$é zastosowania paraboli wyzszego rzedu, cho¢ w praktyce
przypadki tego rodzaju wystepuja bardzo rzadko.

Natomiast czasem zamiast paraboli zachodzi konieczno$¢ zastosowania hiperboli (symetrycznej wzgledem
osi OX). Rownanie przyjmuje wowczas postac:

1
y=ap+a;— (167)
X
lub wyrazenia wyzszego rzedu:
1 1
y=agta = +a— (168)
X X2
Zmienng w takim wielomianie asymptotycznym moze by¢ nie tylko 1/x, lecz takze kazda inna funkcja x o
okreslonych parametrach np. z =log x lub z =x .
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W przypadku badania zjawisk w ktorych zachodza statystyczne zwiazki dwoch, trzech lub wigkszej ilosci
cech stosujemy wielomiany odpowiedniego stopnia wzgledem tych zmiennych np. wielomian:

y=k+ax+bz (169)

W tych przypadkach, gdy matematyczny model zjawiska powinien uwzglednia¢ wplyw czynnikow

powigzanych ze soba, do rownania nalezy wprowadzi¢ parzyste iloczyny odpowiednich zmiennych pomnozone
przez odpowiednie wspotczynniki, np.:

y =k +ax + bxy + cxz (170)
Jezeli w zwigzku z obecnoscig kilku czynnikéw wiadomo, ze ich oddzialywanie nie ma charakteru
prostoliniowego, to do réwnania wprowadza si¢ wyrazy odpowiednich zmiennych w kwadracie lub w wyzszych
stopniach, np.:
y=k+a;x+a,x2+Db, z+b, 22 +cxz. (171)

Jesli mozna si¢ spodziewaé wystapienia wzajemnych zwigzkow wyzszego rzedu, to oprocz iloczynu xz do
réwnania mozna wlaczy¢ wyrazy x2z, xz2 oraz x2z2. Nalezy to jednak czyni¢ tylko w szczegdlnych przypadkach,
gdyz w znacznym stopniu komplikuja one matematyczny model zjawiska, a w matym stopniu uscislaja rownanie.

Oczywiscie takze w przypadku wielu zmiennych mozna do réwnania wlaczy¢ funkcje tych zmiennych.

10.2. Podstawowa zasada metody najmniejszych kwadratow.

Rozwazmy przypadek réwnania drugiego stopnia:

y=ag+a; X+a,x2 (172)

Zadanie sprowadza si¢ tu do znalezienia wartosci liczbowych a , a; i a,. Mozna je rozwiaza¢ posiadajac
szereg obserwacji par zmiennej zaleznej y i zmiennej niezaleznej x:

(X]_ ’y]_ )’ (X2 ’y2 )’ Ty (Xn !yn )
W przypadku obecnosci zwigzku statystycznego pomiedzy y i x nie ma mozliwosci poprowadzenia krzywej przez
wszystkie punkty pomiarowe, niektore obliczone na podstawie wzoru wartoSci beda odbiega¢ od wartosci
empirycznych. Naszym celem jest zminimalizowanie tych odchylen, w tym celu nalezy ustali¢ matematyczne zasady
pomiaru stopnia niezgodnosci rzeczywistych wartosci z wyliczonymi. U podstawy metody najmniejszych kwadratow
lezy zasada zgodnie z ktora stopien niezgodnosci jest mierzony sumg kwadratow odchylen wartosci rzeczywistej y i
obliczonej Y:

> (y-Y)?=minimum.
Rozwigzanie takiego zadania jest stosunkowo proste, mamy bowiem funkcje:
f(ag,aq,8y) =2(Y - ag -3y X - ay x2)?

dla ktérej musimy znalez¢ wartosci ag , a; i a, dla ktorych funkcja ta osigga minimum. W tym celu wystarczy
przyrownaé poszczegdlne pochodne tych zmiennych do zera i rozwigzaé otrzymany w ten sposob uktad rownan:

ofldag=-23(y-ay-a; X-,ax2)=0
oflda; =-2(y-ay-a; X-a, X2 ) x=0
oflda, = -2 X(y - ay - ag X -a, X2 ) x = 0.

Po wykonaniu prostych przeksztatcen otrzymujemy uktad trzech réwnan, zwany uktadem réwnan normalnych:

gpn+a; XX +a, Lx2=Yy
PIX+a LX2+a, X=Xy (173)

X x+a, Tx3+a,Xxt=Yx%y
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Mozna ustali¢ regul¢ na podstawie ktorej od razu, abstrahujac od wszystkich poprzednich wyliczen,
potrafimy zapisa¢ potrzebny uktad réwnan normalnych, przy dowolnej ilo$ci wyrazow w wyrazeniu wyjsciowym.
Dla réwnania:

Y =ag+ag X+a, X2+ .. +a,x

pierwsze z réwnan ukladu otrzymujemy poprzez pomnozenie rdwnania wyjsciowego przez 1 i posumowaniu (z
zamiang Y na y) po wszystkich pomiarach.

Yap+Ya X+Ya, X2 =gyn+a; X X+a, 2x2=Yy

Dla drugiego rownania przed posumowaniem mnozymy roéwnanie wyjSciowe przez X, dla kolejnych réwnan
mnozymy przez X podniesione do potegi o jeden mniejszej od numeru réwnania.

Uktad réwnan normalnych najczesciej rozwigzuje si¢ metoda wyznacznikéw. Obliczenia rozpoczynamy od
wyznacznika gléwnego takiego uktadu réwnan:

n, DX, ZXZ
W = det ZX, sz, ZXS:
S Tl T

=nY X2 x4 +2YxEx2Ex3-(Ex2)P-n(Ex3)2- (X x)2 T x4

Jezeli ilo$¢ par obserwacji nie jest mniejsza od ilosci niewiadomych oraz jesli obserwacje te s3 niezalezne, to
wyznacznik ten jest rézny od zera, a uktad rownan posiada rozwigzanie.
Wyznacznik dla a, jest postaci:

PATDR DR
W, = det ny, sz, Zx3:
ZXZV. zx3l ZX4

=Yy Ix2 XA+ 2 Ixy Ix2 3x3 - (Ix2)2 T2y - Yx (Ix3)2 - Ix Txy Yx4,

Zatem
_Wo

W
DD XD RO RDND N IR DR BRI D RORD RS
anZZx“ +22x2x22x3 —(Zx2)3 —n(Z:x3)2 —(ZX)ZZX4

W podobny sposob obliczamy pozostate wspotczynniki wielomianu.

Suma kwadratow odchylen SSD = S(y-Y)2 nazywana jest resztkowa suma kwadratow. Chociaz metoda
najmniejszych kwadratow daje gwarancje, ze uklad odchylen y od Y jest w okreSlonym sensie najlepszy,
interesujaca jest liczbowa warto$¢ sumy kwadratow jako pewna miara rozrzutu. W przypadku niewielkiej warto$ci
tej sumy tendencja scharakteryzowana rownaniem do$¢ $cisle odzwierciedla zmiany rzeczywistych y.

Resztkowa sume¢ kwadratéw mozna latwo policzy¢, korzystajac przy tym z sum policzonych juz uprzednio
dla uktadu rownan normalnych, obliczajac tylko sume y2 , gdyz:

(YY) =Xy2-a5 y-a; X xy-a, X x2y.

Resztkowa suma kwadratow jako taka nie moze by¢ traktowana jako wyczerpujaca charakterystyka blisko$ci
rzeczywistych warto$ci y z teoretycznymi, bowiem zalezy ona silnie od ilo$ci obserwacji. Nasuwa si¢ tutaj uzycie
jako miary odchylenia resztkowej sumy kwadratow podzielonej przez liczbe pomiardéw, jednak z punktu widzenia
statystyki korzystniejsze jest zastosowanie w tym miejscu liczby stopni swobody, otrzymujac w ten sposob $redni
kwadrat.

% (174)
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Na podstawie resztkowej sumy kwadratow mozemy obliczy¢ bledy wspotczynnikow korzystajac dla ag z
zalezno$ci:

_ SSD/(n-2) (175)
0 n- (Zn: xj 2 / Zn: x°
natomiast dla a z zaleznosci:
SSD/n-2
2y (176)

- n n 2
i i
W podobny sposob obliczamy btedy dla pozostatych wspoétczynnikow wielomianu.
Jesli nie wszystkie z zaobserwowanych wartosci Y; odznaczajg si¢ takg sama doktadnoscia, to Srednie
powinny by¢ $rednimi wazonymi, przy czym waga @; kazdego z punktow jest odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu odchylenia standardowego. Rownanie sumy kwadratoéw ma wowczas postac:

SSD = X o; (y-Y)? (177)
Czesto spotyka si¢ przypadki, gdy wzgledna dokladno$¢ ma warto$é stata, czyli o;=c Y;lub w; = (c;)?1=
(c2v2)t.

Przyklad 32.

Znalez¢ rownanie paraboli dla danych dos§wiadczalnych przedstawionych w tabeli 36.

&a}?ne;ig ig;niaréw i wyniki wstepnych obliczen potrzebnych do otrzymania wspotczynnikow rownania
paraboli.
i X Yi X2 XiY; X3 x4 Xi%Yi
1 2.5 6.5 6.25 16.25 15.625 39.0625 40.625
2 3.0 9.4 9.00 28.20 27.000 81.000 84.600
3 35 12.7 12.25 44.45 42.875 150.0625 | 155.575
4 4.0 17.0 16.00 68.00 64.000 256.0000 | 272.000
5 45 20.8 20.25 93.60 91.125 410.0625 | 421.200
6 5.0 26.2 25.00 131.00 125.000 | 625.0000 | 655.000
7 5.5 30.9 30.25 169.96 166.375 | 915.0625 | 934.725
)y 28.0 123.5 119.0 551.45 | 532.000 | 2476.25 2563.725

Na podstawie wzoru (174) i korzystajac z odpowiednich policzonych sum zamieszczonych w tabeli 36
otrzymujemy:

1235-119.0-247625+2-55145-119.0-532.0—(119.0)” -2563.725-28-(532.0)” —28-55145-2476.25
ao =
7-119.0-247625+2-28-119.0-532.0—(119.0)> —7-(532.0)” - (280) -2476.25

= 9232355

za$ policzone w podobny sposob
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 7-551.45- 2476.25 + 28- 2563.725-119.0+119.0-123.5-532 — (119.0) - 51.45 — 7 2563.725-532.0 - 281235 - 2476.25
7.119.0-2476.25+ 2 28-119.0-532.0 - (119.0f - 7-(532.0)* - (28.0) - 2476.25

&
=1.1595

oraz
_ 7-119.0-2563.725+28-532.0-123.5+119.0-28-551.45-123.5- (119.0)2 —551.45-532.0-7—-2563.725- (28.0)2

a
2 7-119.0-2476.25+2-28-119.0-532.0—(119.0)> — 7-(532.0)* —(28.0)° - 2476.25

=0.8810

czyli poszukiwane rownanie paraboli ma ksztatt:

y =92323.55 + 1.1595 x + 0.8810 x2.

10.3. Metoda najwiekszej wiarygodnosci.

Podstawowym pojgciem wystgpujacym w metodzie najwickszej wiarygodnosci jest pojgcie wiarygodnosei
proby. Wiarygodnosé (likelihood) n-elementowej proby prostej lub funkcja wiarygodnosci dana jest zaleznoScia:

L(x.0) = {f(x i,0) dla populaqj 0 rozkladz?e ciaglym (178)
p(x;,0) dlapopulacji o rozkladzie skokowym

gdzie f(x; , 6) oznacza funkcj¢ gestosci prawdopodobienstwa a p(x; ,8) funkcje¢ prawdopodobienstwa, za§ 6 moze

by¢ pojedynczym parametrem lub wektorem.

Jak wynika z definicji, wiarygodnos¢ proby prostej jest tacznym prawdopodobienstwem (ggstoscia
prawdopodobienstwa), jakie data proba, przy czym wiarygodno$¢ ta zalezy od prawdziwej wartosci szacowanego
parametru 6. Dla ustalonego wektora wynikow proby, wiarygodno$¢ jest jedynie funkcja warto$ci parametru 6.
Wiarygodno$¢ proby jest prawdopodobiefistwem otrzymania takich wynikow, jakie data proba.

W praktyce, zadanie wyznaczania najwiarygodniejszego estymatora parametru 6, polegajace na
maksymalizacji funkcji wiarygodnosci L, zamieniamy na zadanie maksymalizacji In L, gdyz funkcja ta osigga
ekstremum w tym samym punkcie co funkcja L, a jest wygodniejsza do rézniczkowania, bowiem

n
InL=>" Inf(x;, 0.
i
Algorytm znajdowania najwiarygodniejszego estymatora parametru @ jest nastepujacy:
1. znajdujemy dla danego rozktadu populacji funkcje wiarygodnosci L;
2. logarytmujemy funkcje¢ wiarygodnosci otrzymujac In L;
3. stosujgc warunek konieczny ekstremum rozwigzujemy roéwnanie:

In(L)=0 (179)
otrzymujac estymator 6= g(X).
4. sprawdzamy warunek dostateczny na maksimum:

In(L) <0 (180)
Rownanie (180) moze by¢ niekiedy trudne do analitycznego rozwigzania i wowczas stosujemy odpowiednie
metody numeryczne.
W metodzie najwigkszej wiarygodnosci wprowadza si¢ przedzialy wiarygodnosci dla odpowiednich
poziomoéw wiarygodnos$ci. Rozwigzanie rownania:

InL(=InL(H-a

ze wzgledu na @ dla a = 0.5, 2, 4.5 wyznacza przedziaty wiarygodnosci odpowiadajgce poziomom wiarygodnosci
68%, 95% i 99.7%
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Przyklad 33.

Populacja generalna ma rozktad dwupunktowy zero-jedynkowy z nieznanym parametrem p. Znajdzmy
najwiarygodniejszy estymator tego parametru z n-elementowej proby proste;.

Poniewaz prawdopodobienstwo w tym rozktadzie dane jest funkcja:

P(x, p) = p* (L- p)™
zatem funkcja wiarygodnos$ci ma postac:

n ixi n—%X' n-m
L=[]P(x.p)=p= @-p)" 5" =p"-p)
i=1

gdzie m oznacza liczbe sukcesow w probie.
Po zlogarytmowaniu mamy:

InL=m In(p) + (n-m) In(1-p)

a rozniczka tego wyrazenia wynoszaca:
AnL) m n-m_m-pn

d p l-p pl-p)

jest rowna zeru wtedy, gdy:

~ M
p=—
n

Druga pochodna logarytmu:
A*(nL)  m  (n-m)

Y p? (l— p)2
jest mniejsza od zera dla p=p, co oznacza, ze funkcja wiarygodno$ci ma w tym punkcie maksimum, a P jest
najwiarygodniejszym estymatorem parametru p.
W celu okres$lenia przedziatu wiarygodnos$ci dla poziomu wiarygodnosci 95% rozwigzujemy rownanie:

InL(p) =InL(p)-a

czyli

m In p + (n-m) In(1-p) = m In(m/n) + (n-m) In(1-m/n) - 2
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11. ZAPISYWANIE | PREZENTACJA WYNIKOW POMIAROW

- zapisywanie wynikow eksperymentu;
- wykresy i rysunki poglgdowe;
- programy graficzne i statystyczne.

Rozdziat ten zawiera szereg rad dotyczacych prowadzenia zapisu wynikow pomiaroéw i ich prezentacji
na forum publicznym. Podane tutaj reguly i przyklady maja na celu uzmystowienie panstwu, ze zapis
wynikow i inne notatki nalezy prowadzi¢ w sposob doktadny, petny i jasny, a przy tym z minimum wysitku z
naszej strony. Rady dotyczace graficznej prezentacji wynikow maja pomoc czytelnikom w przygotowaniu
przejrzystej 1 zrozumialej dla innych prezentacji otrzymanych wynikow badan.

11.1. Zapisywanie wynikéw eksperymentu.

W kazdym eksperymencie wazne jest zapisywanie na biezaco wszystkiego, co zostato zrobione, bez
zadnej obrobki. Przed zapisaniem odczytanych wynikéw nie nalezy dokonywac (szczegoélnie w pamigei !),
zadnych, nawet najprostszych obliczen.

Zapisujagc wyniki nalezy czyni¢ to w sposob najbardziej przejrzysty, tak, aby po uptywie dowolnego
okresu czasu mozna bylo ponownie z nich skorzysta¢ bez wigkszych trudnosci.

Najlepiej nie trzymac si¢ sztywno jednej metody zapisywania wynikoéw: albo zeszyt laboratoryjny albo
luzne kartki, ale dostosowywaé metod¢ do schematu eksperymentu. Niekiedy korzystna jest kombinacja obu
tych metod, co obecnie w dobie skoroszytu nie stanowi specjalnego problemu. Warto mie¢ takze dodatkowy
zeszyt (notatnik) na notatki luzno zwigzane z przeprowadzanym eksperymentem (przypadkowe pomysty,
dodatkowe pomiary itd.).

W czasie rgeznej rejestracji wynikow pomiardw dobrze jest powtornie odczytywaé wskazania, aby
sprawdzi¢ poprawno$¢ naszego zapisu. Nalezy pamigta¢ o kazdorazowym zapisywaniu jakich przyrzadow si¢
uzywalo (wlagcznie z numerem fabrycznym lub innym charakterystycznym oznaczeniem) i jakie byly
wszystkie nastawienia (nawet te, wydawatoby si¢, mato istotne dla naszego pomiaru). Oczywiscie wszystkie
notatki powinny by¢ datowane, za$ kartki ponumerowane (szczegolnie te luzne, nie spicte czy zszyte).

Nie nalezy prowadzi¢ notatek "na brudno", przepisywaé "na czysto", a szczegdlnie nie wolno niszczy¢
oryginalnych zapiséw. Postepowanie takie nie tylko zajmuje duzo czasu, ale moze wprowadzi¢ dodatkowe
btedy, oczywiscie jest jeszcze sprawa "poprawienia" otrzymanych wynikéw w trakcie przepisywania, ktora
stanowi trudng do odparcia pokuse.

Gdy poréwnujemy ze sobg wyniki kilku pomiaréw, korzystnie jest dokonywaé tego zestawiajac je w
tabeli, bowiem dla naszego oka tatwiejsze jest porownywanie cyfr zapisanych w kolumnie. Oprécz tego, taki
zapis jest bardziej zwarty i przejrzysty. Dla wygody nalezy tak dobiera¢ wielokrotno$¢ jednostki miary, aby
liczby zapisane w kolumnie miescity si¢ w zakresie od 0,1 do 100. Jednostka zmierzonej wielkosci powinna
znajdowaé sie w nagldwku, a nie po kazdej zmierzonej warto$ci (w ogodle nalezy unikaé¢ zbednych
powtorzen).

11.2. Graficzna prezentacja wynikéw.

Trudno przeceni¢ znaczenie rysunkéw w notatkach i publikacjach. Rysunek polaczony z kilkoma
stowami komentarza stanowi przewaznie najprostszy i najbardziej efektywny sposdb wyjasnienia przebiegu
eksperymentu, opisu uktadu doswiadczalnego oraz wprowadzenia oznaczen.

Rysunek nie musi by¢ artystyczny, nie musi charakteryzowa¢ si¢ fotograficzng doktadnoscia,,
powinien jednak by¢ czytelny nie tylko dla autora. W przypadku schematdéw aparatury dobrze jest zachowaé
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(chociaz w przyblizeniu) skalg, jezeli jednak znieksztalcenie proporcji moze pomdc w jasniejszym pokazaniu

istotnych szczeg6tow, nalezy proporcje zmienic.

W fizyce doswiadczalnej wykresy shuzg trzem celom:

e - do graficznego wyznaczania wartosci pewnej wielkosci;

e - stanowig pogladowa ilustracje;

e - do ustalania empirycznych (przyblizonych) zaleznosci migdzy dwoma wielko$ciami.

Zasadniczym obecnie celem sporzadzania wykresow jest przedstawianie wynikow, a zatem powinny
one by¢ mozliwie jasne i zrozumiate nie tylko dla autora.

Wskazowki dotyczace sporzadzania wykresu::

e Przy doborze skali powinniSmy zwroci¢ szczegdlng uwage na to, aby punkty pomiarowe nie lezaly zbyt
blisko siebie (najlepiej aby pokrywaly caty diagram) oraz aby skala byta prosta (szczegoélnie jest to istotne
w przypadku rysunkéw z naniesiong siatka np. wykonanych na papierze milimetrowym); czasem o
doborze skali decyduja wzgledy teoretyczne, i wowczas poprzednie uwagi nalezy uwzglgdniaé jedynie w
miar¢ mozliwosci.

e Osie wspotrzednych nalezy opisa¢ za pomocg nazw lub symboli (lub obydwu naraz), oraz dobra¢ taki
mnoznik, aby dziatki na skali byly opisane liczbami 1, 2, 3, ... lub 10, 20, 30.

e Jezeli na wykresie oprocz punktow pomiarowych nanosi si¢ krzywa teoretyczna lub punkty wynikajace z
teorii, to nalezy to zrobi¢ tak, aby punkty eksperymentalne byly wyrdznione (poprzez wielkosé lub ksztatt
punktu).

e W przypadku, gdy na wykresie nie ma krzywej teoretycznej, dobrze jest poprowadzi¢ przez punkty
eksperymentalne "mozliwie gtadka" krzywa..

e Do rozroznienia punktow eksperymentalnych pochodzacych z réznych serii pomiarowych, wykonanych
w roznych warunkach lub dla réznych probek nalezy wykorzystywac rézne symbole Iub rézne kolory.

¢ Gdy wykonujemy wykresy na papierze skalg na osiach i punkty pomiarowe powinnismy nanosi¢ najpierw
otowkiem, a dopiero po sprawdzeniu poprawi¢ wszystko np. tuszem.

e Poniewaz wprowadzenie oznaczen bledow stanowi dodatkowa prace i komplikuje wykres, biedy
powinnis$my nanosi¢ wtedy, gdy informacje o nich mogg mie¢ znaczenie przy interpretacji wynikow lub,
gdy sa rézne dla ro6znych punktow pomiarowych.

W chwili obecnej wigkszo$¢ wykreséw 1 ilustracji sporzadza si¢ korzystajac z wyspecjalizowanych
programéw komputerowych, poczawszy od najprostszych, wchodzacych na przyktad w sktad pakietu
Microsoft Office (MSGraph), arkusze kalkulacyjne (np. Excel), poprzez programy statystyczne (np.
Statistica) az po wyspecjalizowane pragramy do robienia wykresow (np. CoPlot z pakietu CoHort).
Programy te maja ré6zne mozliwosci i rézne poziomy trudnosci uzytkowania.
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12. KOMPUTERY JAKO ZRODLO BLEDOW W BADANIACH
DOSWIADCZALNYCH

- system komputerowy jako narzedzie przetwarzania danych doswiadczalnych;

- bledy kwantowania;

- oprogramowanie matematyczne i statystyczne i jego zastosowania w analizie danych
doswiadczalnych.

12.1. Systemy komputerowe

Zastosowanie systemu komputerowego do gromadzenia i przetwarzania danych do$wiadczalnych wigze
si¢ z mozliwos$cig wystgpienia dodatkowych btedow:

* btedow dyskretyzacji (kwantowania) i zaokraglen, ktore wystepuja przy przeksztatcaniu danych analogowych w
postaé cyfrows i dalszej obrobce danych w postaci liczbowej;
*bledow przeklaman urzadzen transmisji i przetwarzania danych cyfrowych, ktére spowodowane sa przez

zaktocenia zewngtrzne lub przez wadliwos$¢ dziatania przyrzadow elektronicznych;
* bledow spowodowanych wadliwa obstuga operatorska systemu pomiarowego, na przyklad zbyt pdézng lub
btedna reakcja na sygnaty systemu komputerowego.

Wptyw wymienionych tu bledow mozna zmniejszy¢, dzieki odpowiedniemu zaprojektowaniu systemu
komputerowego. Oczywiscie btedy operatora moga by¢ ograniczone poprzez przeszkolenie operatora
(przeéwiczenie wszystkich mozliwych reakcji systemu pomiarowego i odpowiadajacych im zachowan operatora).

Aby uniknaé¢ bledow przektaman struktura logiczna systemu komputerowego powinna by¢ rozszerzona o
wbudowane w nig mechanizmy automatycznej kontroli (wykrywania) i korekcji btedow. Dziatanie takich
mechanizméw jest oparte na wykorzystaniu ogélnych praw teorii informacji a zwtaszcza zaleznosci pomig¢dzy
mozliwoscia wykrywania i korekcji bledow oraz nadmiarowoscig statystyczng i strukturalng zapisow
informacyjnych.4

O nadmiarowosci statystycznej mozemy mowié wtedy, gdy rozktad prawdopodobienstwa sygnatow
docierajacych do naszego czujnika pozostawia pewng niewykorzystang rezerwe objetosci sygnalu (nie
wykorzystujemy maksymalnej gestosci informacji).

O nadmiarowosci strukturalnej mowimy wtedy, gdy do naszej informacji pochodzacej z czujnika
wprowadzimy dodatkowe elementy weryfikujgce poprawnos¢ transmisji i zapisu (np. bity parzystos$ci, sumy
kontrolne itp.)

12.2. Btedy kwantowania

4 W.W. Mitiugow, Fizyczne podstawy teorii informacji, PWN, Warszawa 1980.
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13. OBLICZENIA

W wielu przypadkach celem eksperymentu jest podanie wartosci liczbowej pewnej wielko$ci, poprawne
obliczenie tej liczby jest réwnie wazne jak poprawne przeprowadzenie eksperymentu. Obliczenia mozemy
wykonywac¢ przy pomocy kalkulatora, komputera oraz siebie samego (czyli ,,na pieszo”), kazde z tych urzadzen ma
swoja specyfike i moze by¢ przyczyna rdéznych bledow. Przeprowadza si¢ doswiadczenia podczas ktérych zbiera si¢
a nastepnie interpretuje ogromne ilosci danych, do czego niezbedne sa ogromne komputery. W wickszosci
przypadkéw wystarczajace obecnie sa komputery osobiste, tym bardziej wygodne, ze dostgpne jest duzo
sprawdzonego oprogramowania stuzacego obliczeniom matematycznym i analizie danych doswiadczalnych.
Niezastapiony jest rowniez kalkulator (szczegélnie tzw. naukowy - pozwalajacy przeprowadzi¢ obliczenia
podstawowych funkcji oraz obliczenia statystyczne). W tym miejscu nalezy powroci¢ do zapisywania wynikow.
Wickszo$¢ kalkulatorow i programéw komputerowych podaje liczby z doktadnoscia do 8, 10 a nawet 12 cyfr. W
znacznej wickszo$ci eksperymentow nie mozna uzyskac tylu cyfr znaczacych, i nalezy unika¢ notowania wartosci ze
zbyt duza iloscig cyfr, tylko dlatego ze widzimy je na wyswietlaczu. Eliminowanie cyfr nieznaczacych utatwia ocene
istotnosci (poprawnos$ci) otrzymanego wyniku oraz zmniejsza prawdopodobienstwo popelnienia bledu. Z drugiej
strony jednak, nalezy pozostawia¢ jedna (a nawet czasem dwie) cyfre nieznaczaca, bo by¢ moze nie stracimy w ten
sposob istotnej informacji, szczegdlnie jezeli eksperymentator nie jest pewien jaka doktadnos¢ jest osiagana.
Podczas wykonywania obliczen nalezy pamigtac, aby:
unikaé niepotrzebnych obliczen. Gdy wielkosci o znanych warto$ciach mamy podstawi¢ do szeregu zaleznosci,
aby w koncu otrzymac interesujaca nas wielko$¢, nalezy najpierw wykona¢ te operacje na symbolach, a
podstawia¢ dopiero do wzoru koncowego (najlepiej po skontrolowaniu wymiaréw). Powinnismy tak postgpowac
nawet wowczas, gdy interesuja nas wielkosci otrzymywane podczas posrednich obliczen.
postepowac doktadnie i systematycznie. Wyniki nalezy zapisywaé pozostawiajac wolne miejsce na naniesienie
ewentualnych poprawek (polecany jest zapis w tabeli, w taki sposob, ze liczby umieszczone w danej kolumnie
stanowia wyniki dzialan zapisanych w nagtéwku na liczbach zawartych w poprzednich kolumnach).
weryfikowaé obliczenia po kazdym etapie. Znalezienie bledu po zakonczeniu obliczen oznacza wykonanie ich od
poczatku.

* sprawdzi¢, czy przynajmniej 2/3 pomiardow lezy w przedziale +c wokdt wartosci $redniej, oraz czy biad
wzgledny wartosci koncowej jest wickszy od wszystkich btedow wzglednych warto$ci zmierzonych i parametrow
uzytych do obliczen.

*

13.1. Wagi statystyczne wynikéw pomiaréw.

Jezeli pewna wielko$¢ zostata zmierzona wielokrotnie w kilku oddzielnych seriach pomiarowych (np. w ciggu
kilku dni) to warto$¢ $rednia otrzymana z wartoéci $rednich poszczegodlnych serii w prosty sposob jest dobra w
przypadku gdy serie sktadaty si¢ zawsze z tej samej liczby pomiaréw i obarczone byly tym samymi bledami. W
przeciwnym wypadku nalezy warto$¢ $rednig obliczaé uwzgledniajgc wagi statystyczne serii W; (W najprostszym
przypadku jest to procentowy udziat pomiarow danej serii w catkowitej liczbie pomiarow):

Z W; X (181)
S

W przypadku, gdy mamy poszczegodlne serie obarczone réoznymi btedami: X; + AXy, X, = AX,, itd. jako wage
statystyczng nalezy nada¢ kazdej zmierzonej serii:

)?:

o’ (182)

(A% )2

gdzie o jest btedem standardowym, ktorym obarczony jest rozklad prawdopobienstwa do ktorego nalezg wartosci
pomiarow.
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Btad standardowy $redniej dla wszystkich pomiaréw wynosi zatem:

AZ = a/ o (183)

za$ najlepsza warto$¢ x i jej btad standardowy mozna obliczy¢ z zaleznosci:

2
. Z(l/ A%) %, (184)
2(1/ Ax)?
AX = !

Jak widaé¢, nie zaleza one od btgdu standardowego rozktadu prawdopodobienstwa mierzonej wielkosci.

94



14.

CoOoNTR~WONE

95

LITERATURA

E. Bright Wilson jr., Wstep do badan naukowych, PWN, Warszawa, 1968.

G. L. Squires, Praktyczna fizyka, PWN, Warszawa 1992.

H. Szydtowski (red.), Teoria pomiaréw, PWN, Warszawa 1981.

J. Piotrowski, Teoria pomiarow. Pomiary w fizyce i technice, PWN, Warszawa, 1986.

G. I. Kawalerow, S. M. Mandelsztam, Wprowadzenie do teorii pomiaréw, PWN, Warszawa, 1983.

H. Abramowicz, Jak analizowa¢ wyniki pomiaré6w?, PWN, Warszawa 1992.

J. Gren, Statystyka matematyczna. Podrecznik programowany, PWN, Warszawa, 1987.

J. Gren, Statystyka matematyczna. Modele i zadania, PWN, Warszawa, 1984.

J. Brzezinski, R. Stachowski, Zastosowanie analizy wariancji w eksperymentalnych badaniach
psychologicznych, PWN, Warszawa, 1984.

. W. Pieriegudow, Metoda najmniejszych kwadratow i jej zastosowanie, PWE, Warszawa, 1967.
. J.W. Linnik, Metoda najmniejszych kwadratow i teoria opracowywania obserwacji, PWN, Warszawa,1962.

T. M. Little, F.J. Hills, Agricultural experimentation. Design and analysis, Wiley and Sons, New York, 1987.

. J. K. Taylor, Statistical techniques for data analysis, Lewis Publ., Inc., New York, 1990.
. R. F. Barton, Wprowadzenie do symulacji i gier, WNT, Warszawa 1974.

A. Plucinska, E. Plucinski, Elementy probabilistyki, PWN, Warszawa 1979.

. T. Puchalski, Statystyka. Wyktad podstawowych zagadnien, PWN, Warszawa 1978.
. P. Perkowski, Technika symulacji cyfrowej, WNT, Warszawa 1980.

W. Krysicki i in., Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna w zadaniach, cz. II, Statystyka
matematyczna, PWN, Warszawa 1986.

. J. W. Tukey, Exploratory Data Analysis, Addison-Wesley Publ. Co., Reading, MA, USA, 1977.

. R. Zielinski, Generatory liczb losowych, WNT, Warszawa 1979.

. R. Wieczorkowski, R. Zielinski, Komputerowe generatory liczb losowych, WNT, Warszawa 1997.

. J. L. Kulikowski, Komputery w badaniach doswiadczalnych, PWN, Warszawa 1993.

. J. M. Jaworski, R.Z. Morawski, J. S. Oledzki, Wstgp do metrologii i techniki eksperymentu, WNT,

Warszawa 1992,

. L. Gajek, M. Kaluszka, Wnioskowanie statystyczne. Modele i metody. WNT, Warszawa 1994.
. W.Wagner, P. Blazczak, Statystyka matematyczna z elementami do$wiadczalnictwa, Akademia Rolnicza w

Poznaniu, 1992.

. E. Rafajlowicz, Algorytmy planowania eksperymentu z implementacjami w s$rodowisku Mathematica,

Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa 1996.
G. S. Kembrovkij (red), Fizitcheskij praktikum, 1zd. ,,Universitetskoe”, Minsk 1986.



SPIS TRESCI

PP PR WPROWADZENIE
5
1.1.WNIOSKOWANIE DEDUKCYJINE | INDUKCYJINE. .....ttteteutniriiininiststesesesesesesttsessssasssesssesesessssssssssssssesssesesesesens 5
1.2.PROJEKTOWANIE BADAN NAUKOWY CH.....veuvitiririarinrisearenreseesessesee s s sne s snesnesesnesnssesnesnssessennesessenns 6
LL3UHIPOTEZY ..ttt bbb E bbbt E bbbttt bbb 7
PP PR ELEMENTY STATYSTYKI
9
2. 1. POTECIA PODSTAWOWE ....ccciiutieieituteesitteeesittreesatnseesiaseeesasteeesasssesssssssesasssesssssssesssssssssassssssssssssessssesesnssssessses 9
2.2.ROZKEAD DWUMIANOWY. ...oiuiiitiitiitiiiistististeae s sbe bbb sa b bbb e b e e b b sh s bbb e e e bbb b 10
2.3 ROZKEAD POISSONA. ... .ottt ittt bbb bbb bbb e bbb b e b e bbb e bbbt 11
2.4 . ROZKEAD GAMMAL. ©...tiitiiiiitieiiie ittt bbb bbb b bbb e b e bbb b b e b e b e e et e bbb 12
2.5 ROZKEAD WEIBULLA ..ottt ittt bbb bbb bbb bbb na s bbb 13
2.6.ROZKEAD ERLANGA. ... oottt bbb e bbb bbb 13
2.7. ROZKEAD NORMALNY ....cuuiitiiiiti it ssi sttt s sh bbb a b bbb bbb bbb bbb a s b bbbt 14
2.8.ROZKEAD CHIFKWADRAT. ....oiutitiitiiti sttt st sb bbb b bbb e bbb bbbt na e bbbt 15
2.9.ROZKEAD T STUDENTA ...ttt ittt bbb bbb e bbb b b e bbb et b bbb 15
2.10. ROZKEAD F SNEDECORA. ....cctiitiitiitiitieiietiie sttt sb st eh bbb bbb bbb bbb 16
2.11. HIPOTEZY STATYSTYCZNE. ..iuviitiitiitiitieiieieie st sttt sb bbb bbb bbb bbb 16
212, ESTYMACIA. oottt e bbb bbb e 17
T PP P PO PR PPRPPTPPT GENEROWANIE LICZB LOSOWYCH
18
3.1 LICZBY LOSOWE. ..uvitiiiiieiieeiie et sttt sttt s eh e bbb b bbb e bbb e b sb e bbb et a e sr e bbb 18
3. 2. TABLICE LICZB LOSOWYCH. ..cuvitiitiitisitsiieiee et sttt sb st sh bbb bbb e e sn bbb 18
3.3.GENERATORY LICZB LOSOWYCH O ROWNOMIERNYM ROZKEADZIE PRAWDOPODOBIENSTWA .....covvvvrvieennnnn 19
3.4.GENERATORY LICZB LOSOWYCH O DOWOLNYCH ROZKEADACH PRAWDOPODOBIENSTWA. ......covevvrvereriennnns 21
3.5. TESTY NA LOSOWOSC (NIEPRZYPADKOWOSC)......eteteitiateaueasieeentesteatesseeseaseasesaesaessessesseeseanseseessessessessessenns 22
TSI 1= o 1= TSROSO SO UPTUVURPROR 22
3.5.2. Trendy i NACHYIENTAL .....oeiieiiiie et e bbbttt b b beeneas 22
3.5.3. Sredni kwadrat kolejnych roznic (MSSD). ..........cc.oeeeeeeeeeriereesesiessssessesiessss s 23
PO UT P UPTURTPRUPRPTN TESTOWANIE HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH
24
AULWVSTEP. .ttt ettt e e oottt e e et e e e e bae e e e ebbeeeeaateeeesabeeee e tbeeeeaabeeeesabeeeeaasbeeeeanbaeeessbbeeeeasteeeeanbraaeatreeas 24
4. 2. TESTY PARAMETRYCZNE. ....uiiutiiiitiitiaristtsieeiee et ste sttt sa bbbt e et e e ss e b sb e b bbbt e e e b b sr b e b e b 24

96



97

4.2.1. Test zgodnoSci sredniej proby ze sredniq populacji (Test t StUAENtQ). .............cccvveeiiciniiniinieiennn, 24
4.2.2. Test dla wariancji populacji generalnej (Test chi-kwadrat). .........cccceveveiierieniinieeierene e 26
4.2.3. Test dla dwoch Srednich WartoSCi Prob. .............ccovvivi i 26
4.2.4. Test z (zgodnosci Sredniej proby ze sredniq pOPUIACTT ). ..........cccovveviiiiiiiiiiiieie e 27
4.2.5. TESEBANTIEIAL ...t 29
4.3.TESTY NIEPARAMETRYCZNE. ..otuuttrertseseseeseseseeesesesessssssssesesesesesessssassesssssesssssssssssesesesesasssssssssesesesesasnes 29
4.3.1. Test zgodnosSci Ci-KWATAL. ..........ccoiiiiiieiii ettt bbbttt e b e 30
4.3.2. Test zgodnoSci A KOIMOGOFOWA. ............cccciiiiiieiiiiii e 31
4.3.3. Test Kotmogorowa-LITIETOISaA. ........ccoiiiiiiiiiii et 33
S - ] = 1o LT (o A1 S 34
4.3.5. Test niezaleznosci chi-KWAATAL..............ooviiiiiiiec e 36
4.3.6. TESEWIICOXONA ...ttt r et r e nr et nr e r e nn e er e nn e enennes 38
....................................................................................................................................... ANALIZA WARIANCJI
39
5.1 WPROWADZENIE ...ttt ittt sttt bbb 0 bbb bbb bbb bbb e et sa s bbb 39
5.2.EKSPERYMENT JEDNOCZYNNIKOWY . 1.oiiuiiiiiiiiiieitiirisiissiseeie e st sb b sr st bbb s 39
5.2.1. Hipotezy zerowe i alternatywne w jednoczynnikowej analizie wariancji. ..........cccoccvvvvvierivesineiinnnnnns 41

5.2.2. Weryfikacja hipotezy o rownosci wartosci przecietnych w przypadku klasyfikacji jednoczynnikowe;.
41
5.2.3. ANOVA Al AWOCK PFOD. ...ttt ettt 42
5.3.WERYFIKACJA HIPOTEZ DOTYCZACYCH WARTOSCI PRZECIETNYCH W PRZYPADKU KLASYFIKACJI PODWOINEJ.

43

5.4.SCHEMAT KWADRATU EACINSKIEGO LQ-.R (NZL) Hl..ccviiiiiie ettt 46
............................................................................................................................................... TEORIA BLEDOW
52

6.1 . RODZATE BLEDOW.......uuiiittiiiieeitteeiteeiteesteessteesssesssbesssesssbesanbesssbeesstesssbesssesssbesabesssbseaseessbeesbeessteeenseesstes 52

6.2. KLASA NIEDOKEADNOSCL 1..vvetvetteiteesteasteasseassesssesssesseassesssessssssessssasseassesssesssessssssssssssssssssesssesssessesssesnsesssenns 54

6.3. WNIOSKOWANIE W TEORIH BEEDOW. .....cciiiiiiiiieireeiteesiteesiteesitesssbeesteesbesssesssbsesaseessssssnsssssssssnsesssssssssesssses 55

6.4.PRAKTYCZNE OBLICZANIE BEEDOW. ....vtiiiteeiitieiteeiteesiteesteesitessbeessessbesssessstessasesssssssssesssssssssesssssssssessssees 56
............................................................................................................ ZARZADZANIE ZBIORAMI DANYCH
58

7. L NVPROWADZENIE ... .0eittteittteiteessttessaeesstaessseessseesssesssbeasssesssbeeasteeasbeeasbeeasbeeanbeeasbeeaabeeebeeanbeeesbeaanbeeebeaenbeensteas 58

7.2. OBSERWACIE NIETYPOWE. 1..uvttittieitteeisttessteessttesssesssteesssesssssesssesssssssssessssessssessssessnsesssssssnsessssesnsesssssesssessssees 58

7.3.PRAWO GRUBEGO BELEDU. ......uuiiiiiiiiic it eite ettt ettt e et e e ettt e e e ette e e e ettt e e e eataeeeeeabeeeeasbbeeeanataeeesnbeeaeaseeeas 58

A I =S W B 1) (] - O 59



7.5, TEST GRUBBSA. ....ccutteuttetiestees e teeste e st e s e ase et e e s e s e e s e e Re e 1 Re e AR e e Rt e st eae e e R e e e R e e Rt e Rt e s R e e s e e n R e e nm e e nreereenneennenne e 60

AT I =S 0 1N ] =1 - 62
R =S O 10 - NN 63
RS R I =T 1N 27N 65
T POPRAWIANIE PRECYZJI POMIAROW
66
8. 1. POJECIA PODSTAWOWE ....ceeiiittieeiitteeesiuteeesssteeesaseseesassesasssseeesasasessassssessssseesanseseessssssessssseseansssesssessesseseenns 66
8.2. ZWIEKSZENIE LICZBY POMIAROW. ....ciuvieiuieeiireeitteestreestesssseessesssesssessssessssessssessssessssessnsessssessnsesssssssnsessssees 67
RS B 10)216) 6] 0) 07478 20417\ 68
8.4. DOSKONALENIE TECHNIKI POMIAROWELD. «..utvttiiiiiiiiitiriieeeessiiisbsstessessssisssssessssssssssssesssssssssssssssssssssissssssseens 68
8.5.WYBOR MATERIALU DOSWIADCZALNEGO. ...veeiiivtiieiittieesistieesssaesssistessssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 69
8.6.WYBOR I KONSTRUOWANIE PRZYRZADOW POMIAROWY CH....uvviiirieiiieireeireeireesreesteesteesbeesnseesnessneesssnas 69
8.7.WYBOR SCHEMATU DOSWIADCZALNEGO - EKSPERYMENTY WSTEPNE | GRUPOWE. .......ccoveiiiveeireeeirreeneennies 70
8.8. ANALIZA KOWARIANCIL ©11vviiiiiiiiitiitieee e e s iiitbttteseesssibbbasessssssabbasaessesssaasbbbaesseessaa bbb bbeeseeessasabbbeeseesssssabtbanseeeas 70
8.9. GRANICZNE MOZLIWOSCI POMIAROW. ...eiiiiutiiiiiitiiieiistieesisttesssisatssssssesssssbessssssessssssssssssssesssssssssssssssssssssensesns 71
LS TR KORELACJA | REGRESJA
73
O. 1. POJECIA PODSTAWOWE. ...eeiiiutteieiitteeesiuteeesssteeeeasteseesassesesssssessassssesssssessssssseesansessessssssssssssesesssssessssessesseseenns 73
9.2.DIAGRAM KORELACYJINY | TABLICA KORELACYINA. ..uttitiiiiiiiiititiieeeessiiiirieseeessssasssessesssssssssesseesssssssssssseess 73
9.3. KORELACJA LINIOWA Z PROBKL. ....uutiiitveiesittteeeeitttsesissesesssbtsessssasssssssssssssbasssssessssssssssssssessssssesssssssessssssesessns 74
9.4.REGRESJA DLA DWOCH ZMIENNYCH = PROSTE REGRESIL. ...vviiiiittiieiittiiesirieessiteeessisseessssbeessssssssssssesssssssessns 78
9.5. KORELACIJA | REGRESJA DLA WIELU ZMIENNYCH. ...uuttttiiiiieiiiiiirieee e e ieiiiriesseesssssaassessesssssssssesssesssssssssssseess 82
0.6, KKRZYWE REGRESIL. ...ciiiittttiiiei e et iittttttee e e e s sitbttte e e e s s sebbbaaeeees st e bbb aa e e e e e s s s bbb b be e e e e s s s bbb bt e eeeeessasabbbeseeeesssabbbaeseeeas 83
10. METODY ESTYMACJII PARAMETRY CZNED ..ottt 84
10.1. MATEMATYCZNY MODEL ZIAWISKAL. ...uuttiiiieiiiiiitittieeeeeiieiiittetseessssisstssssssssssisbasssessessisssrssssssessssssssssseens 84
10.2. PODSTAWOWA ZASADA METODY NAJMNIEISZYCH KWADRATOW. ....cc.vvieiiiriieeiirieeeeetieeessveeesssrieesseneeeessnees 85
10.3. METODA NAJWIEKSZEJ WIARY GODNOSCL .....veeiiteeiiteeeiteeeiteesissessseesssseasssessssessssesssseessseesssesssessssesssseessneens 88
11. ZAPISYWANIE | PREZENTACJA WYNIKOW POMIAROW .........c.cccooiiiiiieiieeseeeeeseeseesensns 90
11.1. ZAPISYWANIE WYNIKOW EKSPERYMENTU. ©.uvuiiiiutieeiittiiesireeesisteesssssesssessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 90
11.2. GRAFICZNA PREZENTACIA WYNIKOW. ...uviiiiitiiieitiieesitttiesisetessistesssssttssssssessssstssssassssssssesssssssssssssssssssnses 90
12. KOMPUTERY JAKO ZRODLO BLEDOW W BADANIACH DOSWIADCZALNYCH.................... 92
12.1. SYSTEMY KOMPUTEROWE ....uuttiiiieiiiiiititeieeeeesiiisssssessssssssssssssssesssasisssssssssssssissssssessssssssssssssssesssssssssssseens 92
12.2. BLEDY KWANTOWANIA......eciiittiieiitteeeeitreeeaitateesiuseeeaatteeeaasesessassseeaastesssasasaesasseseaasssesssasssssssssssesassseesannns 92

98



99
13 OBLICZENIA .o e s 93

13.1. WAGI STATYSTYCZNE WYNIKOW POMIAROW. .....ccuvviiiiitiiieiitreeesiteeessstteessestesessbeessssssesessssssssssssessssssensssns 93

14 LITERATURA . o e 95



