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Temat 1. Termodynamiczne podstawy rownowagi fazowe;
| kKrystalizaciji.

Uktad (albo system), to €&t uniwersum, ktéra jest rozwana na potrzeby danego
doswiadczenia lub oblicze Kazdy uktad musi mié swoje sciany/granice 0 znanych
wiasciwosciach. SzczegOdlnie ¢gto rozwaane g nastpujace ukiady:
> ukfad adiabatycznynie wymienia masy ani ciepta z otoczeniemzima jest tylko kompresja

lub rozszerzanie jegian.
> ukfad izotermicznyuktad w kontakcie cieplnym z wielkim rezerwuarerapta.
» ukfad izobarycznysciany uktadu pozostgjpod statym @nieniem.

1.1. Réwnowaga i quasi-rownowaga

Termodynamika klasyczna zajmujee Sitanem réwnowagi. ROwnowagnozna zrozumié
jako stan, do ktérego ady ukilad, gdy jest pozostawiony na dostatecznie idtagas.
Termodynamika stanu réwnowagi nie seod& odpowiedzi na pytanie o szybda wzrostuscian
krysztatu, odpowiedzi takich dostarczégorie kinetyczne.

Wzrost krysztatldw jest z zatenia procesem zachagym przy braku réwnowagi. deli
roznicaAN = Nx —Na << Nk i N,, gdzieNy jest liczla czastek przyhczanych (kreacja), Zd\, liczba
czastek oddczanych (anihilacja), to taki stan nazywamy quasirowag.

1.2. Funkcje stanu

Wielkosci, ktore powracaj do tej samej wartei za kadym razem gdy uktad powraca do
tego samego stanu rownowagi, niezale od historii uktadu,ssnazywane parametrami statulp
funkcjami stanu Do okré&lenia zmiany funkcji stanu podczas procesu trzeba zylko stan
pocatkowy i koncowy uktadu. Funkej stanu jest npenergia weweirzna

Funkcje stanu dzielimy na:

» ekstensywne zalea od rozmiarow uktadu ktory opisuj sa addytywne, tzn. wartg dla danego
uktadu jest sum wartagsci opisupcych jego skiadniki. Przykiady:
U - energia wewgtrzna, n - liczba moli, S - entropia,V - obgtos¢, M -
magnetyzacjaR - polaryzacja elektrycznd - pole powierzchni.

» intensywne- nie zalea od rozmiarow uktadu, npl - temperaturap - potencjat chemiczny,
P -cisnienie, H - natzenie pola magnetycznegoE - natzenie pola
elektrycznegop - gestas¢, o - powierzchniowa energia swobodna.

Zmienne ekstensywn; oraz intensywney; tworza pary, takie,ze iloczyn X;Y; ma jednostk

energii, np.:

1) ST- iloczyn entropii i temperatury*,

2) nu - iloczyn liczby moli i molowego potencjatu chemnego,

3) PdV - praca olgtosciowa uktadu £PdV - wykonana nad uktadem),

4) HdM - praca magnetyczna wykonana nad uktadem,

5) EdP - praca elektryczna wykonana nad uktadem,

6) odA - praca zmiany powierzchni uktadu.

*Uwaga: CT, gdzieC jest pojemnécia cieplra, tez ma jednostk [J] aleC nie jest funkgj stanu.

Wykorzystuje si takze wielkdsci zdefiniowane na podstawie ekstensywnych zmiennstanu
odnoszce sg do jednego mola substancji, np.



objetos¢ molowa: v=[avj : (1.2)
on Jrp

Wielkosci takie nie g juz ekstensywnymi zmiennymi stanu gdziemy je zapisywa matymi

literamiu, s, v, m...

Jezeli stan ukladu mma zmiend bez zmiany danej wielkoi, to nie mana jej uzna za
funkcje stanu. Przyktadowaiepto i energia mechanicznaie & funkcjami stanu, lecz_funkcjami
procesutzn. ich zmiana zaky nie tylko od stanu poatkowego i kaicowego uktadu, lecz tak od
drogi procesu.

1.3. Réwnanie stanu

Réwnanie stanu wke funkcje stanu, ktoreysiezledne do opisania stanu rownowagi uktadu.
Réwnanie stanu gazu doskonategaagicknienie ), objtos¢ (V) i temperatug (T)
PV =nRT, (1.2)
gdzie R=8,3145 J/(mol-K) jest uniwersalrstah gazows. ROwnanie to dotyczy tylko uktadu
homogenicznego. Opis uktaddw heterogenicznych wynégkszej liczby zmiennych.
W przypadku gazow rzeczywistych rownanie (1.2) zgadé najlepiej przy matych
cisnieniach i braku reakcji chemicznych. Réwnanie stgazu doskonatego zawiera tylko dwie
zmienne niezalae i jedn, zalezna.
Odchylenia od prawa (1.2) obserwowane w gazaclzyrastych wynikay z dwéch efektow:
1) molekuty zajmuj skarczora objetos¢, tak wiec wolna przestrae w ktorej zachodzkolizje jest
mniejsza od/,

2) molekuly gaza rzeczywistego przagaj Sic hawzajem, co przektada ¢sina obnienie
cisnieniap.

Inne rownania, ktére opisujepiej gaz rzeczywisty:

» réwnanie van der Waalsa,

» réwnanie wirialne.

1.4. Pierwsza zasada termodynamiki

Istnieje wiele sformutow@ | zasady termodynamiki. Jedno zytecznych sformutowa
stwierdza, ze energia jest zachowana orae istnieje uniwersalny zasob energii w uktadzie
termodynamicznym, zwangnergiy wewretrzng, ktory maze by zmieniany przez dodawanie lub
odejmowanie z zewgtrz uktadu energii w dowolnej formie:

dU = dQ + dw, (1.3)
gdzie: dJ - zmiana energii wewitrznej,
dQ - ciepto dostarczone do uktadu,
dW - praca wykonana nad uktadem.

Istnieje wiele formy pracy, np. praca elektrycznb magnetyczna, jednak szczegdlnie istoin
postacy pracy nad uktadem jest pracagb§ciowa:

dw = -PdV, (1.4)
Jezeli znamy réwnanie stanu, tosoienie P jest znane dla kalej obgtosci V i mozliwe jest
obliczenie prachW

2
AW :J'P(V)dv. (1.5)
1

W przypadku gazu doskonatego energia wgvwma U jest tylko funkcy temperatury, natomiast
nie zaley od cknienia. Tak wgc w procesie izotermicznym cata praca musi bydbwnowaona
wymiam ciepta.



1.5. Druga zasada termodynamiki
Istnieje wiele sformutowall zasady termodynamiki.

Sformutowanie 1

Spontaniczna tendencja ukfadu dazehia do stanu rownowagi nie e by odwrdocona bez
zamiany w tym samym czasie jakieformy zorganizowanej energii (pracy) w energi
niezorganizowam (ciepto).

Przyktad

Rozwamy przeptyw ciepta. Déawiadczenie pokazujeze ciepto przeptywa tylko od ciat
cieplejszych do zimniejszych. zii uzyjemy np. lodéwki,zeby odwréat ten proces, to musimy
takze wykon& prag, ktéra w otoczeniu lodoéwki prowadzi do zamiany rgiiezorganizowanej w
niezorganizowam W wigkszym uktadzie, ktory obejmuje loddéwkchtodzone cialo i otoczenie
lodéwki razem zerddiem energii zorganizowanej i ogrzewanym ciatéendencja do gkenia do
stanu réwnowagi pozostaje zachowana.

Sformutowanie 2 (wg. Clausiusa)
Niemazliwe jest zbudowanie usgzenia, ktére pracag cyklicznie, nie daje innego efektu tylko
przeptyw ciepta od ciata zimniejszego do cieplejgze

1.6. Odwracalno $¢ procesu i entropia
Odwracalné¢ procesu mee by zdefiniowana na kilka sposobow:

Sformutowanie 1
Jezeli uktad wymienia ciepto w powtarzalnym cyklu,dgkl ten jest odwracalny gdy

Zﬂm lub j@=o. (1.6a)
T T T
Przykliadem ukfadu pracagego w cyklu odwracalnym jest silnik Carnota, wrigta:
A9, B -, (1.6b)
Tl T2

gdzieAQ; > 0 jest cieptem pobranym w procesie izotermicz@giarddia ciepta o temperaturde
(1 faza cyklu Carnota), 2aAQs; < 0 jest cieptem oddanym do chiodnicy o temperstdrn, w
procesie izotermicznym (3 faza cyklu Carnota)zd§ainny cykl odwracalny mma przedstawi
jako kombinagj cykli Carnota. Poniewarealizacja takiego procesu wymaga nieéskamnego
czasu, w praktyce nie istnigprocesy idealnie odwracalne.

Definicja entropii w termodynamice klasycznej
Roéwnanie (1.6a) wprowadza nefunkcje stanu zwamentropig S ktérej rézniczka

dQ
dS="—xrev| 1.7
(1.7)

gdzie ,rev’ oznacza proces odwracalrang. reversible). Entropia jest ekstensywmmienm
stanu. To oznaczae entropia m2e by wyznaczona tylko na podstawie znajdwmiostanu
pocatkowego i kaicowego, take dla dowolnego procesu nieodwracalnego, jezimaklko
proces odwracalny unabwia wyznaczenie zmiany entropii na podstawie wgmnyi ciepta

As:jd%ﬂ (1.8)



Przyktad

Podczas przemiany fazowej, takiej jak topnieniepid utajnioneAQ jest dostarczane do uktadu
w ustalonej temperaturze Stad wynika,ze entropia cieczy jest wksza nik entropia fazy statej
0 czynnikAS = AQ/T. Ten wzrost entropii jest zadany z obnieniem strukturalnego pardku.

Sformutowanie 2

W procesie odwracalnym entropia jest zachowanazénmszona z jednego zbiornika ciepta do
innego. Przyrost entropii uktadu nieizolowanegot je®wczas spowodowany tylko doptywem
ciepta z otoczenia

as=| d?feV. (1.9a)

W procesie nieodwracalnym przenoszona jest mnigggapia, a rénica wytwarzana w procesie
przenoszenia zwksza entrogi uktadu

AszjdgfeV. (1.9b)

Sformutowanie 3
Entropia ukfadu adiabatycznego niezamigdy zmalé

AszdeQ. (1.10)

Entropia jest miar nieporadku w danym uktadzie. Entropia jest takmiap maksymalnej
wymienialngci ciepta na prac Jezeli znamy zmiag entropii AS zwiazana z przeptywem ciepta
przez uktad, to maemy obliczy bezpdrednio t cze$¢ ciepta, ktora jest niedagina do konwersji
na prae, gdyz jest tracona w rezerwuarze ciepta gsaej temperaturzé,

Qniedost.2 T2 AS. (1-11)
Pozostata cg¢ energii wewntrznej, ktora mee by wykorzystana do wykonania pracy w danym
procesie, nazywana jest enargwoboda.

Definicja entropii w termodynamice statystycznej
Entropia statystyczna uktadu wedtug Boltzmanna

S=kg IN(W), (1.12)

gdzie:ks = 1.38-10? J/K jest stat BoltzmannaW jest liczly sposobéw liczba sposobéw, na jakie
makroskopowy stan termodynamiczny uktadu zeo by zrealizowany poprzez stany
mikroskopowe.

1.7. Potencjat chemiczny

1.7.1. Definicja potencjatu chemicznego

Potencjat chemiczny-tego sktadnika uktadu opisuje zméaenergii wewgtrznej uktaduU
gdy liczba moli tego sktadnika w uktadzie zmieniae bardzo matwartas¢ dn;

W = (guj . (1.13)
n SV,M,n; #n,

1.7.2. | zasada termodynamiki uwzgl edniajgca wymian @ masy

Jezeli do uktadu wprowadzamy kilka substancji, to pisza zasada termodynamiki w postaci
uwzgkdniajace] jednoczesnzmiarg masy i zmian objetosci ukladu o objtos¢ dodanej materii,
przybiera posia




dU =dQ-PdV+> (u +Py)dn +.... (1.14)

gdzie ... oznacza inne formy pracy nad ukladem, npmcg magnetyczna, elektryczna,
powierzchnioway; - czastkowa molowa energia wewinznai-tego sktadnika
4 =(6Uj , (1.15)
ani T,P,n; #n;
orazv; - czastkowa molowa oljos¢ i-tego sktadnika
' :(a\/j . (1.16)
on T.P.n; #n,

W przypadku proceséw odwracalnych bez wymiany nd@y TdS, natomiast catkowita zmiana
entropii podczas procesu odwracalnego z jednogaegmiarg ciepta i masy

dS:dTQ+zsdni. (1.17)
i
Tak wigc wymiana ciepta podczas procesu odwracalnego ziavgrmasy wynosi
dQ :TdS—TZS dn , dla procesu odwracalnego, (1.18)
i

gdzies to castkowa molowa entropia

0S
S = (J . (1.19)
aﬂ T,P.n; #n;

natomiast w przypadku procesu nieodwracalnego wyaa@epta jest mniejsza.

Warto zauway¢, ze castkowe molowe wielkéci ui, vi, S nie & specyficzne dla danych
sktadnikéw, lecz zale takze od koncentracji innych sktadnikow. Przyktadowdniisja takie
ukitady, gdziev; maze by nawet ujemne. Analogiczne wiel@ u, v, s dla czystych substancjas
specyficzne dla danego materiatu.

Podstawiajc dQ z rownania (1.18) do (1.14) otrzymujemy kolejpost& | zasady
termodynamiki

dU =TdS-PdV + ) (u +Py -Tg)dn +..., (1.20a)
i

Cco mana take zapiséa

(1.20b)

dU =TdS-PdV +> pdn +...
i

gdzie

M = U + PVl _Tﬁ —... (121)
jest molowym potencjatem chemicznym

Réwnanie (1.20) m@emy zapisé najogolniej oznaczag przezYy zestaw intensywnych funkcji

stanu-P, H, E, g,... i przezXy odpowiedni zestaw zmiennych ekstensywnycM, P, A,...

dU =TdS+> Y dX, +> pdn| (1.22)
k i

Ze wzgkdu na ekstensywny charaktel, S Xy, nj mazliwe jest przeprowadzenie catkowania
zwiazku (1.22), co prowadzi do wyznaczenia absolutreet@éci energii wewstrznej:

U=TS+> XY+ D pin | (1.23)
k i




1.7.3. Réwnanie Gibbsa-Duhema
R&zniczkujac rownanie (1.23) otrzymujemy:
dU =TdS+SdT +Z(kaxk + Xg dYk)+Z(uidr\ +ndy;). (1.24)
k i

Poréwnujc rownania (1.22) i (1.24) otrzymujemy réwnanie @&b-Duhema
SAT +> X dY, +> ndy; =0 (1.25)
k i

Réwnanie ména te: zapisé w odniesieniu dm = 1 mola jednego sktadnika:
sdT + ) % dYy +du=0. (1.26)
k

Roéwnanie to dla procesow odwracalnychazgi zmiany potencjalu chemicznego ze zmianami
temperatury i innych ,mechanicznych” ekstensywnftatkcji stanu.

1.8. Potencjaly termodynamiczne

1) Energia wewegtrzna U jest potencjalem termodynamicznym, ktory z@my wyrazé jako
funkcje ekstensywnych zmiennych stad(s, Vv, M, n;,...). Std rézniczka zupetna:

du =(‘9Uj d8+(auj dV+[an dM+Z(an dn +... .(1.27)
0S N mn 0V Jsmn oM Jsvn T\ on, SV.M n, #n

Jezeli wyrazimyU jako funkcg kompletnego zestawu ekstensywnych zmiennych starmg@emy
dokona porownania sktadnikéw wzorow (1.20) i (1.27)adbtvynika,ze intensywne funkcje stanu
T, P,... ¢ okrelone jako pochodne ggtkowe energii wewirznej U po odpowiednich
ekstensywnych zmiennych stagwv, ...

Tz(wj | _p:(wj | H:[wj | ui:(w] (1.28)
0S V.M, n; zn, )Y SM,n; #n, oM SV,n; #n; an SV M n; #n;

Jezeli istniep pochodne cgstkowe | rzdu i s ciagte, to kolejné¢ wyznaczania pochodnych
czastkowych II-go rzdu nie ma znaczenia.d8ti ze wzorow (1.28) mana otrzyma liczne_zwiazki

Maxwella Jeden z mdiwych:
(f’Tj = (apj . (1.29)
\Y S,M,n; 0S V.,M,n;

Czesto nie jest wygodnie ywac tylko ekstensywnych zmiennych stanu jako zmiennych
niezalenych. W wielu eksperymentach wygodniej jest postagisic T zamiastS orazP zamiast
V. Jeeli U wyrazimy jako funkat innych nie tylko ekstensywnych zmiennych stanu, np
U(T, P, M, n;,...), toU straci charakter warfoi potencjalnej wzgidem tych zmiennych. Dlatego
pozadane jest wprowadzenie innych funkcji amanych zU, ktére zachowwj sig jak funkcje
potencjalne gdy wyrane g przez zestaw innych zmiennych niezalgch niz S 'V, M, n;,....

2) Entalpiajest wielkdcia zdefiniowan jako
H=U-> Y X (1.30)
k
lub, wykorzystujc (1.23) maemy zapiséa
H=TS+> un. (1.31)
i



Entalpia jest potencjatem termodynamicznych odpdniia do wyraania poprzez zmienn§, Y
orazn; (co kkdzie pokazane néviczeniach). Entalpia jest ¢zto stosowana do opisu procesow, w
ktérych zmienne ,mechaniczn®; s3 state oraz w procesach adiabatycznych w ktorngh @.

3) Entalpia swobodnawana take funkcp Gibbsa jest zdefiniowana jako
G=U-TS-> X\, (1.32)
k

lub, wykorzystujc (1.23) maemy zapiséa
G=> mn. (1.33)
i

Entalpia swobodna jest potencjatem termodynamidzngdpowiednim do wyrania poprzez
zmienneT, Y orazn;.. Szczegolni gyteczna jest do opisu procesow izotermicznych ngedénie
izobarycznych.

4) Funkcja Helmholtzéub energia swobodna Helmholtzest zdefiniowana wzorem
F=U-TS, (1.34)
lub, wykorzystujc (1.23) maemy zapiséa

F=> XY+ D min . (1.35)
k i

Funkcja Helmhotza jest potencjatem termodynamicangdpowiednim do wytania poprzez
zmienneT, X oraz ni. Funkcja Helmhotza jestzyteczna do opisu procesow izotermicznych i
izochorycznych.

1.9. Rbwnowaga

Stan rownowagi jest agjany gdy:

» U, niwszystkie mechaniczne ekstensywne zmienne gianostaj State,
» entropia osiga maksymalpwartacsc,

» entalpia osiga minimalna wart,

» funkcja Gibbsa i energia swobodnaagsi minimaln, wartgsc.

Transport masy mdzy fazami — przyktad 1

Rozwamy uktad ztaony z cieczy i jej pary w rownowadze. Zayony nas¢pujace warunki:

1) stata temperatura (zapewniona przez zanurzéraeww ogromnym zbiorniku ciepta),

2) state dinienie (zapewnione przez otwarcie uktadu na dzieteBnienia atmosferycznego).
Niech N oznacza liczb moli w catym uktadzie, z czego znajduje s w cieczy. Funkcja Gibbsa
catego uktadu:

G=mu+N-n)u,. (1.36)
Dla zatl@onych warunkéw z rownania Gibbsa-Duhema=d-sdT +vdP wynika, ze potencjaty
chemiczngu; i p2 sa state. Std iz (1.36)

0G
%:O:ul—uz. (1.37)
Tak wiec, w izotermicznym i izobarycznym uktadzie rOwnowagansportu mas istnieje gdy
M1 =Ho. (1.38)

W warunkach gdyT lub V nie @ stale, nie mgemy zalay¢ niezalenosci potencjatow
chemicznych odn. Nawet wéwczas midiwe jest jednak udowodnienigse (1.38) pozostaje
warunkiem rownowagi transportu mas. Przykiad4iee podany nawiczeniach.

W ogéinagci w uktadzie o dowolnej liczbie sktadnikéw=1,2,... dwie fazy (1) i (2)
pozostag w rownowadze, gdy dla kdegoi-tego sktadnika potencjaty chemiczrgeréwne w obu
fazach:



u® =p®| (1.39)

Spontaniczny transport materii z fazy (2) do (1Qhzalzi gdy
ue <p@. (1.40)

Uwaga:

Btedem jest zaktadaniege procesy dyfuzyjne zachagdzawsze w kierunku matgjej koncentraciji.
Przyktadowo w niektorych roztworach gradient tenapary powoduje rozdzielenie molekut:
ciezsze molekuty gromadzsic w chtodniejszym obszarze. Prawo Fickaxgce strumié dyfuzji z
gradientem koncentracji ma ¢ti zastosowanie tylko wtedy gdy inne parametry wehoel w skiad
definicji potencjatu chemicznego (1.2%h)gednolicone w catym ukfadzie.

Réwnowaga termiczna
Rozwamy uktad odizolowany ztmny z jednego skiadnika w dwdéch fazach. Z warungiagania
przez entropi maksymalnej wartai wynika warunek rownych temperatur faz

dQ o .\ dQ 2

R (S
0=ds=ds® +ds® =+ T (1.41)
Poniewa w uktadzie izolowanym @® = —dQ® otrzymujemy
T = 7@ (1.42)

Réwnowaga mechaniczna
Analogicznie z warunku ogania minimum przez eneegswobodr wynika warunek rownych
cisnien.

dF = oF® + oF® = _sHgT® — P(l)dv(l) + y(l)dn(l) SAAT@ — PPV + n@dn® = 0 (1.43)
i poniewa w uktadzie izolowanym Y = ) dn® = — ch® oraz wczéniej wykazalimy, ze
Y =@ orazT, =T, = T = const.

dF = oF® + oF® = — W - P@)av® =0
PM = p@, (1.44)

1.10. Réwnowaga chemiczna

Do tej pory rozwaalismy rownowag tylko w uktadach, w ktérych nie zachaedreakcje
chemiczne. Teraz podamy (bez dowodug warunek rownowagi pordzy substratami i
produktami danej reakcji odpowiaday minimum funkcji Gibbs&s jest nasipujacy:

2 Vil =0}, (1.45)

gdziei jest numerem substanc;ji,s2g sa wspoétczynnikami stechiometrycznymi reakcji
Przyktadowo dla reakcji

H, + Ch - 2HCI
wspotczynniki dla substratéw (zanikaych reagentdw)asujemne
vi=vo=-1,
zas wspotczynnik dla produktu jest dodatni
V3 = 2.
Problemem przy prébie wykorzystania warunku (1j48) zalenos¢ pj odP i V.

Literatura do tematu 1
[1] F. Rosenberger, "Fundamentals of Crystal Grokv{Springer 1979).



Temat 2. ROwnowaga fazowa i diagramy fazowe

2.1. Reguita faz Gibbsa

Rozwamy ukiad zi@gony z C skiadnikdbw &ng. componen)srozdzielonych pomdzy P
homogeniczne fazyafg. phasés Uktad jest w rownowadzejeli spetnia nagpujace warunki:

TO=T@ = =7®
0® = p@ = =P

D ., — — (P
P =p@ = =up
ud =@ = =P

gdzie indeksy gorne oznaczajumer fazy, a indeksy dolne numer skladnika. Ramwaliczle

zmiennych niezalanych opisujcych dany ukiad

» KoncentracjaC-tego skfadnika w jednej fazie wynika jednoznacznk@ncentracji pozostatych
C-1 skfadnikow. Std skiad wszystkichP faz jest opisany jednoznacznie przgC-1)
zmiennych niezalaych.

» Po uwzgtdnieniu temperatury i énienia, otrzymujemyP(C-1) + 2 zmiennych niezataych
opisupcych stan uktadu, ktéry me nie by w rownowadze.

» Uklad (2.1) narzuca dodatkowd<1)C zwiazkOw pomedzy potencjatami chemicznymi,
pozostawigc P(C-1) + 2— (P-1)C zmiennych niezalaych.

Reguta faz Gibbsa

Liczba zmiennych niezataych opisujcych jednoznacznie stan uktadu w rownowadze
f=C-P+2| (2.23)

Liczba f nazywana jest liczp stopni swobody tzn. jest to liczba niezaleych intensywnych

zmiennych stanu, ktére moa zmienia bez zmiany liczby faz.

Przykiad 1
W ukfadzie ztagonym z samej wody w stanie ciektyhx 2, co oznaczaze ma@emy niezalénie

zmienia& np.Pi T.

Przykiad 2
W uktadzie jednosktadnikowym dwufazowym otrzymujefry 1. Wystarczy podajedm z dwdch

wielkosci, cisnienie albo temperateirzeby okréli¢ jednoznacznie stan ukiadu.

Przykiad 3
W uktadzie jednosktadnikowym trzyfazowyrih= 0, co oznaczaze maliwy jest tylko jeden

stabilny stan uktadu zwany ,punktem potrojnym”. Wnt staniezadna zmienna nie e zosta
zmieniona.

W przypadku meliwosci zagcia reakcji chemicznych liczba skfadniké®@ powinna zosta

zmniejszona o liczbR réznych reakcji maliwych pomidzy sktadnikami obecnymi w uktadzie:
f=C-(P+R)+2| (2.2b)

LiczbaR obejmuje tylko nagpujace reakcje:

» nie mog by¢ zapisane jako sekwencja innychiaych reakcji,




» zachodz z mierzala szybkdcia w rozwaanym czasie.

Przyktady leda podane jako zadania Gaiczeniach.

2.2. Przyczyny krystalizacji
Rozwamy uktad zawieraicy jedra substang w fazie ciektej i state]. Krystalizacja, wedtug
warunkup® <p® (1.40), wymaga obménia potencjatu fazy statej paej potencjatu fazy cieklej.

Z réwnania Gibbsa-Duhema (1.26)
du=-sdT —xdY =-sdT +vdP-mI[dH -p[dE-... (2.3)

wynika, ze obnienie potencjatu chemicznego ama osigna¢ na réne sposoby:

1) Obnizenie temperatury - potencjaty chemiczne cieczyalacstatego zaig od temperatury w
inny sposob (Ry.1)

LiQuID

M

|
|
Tm T

Rys. 2.1.Temperaturowa zateos¢ potencjatu chemicznego fazy staigj(ang. solid)
i ciekte] p (ang. liquid). T (ang. melting) oznacza temperagudwnowagi.
Zrodto: Fig. 3.1. [1].

2) Zmiana dnienia. Znak tej zmiany zalg od znaku zmiany objosci podczas zamsania:

a)Vi > Vs (Wigkszas¢ substanciji),
b) vi <vs (H20, Bi, Si, Ge).

3) Roéwnanie stanu, np. gazu doskonatego, zawieranignneP, T, V z czego do opisu stanu
wybrano dwie niezalae P i T. Kontrola trzeciej zalsmej zmienne)V maoze by jednak take
wykorzystana do spowodowania krystalizacji.

4) Poddanie uktadu ciecz-ciato state dziataniu midktrycznego lub magnetycznego — zazwyczaj
jednak zmiany potencjatow chemicznych wywotane nwdposob sza mate.

5) W ukiadach wielosktadnikowych pojawdajsic nowe maliwosci kontroli, np. potencjat
chemiczny jednego sktadnika aezmiené sic na skutek dodania innego sktadnika, ktéry nie
podlega krystalizaciji.

2.3. Réwnanie Clausiusa-Clapeyrona

Rozwamy uktad jednosktadnikowy dwufazowy. Rownowaga wadkie podczas zmiany
warunkéw zostanie zachowana gdy

dp® =du®@ . (2.4)
Jezeli wszystkie inne intensywne zmienne stanu pozpsistalone, to dla matych zmiarsieniaP
i temperaturyl
@ @ ) @)
O g 4| T gp=| T g T gp. (2.5)
oT b oP ; oT 5 oP B
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Stad i z rownania Gibbsa-Duhema dla 1 mola danej fazy

du(i) :_S(i)dT +V(i)dP (2.6)
otrzymujemy
(5(2) _ S(l)) dT = (V(Z) _V(l) YAP, 2.7)
dp _os (2.8)
dT Av

gdzie As= s@ -s® i av=v®@ -y Réwnanie (2.8) ok&ta zmiarg cisnienia dP potrzebrm do
zachowania rownowagi gdy zaszta zmiana temperatbrgdwrotnie.

Rd&znica molowych entropiiAs jest cieptem utajonyml przegcia fazowego (ciepto
wymieniane z otoczeniem w warunkach izotermicznymbgzielonym przez temperaguprzegcia
Ty (ang. transition). Rownanie (2.8) moa wkc zapisd w postaci znanej jako réwnanie
Clausiusa-Clapeyrona

dTy _Tv (@ _,0
= VA And |} 2.9
dP ~ L ( ) (2.9)

Przyktad 1 Przy przejciu fazowym pomidzy faz ciekly i stah

v =@ (2.10)
tak wiec zgodnie z rownaniem Clausiusa-Clapeyronaenty oczekiwa matego wptywu dinienia
na temperatgrtopnienia. Ponadto znak® —v® jest rény dla ré&nych materiatéw, co oznaczzae
znak zmiany temperatury topnienia przy wizie cknienia take zaley od materiatu.

Przyktad 2 Rozwamy przefcie fazowe pomidzy faz skondensowan(l) i pan (2), gdzie
v >> @ (2.11)

Mozemy zaniedb@a V™ i wykorzystad réwnanie stanu gazu doskona’fegmzv(z) =RT/P, co
przeksztatca wzoér (2.9) do postaci

dP _ PL
— = 2.12
dT RT? (212)
Stad, po rozdzieleniu zmiennych i catkowaniu stronastizymujemy:
L
In(P) = —-—- +const 2.13
(P) RT (2.13)

Dane deéwiadczalne dla énienia paryP nad faz skondensowanwskazuy na stad wartcs¢ L dla
szerokiego zakresu zmi&hi V.

2.4. Klasyfikacja przemian fazowych

Réwnanie Clusiusa-Clapeyrona w formie podanej pmjvydotyczy wyhcznie przemian
fazowych 1-go rodzaju. Wedtug klasyfikacji Ehrenégsprzemiany fazowe klasyfikuje gsha
podstawie molowego potencjatlu Gibbsa, ktéry aalevytacznie od wielkéci intensywnych
o(T, X). Przegcie pomedzy fazami (1) i (2) czystej substancji jestego rodzaju jeeli

akg(l) akg(Z) ) akg(l) akg(Z)
= I = dlak=0,1, ...,0-1 2.14
otk aTX oxk  axk 0-1) (2.14)

oraz

n n.(2 n.@ n.(2
ag()iag() i ag()iag()
aT" oT" ox" ox"
przy czym wystarczyze spetniona jest tylko jedna z dwoch nieroweio
Whiosek 1tylko w przefciu fazowym | rodzaju uktad wydziela lub pochtargepto w state]
temperaturze. W tych warunkach pojerihoiepta jest wielkécia nieskaczor.

dlak =n, (2.15)
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Whniosek 2w przegciach fazowych Il rodzaju pojem#ocieplna zmienia giw sposob nieapty
ale przyjmuje tylko skiaczone wartéci.

2.5. Uktady jednosktadnikowe

Uktady jednosktadnikowe, to uktady Zione z jednej czystej substancji. Stan takiego wktad
maozna opisé jednoznacznie dwoma zmiennymi, ipi T. Kazda z faz obecnych w ukfadzie o
by¢ opisana jakqu-powierzchnia we wspotedinych p-P-T. Poniewa dla paryv orazs przyjmup
wigksze wartéci niz dla fazy skondensowanej, z réwnania Gibbsa-Duhgéh®6) wynika,ze p
pary ulega wgkszym zmianom pod wptywem zmidhi T.

Rys. 2.2. Przegtie p-powierzchni potencjatu chemicznego dla fazy stg@ap. solid
i jej pary @ng. vapoy we wspétrzdnychp-P-T. Zrédto: Fig. 3.3. [1].

Linie przececia dwoch powierzchni na wykresjeP-T sa krzywymi wspotistnienia/rownowagi
dwéch faz — wzdhe takiej linii dwie fazy maj takie same potencjaly chemiczne. Krzywe
rownowagi § niezalene od ilgci substancji w uktadzie. Na rysunku 2.2 widoczeat jlinia
sublimaciji.

Rozwamy przectcie p-powierzchnip-P-T ptaszczyza P = const., ktére przedstawiono na
rys. 2.2. Ciésze przedizenia linii oznaczaj skladnik, ktéry nie znajduje giw stanie o
najmniejszej warteci 4 - stan taki nazywamy metastabilnymrzykiadowo ciecz nie zosta
przegrzana j ogrzewana jest powoli w gtadkim naczyniu bezrasgow.

Tm T T

Rys. 2.3. 1zobaryczne przecie p-powierzchni przez przestnzg-P-T dla fazy statej,
cieczy i paryZrédio: Fig. 3.4.(a) [1].

Rzut krzywych rownowagi (takich jak np. na rys.)2ria ptaszczyzn T-P prowadzi do
dwuwymiarowego diagramu fazowego uktadu jednoskiamimego (rys. 2.4). Krzywe sublimacji,
topnienia i parowania przecinmagic w punkcie potrojnymJezeli nie zachodz zadne dodatkowe
przemiany fazowe, krzywa topnienia jest nieogramiez Krzywa parowania kozy st w punkcie
krytycznymC, gdzie ciecz i para przestdjy¢ odr&nialne.

12



==
Rys. 2.4. Typowy diagram fazowy we wspébinych T-P dla uktadu
jednosktadnikowego. Pomigio stany metastabilne.

W czystym materiale nmie istni€ tylko jedna faza gazowa i tylko jedna faza cielddyz
mozliwe jest tylko jedno losowe upar@kowanie nieodrénialnych casteczek. Maliwe s
natomiast régne formy krystaliczne tej samej czystej substazeyiane_odmianami alotropowymi
przypadku pierwiastkéw lub_odmianami polimorficznysubstancji chemicznefJwaga: niektore
pierwiastki mog wysktpowa w fazie gazowej i/lub cieklej w postaci asteczek ztéonych z
roznej liczby atomow, np. tlen o ggtkach Qi Oz. Mieszanin takich cstek nie maemy traktowa
jak uktadu jednosktadnikowego.

Przemiany polimorficzne magzachodz jako rezultat zmian temperatury isicienia.
Warunkiem stabilnego wspétistnienia dwoch odmiadinparficznych jest, analogicznie jak w
przypadku faz o rhym stanie skupienia, rowfibich potencjatdw chemicznych (rys. 2.5).

LIQUID
SOLID a

SOLID B

|

t

Tir Tm T

Rys. 2.5. Obszary stabilé@@ dwodch statych odmian polimorficznych we
wspotrzdnychp-T. Zrodio: Fig. 3.6. [1].

Szczegolnie skomplikowany diagram fazowy czystessanciji wykazuje bizmut (rys. 2.6).

500
v -]
400 Liquid /
I
8] /
°. 300 VIII
¢ L
‘S // \\
s Vil
g 200 NS
K
\\\\ a .
|
100 i NG
1 I || v || A% | N
| |
f i VI
| | |
i RN
0 20 40 60 80 100 120 140

Pressure, kbar

Rys. 2.6. Diagram fazowy bizmutu we wspéttaychT-P. Zrodio: Fig. 3.8. [1].
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Przyktadem polimorfizmu/alotropowoi 0 duzym znaczeniu przemystowym jest przemiana
ferromagnetycznegeelazaa w paramagnetyczneelazoy.

2.6. Uktady dwusktadnikowe

Rozwamy ukiad dwoch skiadnikow, ralzy ktorymi nie zachodgz reakcje chemiczne.
Diagram fazowy uktadu binarnego vma przedstawi w postaci powierzchni rownowagi faz we
wspotrzdnych X-T-P, gdzie X jest wzgédna koncentragj jednego ze sktadnikow i przyjmuje
wartasci 0...1. Takie podégie prowadzi jednak do skomplikowanej reprezentagivet dla
szczegolnie prostych przypadkow (rys. 2.7). Znaepmostszeasdwuwymiarowe wykresy fazowe,
ktore powstaj jako izobaryczne przegiie przez wykres tréjwymiarowy. Ponadto, nakgizaCi
takich wykresow pokazywane sylko obszary fazy statej i cieklej, gdzie zmiaaignienia mag
znacznie mniejszy wptyw na wagto potencjatldw chemicznychmzmiany temperatury.

Rys. 2.7. Uproszczony trojwymiarowy diagram
fazowy uktadu binarnegd@rodio: Fig. 3.9. [1].

W rzeczywistéci potrzebne s dwie powierzchnie do opisu dwoch wspétistadsich faz
(czego nie widana rys. 2.7), gdzie obszar pauaizy powierzchniami reprezentuje mieszanin
Mieszanie sktadnikéw mi@ zachodz w trzech formach:
1) mieszanina mechaniczngang. mechanical mixtuye- obszary jednolitej substancj sa tyle
duze, ze cz$¢ atomoOw na granicy faz jest zaniedbywalnie mata,
2) roztwor (ang. solutiol — mieszanina sktadnikéw w skali atomowej,
3) mieszanina mechaniczna roztworOw — mieszanina obszaréw znacznie ¢kgzych od
rozmiarow atomowych, ktore zbudowanezs@nych roztworow.
O tym ktéra z form jest stabilna dla danego sktadeszaninyX oraz wartéci P i T decyduje to,
ktéra forma ma najmniejgavartas¢ funkcji Gibbsa.
Molowa funkcja Gibbsa mieszaniny mechanicznej jegtlkoscia addytywrn wzgledem
czystych sktadnikow

9™ = Xaha + Xghg ~T(XaSa + XgSg) = Xala + XgHs, (2.16)
gdzieha i hg 3 molowymi entalpiami sktadnikéw A i Bsa i S5 sa molowymi entropiamipia i Ks
reprezentyj potencjaty chemiczne czystych substanci, Xai Xg sa utamkami molowymi

n . n
Xy=—*2 i Xg= B . 2.17
ATt 5+ (2.17)
W przypadku roztworow funkcja Gibbsa nie jest agyta, gdy rzeczywiste entalpie
molowe, entropie molowe i potencjaly chemiczne dkiadéw zaleéa od skitadu mieszaniny.
Ponadto mieszanie skladnikbw A i B w roztworze pmdwi do pojawienia i entropii

konfiguracyjnejmieszania.
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2.6.1. Roztwor doskonaty
Roztwér doskonatyang.ideal solution) to taki roztwor, przy powstawakidrego:
» nie wystpuje zmiana entalpii (tzi; jak w substancji czystej),
» nie jest pobierane ani oddawane ciepto (s&jak w substancji czystej),
» nie ma zmiany olgjosci.
Oznacza toze z roztworem doskonatym mamy do czynienia wtedly, gddziatywania pomdzy
czastkami rozpuszczalnika 9odobne do oddziatywissubstancji rozpuszczanej (izotopy). Roztwor
idealny stosuje sido prawa Raoulta.

Prawo Raoulta _
Preznoi¢ pary nasyconej-tego sktadnika nad roztworem jest rowna pgznosci nad czyst
substangj ciekk P,° pomnaom przez utamek molowy sktadnika w roztworze

R =R%X;. (2.18)

Molowa funkcja Gibbsa dla roztworu idealnego
g% =g™ -TAs,, (2.19)
gdzieg™ jest molow funkcja Gibbsa mieszaniny mechanicznej (2.18), jest entropi mieszania
(wyprowadzona néwiczeniach)
ASm :_HXA |n(XA)+XB|n(XB)] (220)
Jezeli wyrazimy molow funkcje Gibbsa poprzez potencjalty chemiczne analogicakene
wzorze (2.16) dotyercym mieszaniny
9% = XaHa + Xghg, (2.21)
to, jak wynika ze wzorow (2.16a), (2.19) i (2.2pdtencjaty chemiczng; substancji w mieszaninie
zaleza od utamkow molowych
W = +RTIn(X;). (2.22)
Whiosek
Entropia mieszanid\s, (2.20) roztworu idealnego jest zawsze dodatnia diiwolnego sktadu
X O [0; 1]. Std wynika, ze g% <g™ czyli roztwor doskonaly jest zawsze stabilniejsziy
mieszanina mechaniczna (rys. 2.8).

T .

T Hg

g <
a

TAsn Rys. 2.8. Molowa funkcja Gibbsa mieszaniny
mechaniczney™ i roztworu idealnegg® oraz
- . entropia mieszania jako funkcja sktadu
B_'»

roztworu.Zrodo: Fig. 3.10. [1].
Dla ustalonego énieniag™ zgodnie ze wzorem (2.16) maleje ze wzrostem teatpsr, ponadto

czynnik TAs, we wzorze (2.19) powodujee zalenos¢ g%(Xs) staje st coraz bardziej wygta ze
wzrostemT (rys. 2.9).
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Rys. 2.9. Krzywe funkcji Gibbsg® w zaleznosci od sktadu roztworu idealnego
dla r&nych temperatuf; < T, < Ts. Zrédto: Fig. 3.11. [1].

W uktadzie dwufazowym, gdzie zaréwno faza cieklaijatata tworz roztwory idealne, obie
fazy maj krzywe funkcji Gibbsa o opisanych poxey wiasciwosciach. Przesuncia krzywej w
funkcji temperatury & jednak weksze w przypadku fazy ciektej, co wynika z¢igzych wartéci
entropiisa | S substancji w tej fazie. Rozway kolejno przypadki pokazane na rysunkach 2.10:
» W niskiej temperaturzé&; energia swobodna fazy statej jest mniejsza w cagkresie sktadu i

uktad mae sktada sic tylko z jednego roztworu statego.

» W temperaturzé, tylko czysty skiadnik B mie by¢ w rownowadze w fazie ciektej i state;.
> W wyzszej temperaturz&; krzywe g® i g© (ang. s-solid, I-liquid) przecinaj sic w Punkcie

pasrednim X,. Punkty ,c” i ,d” na wykresie oznaczajpunkty stycznéci krzywych g9(Xg) i

gV (Xs) ze wspéla styczr. W zalenosci od ogélnego sktadu uktadu:

- uktad o sktadzi&g < X. utworzy tylko roztwor staty o tym sktadzie,

- w ukiadzie o sktadzieg [ [Xc; Xg] minimum g odpowiada mieszaninie roztworu statlego o
sktadzieX. i roztworu cieklego o sktadzi¥,, a proporcje iléci fazy statej i cieklej zale od
0golnego sktadXg (co kedzie pokazane nawiczeniach),

- uktad o sktadzi&g > X4 utworzy tylko roztwor ciekly o tym sktadzie.

> W temp.Ts tylko czysty sktadnik A mze by w réwnowadze w fazie cieklej i state;.
» W wysokich temperaturaclis energia swobodna fazy ciektej jest mniejsza w roaiakresie
sktadu i uktad mge sktada sic tylko z jednego roztworu ciekiego.

T
—
1 : , B
T,>T,
&L ] s
& !
Y
w § - d
[¥9]
w
o — L — .
L s> T, 2
>
s 6 5
i \/
A Xg— B 1
A

B

Rys. 2.10. Krzywe funkcji Gibbsa dla fazy ciekié)jl(sta’fej 6) w roztworze
idealnym dla temperatdrn, < T, < ... <Tg. Zrodto: Fig. 3.12. [1].
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Powyzsze rozwaania pozwalaj na skonstruowanie wykresu réwnowagi fazowej pokega
na rys.2.11. Obszar zakreskowany odpowiada wdpigsu fazy statej i cieklej, linia
rozgraniczajca obszar wspotistnienia dwoch faz od samej ciewsi nazw likwidus, natomiast
linia rozgraniczajca obszar wspoétistnienia faz od samej fazy staggjlidus

Przectcie wykresu rownowagi fazowej lipistatej temperatury (npls) wyznacza skiad
roztworu stategoX, na przegiciu z solidusem i skiad roztworu cieklegg, na przegiciu z
likwidusem. Wrtrze obszaru zakreskowanego reprezentuje jedynidiweoskiady $rednione po
obu fazach (npX,), natomiast nie jest mibwa réwnowaga pomidzy faz ciekly i faza stah o
sktadach w tym obszarze.

% i

TEMPERATURE

SOLID

| Rys. 2.11. Wykres rownowagi fazowej
: 8 pomidzy idealnym roztworem ciektym (liquid)
i statym (solid)Zrédto: Fig. 3.13. [1].

COMPOSITION

Requta dwigni
llosci faz wspotistniejcych w stanie rownowagasodwrotnie proporcjonalne do ich ,dystansu” na
wykresie réwnowagi fazowej agtedniego sktadu uktadu. Dla temperatiity na rys. 2.12a

nd +n _ OL

n{’ +nd = OS’
gdzie n® +n¢ orazn{’ +nf’ s tacznymi liczbami moli odpowiednio w fazie statejng. solid) i
ciektej (@ng.liquid).

(2.23)

LIQUID
g R
a Tr N \ S (9] L
<
S
w \
=
w
(-

SOLID
A X Xo X¢ B
a) COMPOSITION b, TIME
Rys. 2.12. Roéwnowagowe krzepaie idealnego roztworu

dwusktadnikowego. a) Diagram fazowy. b) Krzywa ci#enia dla statego
strumienia ciepta oddawanego przez ukiddto: Fig. 3.14. [1].
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Wykres réwnowagi fazowej w ksztalcie soczewki zbstgprowadzony teoretycznie przy
zalazeniu doskonakxi roztworu. Znane ssjednak rzeczywiste uktady dwusktadnikowe o bardzo
podobnych diagramach fazowych, np. german-krzeragsmikiel.

Rozwamy réwnowagowe krzepgtie roztworu o skladzie pogikowym Xo przy statym
strumieniu oddawanego ciepta. Po agsicciu temperaturyT; zaczyna powstawakrysztat o
skladzie pocgtkowym X (rys.2.12a), co odpowiada skokowej zmianie naafigl krzywej
chtodzenia (rys. 2.12b). W miakrzepnécia coraz wgkszej czsci uktadu sktad roztworu ciekiego
przesuwa si w kierunku X;, natomiast sklad catej fazy statej w kierunKg Po osignigciu
temperaturyT; cata faza stala ulega zakrzemmmu, co odpowiada kolejnej zmianie nachylenia
krzywej chtodzenia.

Opisany proces odbywa¢siprzy zataeniu, ze dyfuzja sktadnika B z fazy ciektej do
skrystalizowanej jz masy na bigaco wyréwnuje sktad catej fazy statej. Poniewyfuzja w fazie
statej jest procesem powolnym, konieczna jest lmapdrvolna krystalizacjaeby unikra¢ gradientu
koncentracji sktadnikow w fazie statej. Gwaltownehisdzanie wykorzystuje gido rozdziatu
sktadnikéw podczas krystalizaciji.

Model roztworu doskonatego wyklucza topnienie kamgitne tzn. topienie zachodee bez
zmiany sktadu, z wygkiem przypadku topnienia jednego czystego skiaalnik

Digramy fazowe bardzo zhbne do soczewkowego (jak na rys. 2.12a) posiadgaj uktady
Ge-Si oraz Cu-Ni.

2.6.2. Roztwor niedoskonaty
Molowa funkcja Gibbsa dla roztworu niedoskonatego

9°= g™ -TAs, +Ag™®, (2.24)
gdzieg™ jest molow funkcja Gibbsa binarnej mieszaniny mechanicznej (2.1\8), jest entropi
mieszania molekularnego w roztworze idealnym (2.20az Ag*® opisuje nadmiar energii

swobodnej&ng.excess free energy) na skutek obé&cndrugiego sktadnika w roztworze

Ag™S = ARSS —TAS®S. (2.25)
W roztworach idealnycldg™ = 0. Liczne rzeczywiste roztwory rawa zadowalaico opisé jako
roztwory regularnew ktdrychAs™ = 0 i wzér (2.24) redukuje stlo postaci

g°=g™ -TAs,, + ARS, (2.26)
Dodatkowa zmiana entalpii przy mieszafi™ wynika z zamiany agci wiazai miedzy atomami
w czystych substancjach A oraz B na nierownovweawizania typu AB i mae by obliczana na
rézne sposoby. Zakladgj ustalon liczbe wiazar w catym roztworze, na kde utworzenie jednego
wiazania typu AB przypadarednio 0,5 zerwanego waania AA i 0,5 zerwanego wiania BB
(rys. 2.13). Sid dla 1 mola roztworu

1
AN = Lag lHAB _E(HAA + HBB)J’ (2.27)
gdzielLag jest liczla wiazan typu AB w 1 molu roztworuHyy Sa energiami 1 wizania.

Rys. 2.13. Zamiana atoméw pierwotnie
wbudowanych w czyste substancje A i B.
Powstaje 8 wizaan AB kosztem zerwania 4
wiazan AA i 4 wiazan BB.
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Zaktadajc catkowicie losowe rozmieszczenie atoméw typu A,i co znane jest jako
przyblizenie Bragga-Williamsdub przyblzenie zerowego exlu, mazemy fatwo stwierdzi, ze
prawdopodobigstwo znalezienia atomu B w pewnym wybranym miejgst rowne utamkowi
molowemu Xg, natomiast prawdopodolsistwo znalezienia na jednym wybranymsiednim
miejscu atomu A wynosta = 1 —Xg. Std liczba wazaa AB na 1 mol roztworu

LAB = ZNA XB(l_ XB)’ (228)
gdzie: z - liczba koordynacyjjm Na — stata Avogradro. Ze wzordw (2.27) i (2.28) otrmyjemy
zmiarg entalpii mieszania w postaci

ARSS = X5 (1- XE)Q, (2.29)
gdzieQ jest parametrem oddziatywania statym dla danydstsuncji A i B.
Podstawiajc wzory (2.16), (2.20) i (2.29) do (2.26) i uwedhiajac, ze Xa=1-Xg
otrzymujemy ostatecznie
9° = (1~ Xg)Ua + Xghp + Xg (1= Xg)Q+TR(1- Xg)In(l- Xg) + XgIn(Xg)]. (2.30)
Zaleznos¢ funkcji g° danej wzorem (2.30) ods przedstawiono na rys. 2.14.

Hg*
. : . . Rys. 2.14. Zalnos¢ molowej energii Gibbsg®
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 danej wzorem (2.30) od sktadu roztwofw
Xg — przy r&nych wartéciach parametr@.

2.6.3. Roztwoér regularny, w ktérym  Ah*® <0

Rozwamy ukfad zi@ony z roztworu regularnego z fazie cieklej oraztegtaw ktorym
entalpia mieszaniah™® jest ujemna dla obu faz. W tym przypadku zaréwn@opia mieszania
AS, jak i entalpia mieszaniAh* powoduj, wygiecie zalenosci g°(Xs) w dét. Poniewa jednak
mozliwe sa rozne relacje

ARSY < ARSO) - albo AR = AR alboAR*SY < ARYS® (2.31)
maozemy otrzyma trzy typy diagraméw fazowych, ktore przedstawiororys. 2.15.

W roztworach regularnych, w ktérychh™S® # Ah*S® mazliwe jest spetnienie réwrici
g9(Xe) = g"(Xg) takze dla péredniego sktadu roztworu. Rowsiota odpowiada ekstremum linii
solidusu i likwidusu na diagramie fazowymXg (rys. 2.15a i ¢). W punkcie ekstremum faza stata i
ciekla o takim samym skitadzie mpgvspétistnié w stanie réwnowagi. W przypadku gdy
ARSO = AR*S® diagram fazowy dla roztworu regularnego ma kszattzewkowaty (rys. 2.15b),
podobny do ksztattu diagramu dla roztworu idealnego

Warto zauway¢, ze w przypadku ujemnej entalpii mieszadib™® nie wystpuja obszary
niemieszalnéci sktadnikow.
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SOLID SOLID SOLID
A B A XB — B A

a)AhXS(I) < AhXS(S)’
Rys. 2.15. Schematyczne diagramy fazoweil®f < 0. Zrédto: Fig. 3.17. [1].

b) AhXS(I) ~ AhXS(S)’

2.6.4. Roztwoér regularny, w ktérym ~ Ah*® >0
W przypadku gdy entalpia mieszania jest dodatrikz¢t paramet€ > 0), entalpiaAh*® we

wzorze (2.26) konkuruje z ujemnym wyemiem-TAs,. Wykres zaleénosci g°(Xg) danej wzorem

(2.30) mae wicc przyjmowd rézne ksztalty w zalenosci od temperatury:

» w wysokich temperaturach, np, na rys. 2.16, wyrazTAs, jest dominujcy i wykres zalenos¢
g°(Xg) jest wygity w dot,

» wraz ze spadkiem temperatury konkyog wyrazy staj sic porownywalne i wykres zateosci
g°(Xg) staje st coraz silniej pofalowany (poréwad, i Tz na rys. 2.16).

0.4

0.6

XB—>

0.8 1

Hg*

C) AhXS(I) S AhXS(S)

Rys. 2.16. Wplyw temperatuilyna krzywe
zaleznosci g%(Xg) dla roztworu regularnego

(jedna faza) przp2 > 0.

Jezeli wykres zalenosé g°(Xg) lezy powyzej stycznej do wykresu w dwdch punktach, np.
punkty a i b dla temperaturyls na rys. 2.16, to stanem najkorzystniejszym engcgete jest
mieszanina mechaniczna dwoch roztworéw o skltadaghyah punktami styczdoi a i b.
Rozwaajac caly przedziat temperatur, w ktorym istnieje déamwa, mana skonstruowadiagram
przedstawiony na rys. 2.17, na ktéryselwus rozgranicza obszar rOwnowagowego istnienia
jednego roztworu od obszaru wspotistnienia dwocimyoh roztwordow w tej samej fazie. W tym
drugim przypadku wzgbine ilgsci roztworow mog by¢ wyznaczone przyayciu reguty dwigni

(2.23).

Niemieszalné¢ roztworow rzadko wyspuje w fazie ciektej, dla ktorej entropia mieszania

jest zwykle wystarczago duza by zapobiec wygciu do gory wykresu zataosci g°(Xg).
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TEMPERATURE
ot

SOLUTION « |

ONE SOLUTION

SOLUTION B8

COMPOSITION

Rys. 2.17. Diagram obszaru niemieszatmgzakreskowana powierzchnid), > T, > Ts.

Zrédto: Fig. 3.19. [1].

Ksztalt diagramu fazowego jest zdeterminowany pradacy entalpii mieszanidh*S® i AR,
przy czym maliwe s trzy typy diagramow fazowych przedstawione na By$8.

FREE ENERGY —

TEMPERATURE —~

T T T
s [
T T2 T2
T' LIQUID LIQUIW %LIQUID
SOLID ‘% WSOLTD SOLID
70 RN
7z y Wv )

A

a) AhXS(|) > AhXS(S)'
Rys. 2.18. Schematyczne diagramy fazowei® > 0. Zrédto: Fig. 3.20. [1].

B

A Xg—

B

b) AhXS(|) ~ AhXS(S)'

A

B

C) AhXS(|) < AhXS(S)'

Rozwamy krzepn¢cie roztworu o skiladzie poatkowym X, przy statym strumieniu
oddawanego ciepta w przypadku diagramu przedstagioma rys. 2.18a, ktory zostat pokazany w
powigkszeniu na rys. 2.19a. Po giieciu temperaturyl; roztwor staty o skltadzie wyznaczonym
przez przegicie linii stale] temperaturyl; z solidusem staje ginasycony. Po quasistatycznym
ochtodzeniu do temperatufl, caty uktad ulega zestaleniu zachoweupomogeniczny sktao.
Nastpnie, po ochtodzeniu do temperatdryroztwor stalty zaczyna uleg@ozdzieleniu na fazy i
B o sktadach wyznaczonych przez prze@ linii stalej temperatury z solwusem. Wymienione
momenty pojawienia gilub zaniku fazy odpowiadajskokowym zmianom nachylenia krzywej
chtodzenia na rys. 2.19b. W praktyce zatamanievegychtodzenia w temperaturZg czsto nie
jest wyranie widoczne z powodu powolém dyfuzji w fazie statej.
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COMPOSITION TIME
(a) (b)
Rys. 2.19. Krzeprrie dwusktadnikowego roztworu regularnego, w ktorym

ARSO > 0, ARSO > 0 | ASD < ARS®), ) Sciezka chiodzenia na diagramie
fazowym. b) Krzywa chtodzenia dla statego strumaeriepta oddawanego przez
ukiad.Zrédto: Fig. 3.21. [1].

2.6.5. Punkt inwariantny

Jezeli podczas przégia fazowego ciecz-ciato state w ukladzie dwuskiohvym skiad
poszczegolnych faz zmienisg sy sposéb cigly, to temperatura zmieniacsiakze w sposob agty,
a pocatek i koniec procesu na krzywej chtodzens@awadoczne jako punkty zmiany nachylenia.
Zaktadajc, ze cinienieP = const. uktad podczas krzegria maf = 1 stopi@ swobody.

Mozliwe s takze przemiany, w ktérych liczba stopni swobddyO, co odpowiadpunktowi
inwariantnemu na diagramie fazowym. Taka sytuacja zachodzi gdy:

1) efektywna liczba sktadnikow zostanie zredukowaneden, np. gdy faza stata i ciekla mtgn
sam sktad (krzepacie/topnienie kongruentne).

2) liczba faz o rénych sktadach zostanie zkszona o 1, np. z powodu reakcjigaizy dwoma
fazami, ktora prowadzi do pojawieni& $izeciej fazy, albo gdy jeden faza macierzystalzoda
si¢ na dwie rane fazy.

W uktadach dwusktadnikowych szczegolnie popularest przemiana eutektyczna w ktorej
krzepracy roztwér ciekty [V rozdziela sj na dwa roztwory state:

chtodzenie

L0 ——— 4+ <@

ogrzewani
Zachodzenie przemiany eutektycznej zmmy wyja&ni¢ postugujc sk modelem roztworu
regularnego, w ktérymdh*® > 0 a ponadtaAh**® jest znacznie wksze ni AhSY, gdzie )
oznacza solid,l)-liquid. Przemiana eutektyczna zachodzi przy pgwstalonej temperaturze, w
ktdrej istnieje wspoina styczna do krzyvgdj(Xs) oraz obu funkcjg®(Xs) i g®(Xs) jak pokazano
na rys. 2.20 dla temperatufls. Sklad eutektyczny wyznacza napgua mozliwag temperatuy
topnienia/krzepricia uktadu.

Gdy podczas chiodzenia stopdéw o sktadach ALLOY A ALLOY 3 na rys. 2.21 zostanie
osiagnicta pozioma linia reakcji eutektycznej, temperafunaostaje stata dopoki wspotistridjzy
fazy, sklad powstagych faz statych wyznaczajpunkty ,j” oraz ,|I” na diagramie fazowym, a
wzgledne ilgsci faza i 3 51 okreslone przez reggtdzwigni.
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FREE ENERGY —

TEMPERATURE

A g D) 4 Xg™ B

Rys. 2.20. Ukiad eutektyczny; < T, < ... <Ts. @) Krzywe funkcji Gibbsa dla fazy ciekid))(
i dwdch faz statychd) i (B). b) diagram fazowyZrédto: Fig. 3.22. [1].

l
A 5 3 Ls s
- FALLOY 2 ALLOY 3 70%B
% 1 LS \LS %
B w ALLOY | i
3 \ 5 " /
1 \Ls Ls\ss \ SRR /=
- LS+S E o T éi%s
R NI\
i.: z 90%8
SS\+S$ s%
SSO,+S§; R
SS, o
SSB
R 82'%8B
» 80
czas
SSp
80%8B
SSq 25%B
a) b) LS SSa dotted areas

19%B 7%8B $Sp 80%B
dark lines

Rys. 2.21. Krzeprcie uktadu eutektycznego dla trzech przyk{radowydackiw.
a) Krzywe chtodzeniab) diagram fazowy z uproszczstinia solwusuzrodio: Fig. 3.23. [1]
(LS - liquid solution, SS — solid solutian)

Linia solwusu na rysunku 2.21b zostata przidnia prostoktem. W rzeczywistych uktadach
linia ta mae by nachylona, co prowadzi do zmian w skladzie faajestomoéwionych wczamiej
na przykfadzie rys. 2.19a.

Linia reakcji eutektycznej mie skgat na diagramie fazowynzalo sktadu odpowiadagego
jednemu czystemu skladnikowi (np. w uktadzie Al4§5. 2.22) lub rozagat sic w catym zakresie
sktadow 0...100%.
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Rys. 2.22. Diagram fazowy ukitadu Al-Si i przyktadmstruktura fazy statej zawiesag]
80% Al i 20% Si (Si - wiksze czarne ziarnajrodio: Fig. 3.25. [1].

Jezeli w uktadzie eutektycznym jeden z czystych skieéw ma dwie odmiany alotropowe,

np. sktadnik A na rys 2.23, to oprécz przemianyektycznej Lo S + S w temperaturzels,
mozliwa jest takke analogiczn@rzemiana eutektoidalnacatkowicie w fazie:

fo+9.

! LIQUID

T N - o

TEMPERATURE

Rys. 2.23. Diagram fazowy z przemaagutektycza w
B temp.Ts I przemian eutektoidala w temp.Ts.
COMPOSITION Zrodto: Fig. 3.26. [1].

W uktadach, w ktérych wyspuje niemieszalnd w fazie cieklej, zachodzprzemiana
monotektyczna

chtodzenie
|_(1) —_— > |_(2) + S(l)_
ogrzewani
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W uktadach, w ktoérych wyspuje przemiana montektyczna, zazwyczajzlme s takze inne
przemiany inwariantne, jak pokazano na rys. 2.2&aktesie temperatdi ... T dwie cieczen i B
tworza osobne warstwy, natomiast w temperaturBchTC ciecze te tworzjeden roztwor.

Podczas chlodzenia sktadu monotektyczngow temperaturze™ nastpuje rozdzielenie
fazy cieklej L na L’ i S”. Dalsze chtodzenie przesuwa skfad faZynlkierunku wikszego udziatu
sktadnika A oraz sktad fazy “Sw kierunku wikszego udziatu sktadnika B. W momencie
osigniccia temperatury eutektyczn®j sktad ostatnich kropli fazyAwynosiXE.

LIQUID
7€ -
LIQUID Y
( AR
w ALY Lauo
S ™ — B-
&
G| oy
weog (s"+L")
s |3
F el
O | o
1
s"+s”)
;
\ - -
A x¥ Xt B Rys. 2.24. Diagram fazowy z przemaamonotektycza w

COMPOSITION temp.T i eutektyczn w temp.TE. Zrédto: Fig. 3.27. [1].

Kolejnym typem trojfazowej przemiany inwariantnegiprzemiana perytektyczna
chtodzenie
L(l) + S(l) — > 5(2)

ogrzewani
Uklady perytektyczne powstgjprzy duej réznicy temperatur topnienia dwdch czystych
sktadnikéw, np. MnO o temp topnieniaa = 1785°C i Fell,g = 1365°C (rys. 2.25). W uktadzie
perytektycznym minimum krzywej funkcji GibbggXg) dla fazy ciekiel przypada na osfg poza
minimami dla dwoch faz statychr i S (dla poréwnania: w uktadzie eutektycznym minimuta d
fazy ciektej ley pomiedzy minimami dla dwoch faz statych — rys. 2.20).

Tma LIQUID
Wi
%
g
&
= \ qu
; \ Rys. 2.25. Diagram fazowy z przemagoerytektycza w
AX X s X X Xe X B temp.Tp. Zrodio: Fig. 3.28. [1].

COMPOSITION

Rozwamy teraz rownowagowe chtodzenie stopow mg@h sktadackX; oznaczonych na 2.25:
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» Chlodzenie stopow Xoraz X przebiega w typowy sposéb ze zmianami sktadu faektej i
statej podczas krzepguia. Gdy ukitad sklada sijuz z samej fazy stalej dalsze chtodzenie nie
wptywa na skiad.

> W przypadku sktadow Xoraz % wyskpuja dodatkowo zmiany skiadu w fazie statej, co
omowiono wczéniej na przyktadzie rys. 2.19a.

> Ze stopu % po przegiciu z linia likwidusu zaczyna wyticat sie faza stata € i proces ten trwa
az skitad fazy ciekte] L zacznie odpowiadpunktowic. Nastpnie w temperaturz&, zachodzi
przemiana perytektyczna L 5. S® trwajaca & do catkowitego zaniku obu faz L ora®’S
Dalsze chtodzenie prowadzi jednak do wydzieleniapsiwnej ildci fazy S z SP zgodnie z
linig solwusu.

> W przypadku stopu Xpo zakdczeniu przemiany perytektycznej pozostaje nadnaay f$”
natomiast faza L zanika catkowicie. Podczas datszelfodzenia faza (8 jest przesycona
wzgledem sktadnika B, co prowadzi do powstawanigkszych ildci S® zgodnie z ling
solwusu.

> W przypadku stopu Xpo zakaczeniu reakcji perytektycznej pozostaje nadmiay flazktora
podczas chiodzenia zamarza catkowicie wytwarze§®. Nastpnie na przeeciu z linia
solwusu zaczynasformowanie fazy & wewnatrz obszaréow €.

2.6.6. Faza przejs$ciowa

Powstawanie fazy przajiowej (@ang. intermediate phayg¢est maliwe w obu rozwaonych
wezeiniej przypadkacAh™® < 0 i Ah*® > 0. Faza przégiowa wykazuje odmiernmikrostruktue,
np. atomy substancji rozpuszczonej mogajmowa tylko okreslone lokalizacje w sieci
krystalicznej tworzc uporadkowary podsi€ przenikagca siet rozpuszczalnika.

Typowe przyczyny powstawania fazy prszepwe) s nastpujace:

» wicksza energia wian pomidzy atomami rénych rodzajow ni pomiedzy atomami tego
samego rodzaju,

» znaczna rgnica w strukturach krystalicznych czystych skladmk tzn. réGne typy sieci
krystaliczne lub odmienne wasktm statych sieci.

Jezeli substancje A i B rinia sic znacznie pod wzgtlem struktury elektronowej i powstaje
faza przejcioway, to mana st spodziewd, ze ostre minimum funkcjg”(Xg) przypadnie dla
prostych proporcji jak w zwekach AB, AB, A;B, A:Bj,..., co odpowiada maksimum liczby
wiazaar pomidzy atomami odmiennego rodzaju (rys. 2.26).

W roztworach gdzieAh™ > 0 powstawanie fazy przejowej ma wplyw na obszar
niemieszalnéci sktadnikow (rys. 2.26): bez fazy przepwejy obszar niemieszaldo faz a i 3
przypadatby dla sktadow X .Xp, natomiast powstanie faxyrozszerza ten obszar dg X. Xp.

Rys. 2.26. Typowe zataosci g(Xs) w ukladzie gdzie
AR > 0 i wystpuje duza réznica struktury elektronowej
czystych sktadnikéw A i By oznacza fazprzejciowa.
Zrodto: Fig. 3.31. [1].
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2.6.7. Topnienie kongruentne i niekongruentne

Faza stata i ciekla o tym samym skiladzie mogspoétistnié w rownowadze, o czym
wspomniano ja wczeniej podczas omawiania diagramu na rys. 2.15. Gbacnzgkdnimy take
powstawanie fazy przajiowej, ktéra ma zasadnicze znaczenietdfmienia kongruentnegq tzn.
bez zmiany skfadu.

Przykladowo na rys. 2.27 przedstawiono krzyg(¥g) oraz diagram fazowy dla uktadu z
dwoma przemianami eutektycznymi i faprzegciows y, ktéra mae powstawéa bezpdrednio z
roztopu o tym samym skiladzie. Diagram tego typuiguzs np. ukiad Bi-Te tworzy faz
przegciowa Bi,Tes.

Kongruentny punkt

Punkty eutektyczne  topnieni
t 2N LIQ’U}D/
w
. > T, x L[
5 = -
% a B << I (x \7 =
z ! o T ¥ &
v w b >~ AN
wl S L 1
w S o 3 R
1 L / 6’ X
ri A B L A @ \
) 7 e )
7{l+ 7/ Y+B
\
// \
N B
a) b) Xg

Rys. 2.27. Uktad z fazprzefciowa y powstajca bezpérednio z roztopu.
a) Krzywe g(Xg). b) diagram fazowyZzrodto: Fig. 3.33. [1]

Poniewa obszar stabilnii fazyy na rys. 2.27 jest wzglinie waski, diagramy tego typuasczesto
przedstawiane w literaturze w postaci prostolinipjak pokazano na rys. 2.28. Jak wynika z tego

rysunku czyst faze y mazna otrzyma zaréwno z roztopu o sktadzig, odpowiadajcego sktadowi
fazyy, jak i z roztopu o dowolnym sktadzie pagiizy dwoma punktami eutektycznyidd; i Xeo.

s

A X X, X, B Rys. 2.28. Uproszczona prostoliniowa wersja diagram
rysunku 2.27bZrodto: Fig. 3.34. [1].

Topnienie niekongruentnelub inkongruentne oznaczaze faza stata topi sirozkladajc na
ciecz | faz stah o odmiennych skitadach misubstancja wypiowa. Przyktadowo faza stal
wedtug diagramu na rys. 2.29 rozdziela isa roztwor ciekiyX, i niemal czysty staty sktadnik B.
Przemiana tego typu nosi nagmerytektyczne;.
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Topnienie inkongruentne

% X Rys. 2.29. Topnienie inkongrqentne fazy piaewe]y
'/ w ukfadzie dwusktadnikowyn¥rodto: Fig. 3.35. [1]

Literatura do tematu 2
[1] F. Rosenberger, "Fundamentals of Crystal Grov{Springer 1979).
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Temat 3. Termodynamiczne modele blokowe wzrostu
krysztatéw

W modelach blokowychvzrostu krysztatow wszystkie zjawiska zachgmz na powierzchni
krysztatu zostaty sprowadzone do pazgania i odiczania identycznych blokow fazy statej. Bloki
te mog, znale¢ si¢ tylko w weztach prostej sieci krystalicznej — zwykle prosigici regularnej lub
tetragonalnej.

W _termodynamicznych modelach blokowyebzwaa sk minimum energii swobodnej
granicy faz. Modele znane z literatury ima podziekk ze wzgédu na ograniczenia naktadane na
grubas¢ granicy faz cialo state-faza macierzysta:

1. Model Jacksona — granica o grétigednej warstwy blokow,
2. Model Mutaftschieva — granica dwuwarstwowa,
3. Model Temkina — bez ogranidzdla grubdci granicy faz.

W_kinematycznych modelach blokowyadlmzwaa sk sekwencje elementarnych zjawisk
opisanych poprzezrednie czstotliwosci zachodzenia. Takie modelea gtownie podstaw
komputerowych symulacji Monte Carlo

3.1. Termodynamiczny model Jacksona [1]

W modelu Jacksona roz#ena jest tylko jednaciana (001) krysztatu z uktadu regularnego
lub tetragonalnego. Warunki wzrostu krysztatiopisane dwoma parametrami:
1). Wspdiczynnik Temkinadefiniowany wzorem

40
oO=—,
gdzie 4 - liczba wszystkich bocznychsmdow statych i ciektych danego blokks — stata
Boltzmanna,T — temperatura — srednia zmiana energii na jednoaganie gdy wymieniany jest
blok z obszaru catkowicie statego z blokiem z obszatkowicie cieklego

1
:§(¢ss+q)ﬁ )_cbsf 1 (3.2)

(3.1)

gdzie Py Py, Py s negatywnymi energiami wzania blokébw odpowiednio
solid-solid, fluid-fluid, solid-fluid.

Zrywane §:
4 wigzania solid-solid,
4 wiagzania fluid-fluid,

powstaje:
8 wiazan solid-fluid.

Rys. 3.1.Przemieszczenie bloku statego pierwotnie wbudogamne obszar catkowicie staty.

2). Wspétczynnik chropowacenia kinetycznegupisuje sié nagdows krystalizacji

— Mt “Hs
= , 3.3
P kgT 33)
gdzie:ps — potencjat chemiczny fazy ciektej/gazowang. fluid),
Us — potencjaty chemiczne fazy statan. solid).
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Mozna wykazéd, ze w roztworze doskonatym

B=In1+0), (3.4)
gdzieo jest wzgkdnym przesyceniem fazy macierzystej. Dla niewidikiczesyceé
B=0. (3.5)

Definicja
Roztwor doskonaty (lub mieszanina doskonata) to taktwér (mieszanina), ktéry powsdaj w
izotermiczno-izobarycznym procesie dyfuzji nie dagnzmiany olgtosci i energii wewntrzne;.

W modelu Jacksona jako termodynamiczny stan odmesi@ng. reference state) rozwa
si¢ jednowarstwow granie; faz ztazona z N = Ns + N blokow:
» N blokéw w obszarze w 100% statym oraz
> N blokow w obszarze w 100% ciektym/gazowym.
Energia swobodna takiego uktadu

Fr:uSNS'FlJ.f Ns . (3.6)

Uwaga: w tym rozdziale potencjaty chemiczipg oraz i+ odnosz sig¢ do zmiany funkcji Gibbsa
przy zmianie liczby cgstek o 1. Bywany jest take potencjat chemiczny odnesy sk do zmiany
liczby castek o 1 mol (np. rozdziat 1).

Gdy state i ciekte/gazowe jednostki ulegajymieszaniu energia swobodna jest réwna

F=F"+AUpix — T ASnix, (3.7)

gdzie zakfad si stalg¢ F' podczas mieszania (stédopotencjatdw chemicznych)AUnmix jest
energi mieszaniaASyix jest entropi mieszania.
Energia mieszaniaAUn,x wynika z powstawania wzan typu solid-fluid w miejsce
rozrywanych wazan solid-solid oraz fluid-fluid
AU mix — q)st =kTa st/4, (38)
gdzieNgt jest liczly wigzan pomidzy blokami solid-fluid w warstwie granicznej.

Przyblzenie Bragga-Williamsa
Rozktad statystycznis/N w zaleznosci od parametrove i 3 nie zostat analitycznie znaleziony.
Cechy wspolra wszystkich trzech modeli Jacksona, Mutaftschiensa @emkina jest wykorzystanie
przyblizenia Bragga-Williamsa (zwanegaztprzyblizeniem zerowego &zlu) w celu oszacowania
Ns#/N. Zaklada si catkowicie losowe wymieszanie blokow statych oektych/gazowych. W
konsekwencji prawdopodoliistwo znalezienia bloku statego w pewnym wybranynejsecu nie
zalezy od wypetnienia miejscasiednich i jest rowne utamkowi blokow statycrad wszystkich
blokéw w warstwiexs = NJ/N. Stad wynika,ze

Nt = 4N Xs (1 X9 - (3.9)
Przyblizenie to prowadzi do zawgnego oszacowania licziNg w stosunku do wynikoéw symulaciji
Monte Carlo, wskazggych na preferowanie wzan migdzy blokami jednego rodzaju.

Entropia w termodynamicznym stanie odniesienia \8yno

S'=0. (3.10)
Entropk po wymieszaniu blokow statych i ciektych/gazowyeyznaczymy ze wzoru Boltzmanna
Smix = kg In(g), (3.11)

gdzieg jest liczky sposobdw na ktére nana rozmiéci¢ N = Ns + N¢ blokow w warstwie
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N!

= : 3.12
J Ng! N¢! (3.12)
Dla duzych X stosuje si przyblizenie Sterlinga
In XI'=XIn X=X (3.13)
i otrzymujemy entro mieszania
Six —XsIN X = (L= %) IN(L— %) . (3.14)

Nkg
Wzér Boltzmanna w postaci (3.11) obawije tylko dla stanéw jednakowo prawdopodobnych,
zatem ponownie jest twzyte wspomniane wczniej przyblizenie zerowego edu.
Po podstawieniu wzoréw (3.3), (3.6), (3.8), (3.9)(3.14) do (3.7) oraz rozwigGiu
Nt = (1 - Ng) i ASnix = Snix — S’ otrzymujemy

F Mg
f(X)=——==PX( ~——= ) +a X LX) + X InX; + L— %) In(L— %) . 3.15
(%s) Nk Bs<kBT> Xs (1= %) + X5 InXs + (1= %) In(1— %) (3.15)
gdzie niezaleny od xs wyraz 4/ksT mazna pominé w dalszej analizie funkcjf(xs). Wykres
zalezngci f(xs) dla wybranych wartei parametrowa i B pokazano na rys. 26.3. Mua pokazé,
ze funkcja (3.15) ma jedno albo dwa minima, a krghawarté¢ Bt przy ktérej zmienia giliczba

minimow jest dana wzorem
1-41-2/a j

1++v1-2/a

Berit = i(a 1-2/a +In (3.16)

* W przypadku braku przesycerfia= O:
a < 2 - funkcjaf(xg) ma jedno minimum przys = 0,5; stabilna jest mieszanina blokoéw statych i
ciektych,
a > 2 - funkcjaf(xg) ma dwa minima, ktére przy wzde o daza do granicx; = 0 ix, = 1, tzn.
stabilne g niewymieszane obszary niemal ciekte i osobno algygzemal state.

» Wzrost przesycenif przya > 2 przyczyniagdo zaniku minimum dlas bliskiego 0, co
oznaczaze stabilna pozostaje tylko faza stata i gpgfe szybka chaotyczna krystalizacja.

2
0,1
a=3
a=10 B=0 0
15+ \/
014 -
= - p=0
m 1+ m
X ~ 02+
2 a=5
2
o051 034 =0,2
[ E B
a=3 04+
' =05
0 a=2 B
051
a=1
-05 ‘ ‘ ‘ ‘ -0,6 ‘ : : :
0 0.2 04 06 08 ! 0 02 04 06 08 1

XS - zapelnienie warstv .
XS - zapelnienie warstv

Rys. 3.2.Wykresy funkcjif(xs) danej wzorem (3.15) w zaleosci od parametrowa i (3.

Badanie liczby minimow funkcjif(xs) pozwala na okienie granicznych warkoi
parametréva i B dla ktérych zanikajbariery dla swobodnej krystalizaciji.
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Jedno minimum funkcji f(xs) przy >0
oznaczaze stabilna jest tylko faza stata i nie
14 ma bariery energetycznej dla szybkiej
chaotycznej krystalizacji — qgty mechanizm

12 ¢

081 jedno wzrostu. Naspuje silne chropowacenie
0sf nimum granicy faz.

dwa
041 minima Dwa minimafunkcji f(xs) oznaczaj, ze stabilna

jest zaréwno faza ciekta jak i stata. Wzrost

krysztatu przyp >0 mae odbywa sig przez

o= rozrastanie s§i obszarow prawie statych
2 3 4 odpowiadajcych xs=1 (np. dwuwymiarowe

Rys. 3.3.Liczba miniméw funkcjif(xs) danej zarodki, stopnie) kosztem obszaréw niemal

wzorem (3.16) w zalmosci od wartgci ciektych s bliskie 0).

parametréva i 3.

0,2 +

3.2. Termodynamiczny model Temkina [2]

Model Temkina jest rozszerzeniem modelu JacksokBwym zlikwidowano ograniczenie na
gruba¢ granicy faz. Przyjmuje sidodatkowe warunki brzegowe:
1) X =1 0raz X, = 0. (3.17)
2) Pod kadym blokiem statym znajdujecesblok staty. Zataenie to jest znane jako SOS (ang. solid
on solid). Sid
Xn+1 S Xn (318)
gdziex, = Ns, /N jest utamkiem blokow statych nrtej warstwie.

W modelu Temkina jako stan odniesienia przyjmuje giadky granie¢ faz pome¢dzy
catkowicie wypetnion warstwa nr 0 i pusi warstwg nr 1. Zmiana energii swobodnej Gibbsa
podczas chropowacenia granicy faz

AG = AG;_g +AU i —TAS, iy » (3.19)
gdzie AGs_s jest zmian wynikajaca z zasipienia blokéw statych o potencjale chemicznym
blokami ciektymi o potencjalg; i odwrotnie,AUn,x jest zmian energii wazan pomkdzy blokami
(powsta wiazania typu solid-fluid w miejsce rozrywanychag@ solid-solid oraz fluid-fluid),
ASyix jest entropi mieszania blokéw statych i ciektych.

Podczas chropowacenia granicy faz w warstwie gikowvo statejN(1 - x,) blokéw statych
zostanie wymienionych na bloki ciekte, coawe st ze zmiag potencjatlu termodynamicznego o
AU = s — Us Na jeden blok. Analogicznie pragizenieN x, blokéw statych w warstwie pogtkowo
cieklej powoduje zmiano —Ap na jeden blok. Zmiana wynikgja z przydczania i rozpuszczania

blokéw statych w calej granicy faz wynosi
0

AG¢_g = At N{ > (a- xn)—ixn:l. (3.20)
n=1

n=—co
Energe mieszania blokbw w ramach jednej warstwy wyznagz@ak samo jak w modelu
Jacksona i nagbnie sumujemy energie po wszystkich warstwach

AU iy =kgTaN > x,(1-x,). (3.21)
n=—oo
Z zalaenia SOS wynikaze maliwe konfiguracje blokéw w warstwien¢1l) mog, rozni¢ sie
tylko w miejscach potzonych ponad statymiasiadami zn-tej warstwy. V8rod tych N-x,, miejsc

jestN-xn+1 blokow statych orai(x, — X,+1) blokow ciektych. Std liczba konfiguraciji
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(NX,)! . (3.22)
(N XD TN (X = Xp0)]!
Entropia mieszania dla catej granicy faz

On+1 =

S, = kg In(g) =k n:|‘+|m (N>y)!

e LR (P T{ NIRRT

Wykorzystupc wzor Stirlinga InN! = N In N — N oraz uwzgédniajac warunki brzegowe., = 1 i
X+ = 0 po przeksztatceniach otrzymuje @acsrednie kroki przeksztatéepodano w pracy [2]):

TASyjx =—KTN +Zoo‘,(xn ~ Xn+1) |n(xn - Xn+1)- (3.24)

n=—oo
Po podstawieniu wzoréw (3.20), (3.21) i (3.24) @alQ) otrzymujemy catkowdt zmiarg energii
swobodnej Gibbsa podczas chropowacenia powiergpmumtkowo gtadkiej

ﬁ = Bl: Zol Q= %y) - ixn} +a ixﬂ (L=x,) + i(xn ~ Xn+1) |n(Xn - Xn+1)’ (3.25)
NkBT n=-—co n=1 n=-—oo n=—co

gdziea jest wspoitczynnikiem Temkina, B wspotczynnikiem chropowacenia kinetycznego.
EnergiaAG jest funkcy nieskaiczonej liczby parametrow,. W celu sprawdzenia, kiedy
granica faz bdzie stabilna, nafy znal&¢ minimum AG wzglgdem wszystkichx,. Warunkiem
koniecznym istnienia minimow jest:
0(AG/NKT) _
0 %,

Uktad réwna (3.26) zostat rozwizany tylko na drodze numerycznej [2]. KrzywZa)

przedstawiona na rys. 26.4 rozdziela dwa charastyryne obszary:

1). Pod krzyw B(a) energiaAG posiada jedno minimum wzglem kadegox, — przy >0
mozliwy jest tylko warstwowy mechanizm wzrostu przemuivymiarowe zarodkowanie lub
wzrost spirali wokot dyslokacfrubowe.

2). Nad krzywq B(a) brak minimumAG wzglkkdem x, — brak barier termodynamicznych dla

swobodnego wzrostu krysztatu -a@y mechanizm wzrostu.

(3.23)

0 dla wszystkichx;, . (3.26)

B brak minimum G,
powierzchnia
| niestabilna

% 1 brak bariery dla krystalizacji,
wzrot ciagly,
chropowacenie kinetyczne

0,1

0,01 4
powierzchnia Jackson

0,001 1 stabilna

Temkin
0,0001 +

0,00001

1 2 3 4 L 15 2 25 3 35 a4
Rys. 3.4.Liczba miniméw funkcji AG(x) Rys. 3.5.Porownanie przewidywawg.modeli

danej wzorem (3.25) w zaleoici od  Jacksonai Temkina.
wartasci parametrowa i B.

Zniesienie ograniczena grubé¢ granicy faz w modelu Temkina prowadzi do zaualae]
zmiany krzywej a() rozdzielagcej obszary charakterystycznych mechanizmow wzrostu
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poréwnaniu do analogicznej krzywej w modelu Jacksgednake ksztatt obu krzywych jest
zblizony (rys. 26.5).

3.3. Literatura podstawowa do tematu 3

[1] P. BennemaKONA Powder and Particlenr 10 (1992), str. 25-40.

[2] P. Bennema, G.H. Gilmer, Wrystal Growth: an Introductioned. P. Hartman, North-Holland
Publ., (1973), str. 263-327.

Kopie prac [1] i [2] m@na pobra ze strony internetowe;j:
www.if.p.lodz.pl/marek.izdebski/MC/
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Temat 4. Zarodkowanie krysztatow.

Zarodki krysztatdw powstajna skutek fluktuacji wielkei fizycznych, np. ginienia, skfadu,
itp. Zarodkowanie nazywamy:
» homogenicznym gdy tworacy sk zarodek powstaje w kontakcie z macierzyatza,
» heterogenicznym gdy stabilny zarodek pozostaje na uprzednio egite] powierzchni
(powierzchnia obcego ciata, regego krysztatu lub warstwy).

Teorie zarodkowania:

> teorie klasyczne,

» teorie atomistyczne,

» inne podejcia oparte na rozwkaniach mikroskopowych rown&inetycznych.

Zarodkami krytycznymi nazywamy takie zarodki, ktore majréwne prawdopodobistwo
wzrostu i rozpadu.

4.1. Klasyczna teoria zarodkowania homogenicznego

Zarodkowanie homogeniczne jest zarodkowaniem gpygicym rzadko, wymagagym
wielkich wartgci przechtodzenia. Powstawaniu zarodkéw w fazig hatv fazie ciektej towarzyszy
zmiana funkcji Gibbsa uktadhG

AG =-AGy + AGs, (4.1)
gdzieAGs jest zmian zwigzana z utworzeniem powierzchni zarodka
AGs=0a § 4.2

o jest energi powierzchniovy wiasciwa, S— powierzchnia granicy rozdziatu faz.
AGy jest prag objetosciowa przy kondensacji gazu

AGy =Agy V, (4.3)
gdzie r&nica medzy entalpi swobodn jednostkowej olgjtosci krysztatu i fazy macierzystej
Ag\/:AG‘\/Z(Hk‘Uc)n=Uk‘Uc=AH , (44)
V V V, V,

mol mol
gdzie w przypadku wzrostu z roztworu lub pdgy mozna powazat ze wzgédnym przesyceniem
o zalenoscia AL = RTIn(1 +0) = RT o (ostatnia rowng tylko dla matych wartéci przesyce o).

W _przypadku wzrostu z roztopwdwnowadze fazy statej i cieklej w temperaturze
(ang. equilibrium odpowiadaAgy = 0, natomiast w innych temperaturach

Ag, =Ah, —-TAs, . (4.5)

Przyjmupc, ze entalpia krystalizacjhhy i entropia krystalizacjiAsy na jednostk objetosci nie
zaleza od temperatury (co jest poprawne dla niezbytydh przechtodzge AT) mazemy podstawd

ps, =2V (4.6)
TE
otrzymupc z rownania (4.5)
By, =8h, 1T =80, 2, (.7)
E E

gdzie wielka¢ Ahy 0znacza tutaj utajone ciepto topnienia na jedrositietosci.
Jezeli energia granicy zarodek-faza macierzysta niezgaod jej orientacji, to ze wzgtlow
energetycznych najkorzystniejszy jest kulisty ki§zarodka i woéwczas

AG = —gWSAgV +41T%0 . (4.8)
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AG

AG

Rys. 4.1. Zalenos¢ entalpii swobodnehG tworzenia si
AGy zarodkéw kropel cieczy w fazie pary od wiedkbtych
zarodkowr.

Dla zarodka o promieniu krytycznym

IAC) _ (4.9)
or
i ze wzorow (4.8) i (4.9) wynika,e promié krytyczny zarodka kulistego
20
e =——. 4.10
= ag, (4.10)

Przyrost energii swobodnej ukladu w momencie powistiaia zarodka o wymiarze krytycznym to
praca zarodkowania\ik (energia aktywacji zarodka). Podstawtajrownanie (4.10) do (4.8)
otrzymujemy pra¢ utworzenia zarodka kulistego o rozmiarach krytyem

3
W, = AG, = %"
3Agy

Uwzgledniajac zalenos¢ Agy od temperatury (4.7) we wzorach (4.10) i (4.1tt3ymujemy
_ 20T

A AT’
_ 16mTg

3ANZAT?
Whiosek: ze wzrostem przechtodzenfsT maleje promié krytyczny zarodka oraz praca jego
utworzenia. Szybkie chtodzenie cieczy prowadzi mao duej czstosci zarodkowania, przy
matym rozmiarze zarodkéw, co z kolei prowadzi d@ynywania drobnoziarnistej struktury. Przy
odpowiednio diej szybkdci chtodzenia uzyskuje gstruktue amorficzn,.

Analogicznie do promienia zarodka kulistego zm@ wyprowadzi krytyczma diugasé

krawedzi zarodka w ksztalcie sa@anu

(4.11)

I (4.12)

W, = AG, (4.13)

=— (4.14)

Zaktadajc, ze zarodki nie oddzialywnj wzajemnie ze sa@h na podstawie rozwan
statystycznych mima wyznaczy, ze liczba zarodkéw krytycznych tworzonych w jedn@stk

objetosci na jednostk czasu
3= Cexp{—A—ij, (4.15)
KT
gdzie C jest wspétczynnikiem proporcjonakéw. Ponadto, zarodkowanie ze stopu jest dodatkowo
utrudnione transportem wsimdku lepkim. Uwzgldniajac lepkaé¢ osrodka oraz zaleos¢ AG od
przechtodzenia darwzorem (4.13) otrzymujemy
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AG
J = Aexp - b > ——" |, (4.16)
KT(AT)2 KT

gdzie A orazb — state czynnikiAG,, — energia aktywacji przeptywu lepkiego. Zales¢ dary
wzorem (4.16) przedstawiono na rys. 4.2. Jak @idszybkd¢ zarodkowania dla matych
przechtodzé AT jest bardzo mata, dalej gwaltowniesmee ze wzrostemAT, a nasipnie maleje, co
jest zwhzane ze wzrostem lepém cieczy przy znacznym przechtodzeniu (linia pyzeana).

A

AG,=const.

\
wzrostAG,, ~

ze wzrostenziT = Rys. 4.2. Zaleno¢ szybkdaci tworzenia si zarodkéw od

przechtodzenia.

A 4

4.2. Zarodkowanie heterogeniczne

Zarodkowanie heterogeniczne zachodzi na statych iggeehniach Iub zawiesinach
czasteczek statych. Zarodki heterogeniczne twosk przy mniejszych przechtodzeniach lub
przesyceniach nizarodki homogeniczne.

Istnieja rézne teorie tworzenia zarodkow heteroenicznych. [gdajeopracowana jest teoria
termodynamiczna Volmerav ktérej zaktada sj ze krytyczny zarodek skltadacsduzej liczby
atomow, przy ktérej mna postugiwa sic makroskopowymi wigciwosciami.

Przy zarodkowaniu na ptaskich powierzchniach zdtodepostéa odcinka kuli (rys. 4.3).

Rys. 4.3. Przekrogj zarodka w ksztatcie odcinka kuli
lezacego na ptaskim podta bedacym w kontakcie z
faza macierzyst.

Z rysunku 4.3 wynikaze:

p? =r?sirf@ =r? (1 - cosh), (4.17)
h=r-rcosb=r (1-cos8). (4.18)
Stad obgtos¢ odcinka kuli o promieniu i wysokasci h
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2 3
V= T‘hT @3r —h) =”r?(1— cosB)? (2 + cosh), (4.19)
pole powierzchni podstawy
S =mp®=Tr® (1 - cosh) (4.20)
oraz pole powierzchni czaszy kuli
S, = 2rtrh = 2rr?(1 - coso). (4.21)
Warunkiem istnienia zarodka jest rownowaga eapowierzchniowych

Oap = Ogp + Opg COSO, (422)
gdzie aap, Ogp i0as 3 Whasciwymi energiami swobodnymi [N/m]=[JAh pomicdzy
powierzchniami rozdziatlu odpowiednio: faza pary4dpad, kondensat-podie i kondensat-faza
pary.

Sktadowa powierzchniowa entalpii swobodnej utwoiaezarodka
AGs=S;0a8 + S (0P — AaP). (4.23)
Stad, po podstawieniu wzoréw (4.20), (4.2tikp — aap = —0ag €C0SO z warunku réwnowagi (4.22)
otrzymujemy
AGs = 21tr’(1 - cosB) apg — Ttr(1 - co$0)cosP) Oas =
= 1r¥(1 - cosB)? (2 + cosh) Oas. (4.24)

Skfadowa ohjtosciowa entalpii swobodnej utworzenia zarodka
3

AG, =Ag,V = Ag, ”r? (1- cosB)? (2 + cosh) . (4.25)
Caltkowita entalpia swobodna
AG = AGs + AGy = Tt (1 - c0s8)? (2 + cosB) (r>aias — r>Agy/3). (4.26)
Zaktadajc stal@é¢ kata kontaktoweg® otrzymujemy
% =Tl - cosB)? (2 + cose)(Zr O g — rZAgV)= 0, (4.27)
skad wynika promi@ krytyczny zarodka
M = 4.28
=g, (4.28)
oraz, po odstawieniu do (4.26), energia utworzear@dka o promieniu krytycznym
3
AG, =21l cosB)? (2-+ cosh) 348 (4.29)
3 Agy

Poroéwnujc ta energé¢ z analogicznym wzorem (4.11) dotycym zarodkowania homogenicznego
otrzymujemy
AGP® = x(8) AG]°™, (4.30)
gdzie funkcja
%(6) = %n(l— cosB)? 2+ cosd) (4.31)

jest miara katalitycznej sity podta, mianowicie:

> jezeli aap = agp + 0ag = 6 = 0°,%(0) = 0,AG = 0 i fatwo powstayj ptaskie krople,

> jezeli agp=0dap +0as = 06=180° x(6) =1 i zarodkowanie na podio staje si mato
prawdopodobne.

4.3. Literatura podstawowa do tematu 4
[1] JozefZmija, Podstawy teorii wzrostu krysztatéw, PWN Warsa 1987.
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Temat 5. Komputerowe symulacje wzrostu krysztatbw m etodg
Monte Carlo

5.1. Idea Metody Monte Carlo

W metodzie Monte Carlo (MC) decyzje dotyce przebiegu symulacji zapaglaja podstawie
wartasci liczbowych otrzymanych z generatora liczb (psglasowych. Metoda MC jest stosowana
gtébwnie do modelowania proceséw zbytzzaych, by mana byto przewidzi€ wyniki w sposéb
analityczny, np.:

- symulacje zderzewysokoenergetycznych gztek z jdrem atomowym,
- obliczanie catek oznaczonych z funkcji o niezr@mfunkcjach pierwotnych,
- symulacje ruchu samochodowego wyla migcie.

Przyktad - liczbatjako poleS okregu 0 promieniu 1
Losujemy wspohgdne punktow X, y) przy wyciu generatora o rozktadzie rownomiernym i
zakresie 0...1.

S= 22 kaole .
N

A N S

y 1 4

2 4
. 7 w kole 3 2,667

. X +yr< 1 4 |3

-1 5 3,2

. 0 6 3,333
7 2,857

. o 2 poza kotem 8 3
Xty 21 9 |3111

-1

Rys. 5.1.Przyktadowy wynik losowania did=9. to | 3,142

Dokladna¢ wyznaczenia wartei Ttrosnie ze wzrostem liczby losowvdN.

5.2. Generatory liczb losowych

1). Generatory programowe

W Dbibliotekach standardowych dostarczanych ezykami programowania najegiej
dostpne g generatory multiplikatywno-addytywne obliczeg¢ kolejra wartas¢ pseudolosowx; na
podstawie poprzednigj-; wedtug wzoru

X = (@Xi-1 +b) modm, (5.1)

gdziea, b i ms3 odpowiednio dobranymi statymi. Stadgest wybierana jako da liczba pierwsza.

Przyktadowo, generator liczb pseudolosowych catkgshi z przedzialu 0...(8-1)
dostarczany jako funkcja rand() w bibliotece staddevej kompilatora Borland C++ 5.5 wykonuje
nastpujace dziatania:

X = (2269547 %_; +1)mod2,

RND = (x /2*%)mod2"®,
gdzieRND sa wynikami zwracanymi przez funkgrand().

(5.2)
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2). Generatory sperowe

generator .
S7UMU przetwornik —
: —> analogowo-cyfrowy [ liczb
biatego _ , 1ICZDYy
bity losowe
najmnie;
znacace

Rys. 5.2.Schemat blokowy typowego sgptawego generatora liczb losowych.

5.3. Symulacje wzrostu krysztatéw - skala zadaniai  typowe zalo zenia

Przeprowadzenie symulacji 3D wzrostu krysztatu okmmskopowych rozmiarach (np.
szégcian 1 mmx 1 mm x 1 mm) obejmujcej pelny czas wzrostu przekracza Aneosci
dostpnych obecnie komputerow.

W krysztale NaCl:

» Odlegta¢ miedzy najbliszymi atomami
2,8:10"°m

* Liczba atoméw w krysztale 1 mml mmx 1 mm
(1 mm/2,8-10°m)* = 4,5.10%

» Liczba atomow na powierzchégiany 1 mmx 1 mm
(1 mm/2,8-10°my=1,3-10%

Typowy komputer osobisty:
» Szybkac¢ procesora (na 1 rdag

3-10 cykli/s - ok. 1F zjawisk/s= 9-10° zjawisk/dzie
* Pamgc¢ operacyjna

8 GB=8-10°B

W celu umaliwienia przeprowadzenia pierwszych symulacji naggsmie lat 60-tych i 70-tych XX

wieku przygto szereg zaleen upraszczagcych przebieg symulacji [1,2]:

1. Identyczne jednostki-molekuty fazy statej mazpjmow& miejsca tylko w wztach idealnej
prymitywnej sieci regularnej lub tetragonalnej (rebbdlokowy).

2. Kazda jednostka przestrzeni najedo fazy statej dng. solid) albo fazy ciekiej/gazowep(g.
fluid), tzn. nie ma miejsc pustych ani miejsggainiego typu.

3. Rozpatrywana jest powierzchnia tylko jedémany krysztatu, zwykle o wskaikach (001).

4. Pod kadym blokiem statym znajduje esiblok staly. Zataenie to znane jest jako SOS&n(.
,solid on solid”). W konsekwencji wypetnienie dwokblejnych warstw blokami statymi musi
spetni& nierowndac:

Chi1 =Gy, (5.3)
gdzie C, = Nps/N; Nys — liczba blokéw statych wn-tej warstwie,N — stata liczba wszystkich
blokow w jednej warstwie.

Ponadto izolowany blok catkowicie otoczony cigcie mae nalee¢ do krysztatu; nie stez
mozliwe nawisy blokow statych.
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bloki nie naleace
do krysztatu

nawisy
niedozwolone

inkluzje
niedozwolone

Rys. 5.3.Konsekwencje

(0;,0:1) zalazenia SOS.

5. Zaktada si cykliczne podczenie przeciwlegtych kradzi sciany krysztatu (brak brzegéw), tzn.

Xv+1 = X1, Ywu+1 = X, (5.4)
gdzieM jest dtugdcia boku tablicy opisujcej stansciany krysztatu.

6. Uwzgkdnia st wytacznie oddziatywania mdzy najblizszymi sisiadami.

energia wigzania kowalencyjnego: E ~%

najblizsi gysiedzi

V2 a E-a
ta naskpni najpHEsi
— E~a/ZI Rys. 5.4. Zanik energii wiazania
2a jednostek wzrostu ze wzrostem ich
[ giSled?] odlegiadci na przykiadzie wizania
~a kowalencyjnego.

7. Na powierzchni krysztatu megachodz trzy rodzaje zjawisk:
a) kreacja - przylczenie jednostki wzrostu do powierzchni krysztatu,
b) anihilacja - odkczenie jednostki wzrostu z powierzchni krysztatu,
c) dyfuzja powierzchniowa - symulowana jako przeswgcie bloku na jedm z pozycji
sgsiednich.

5.4. Czestotliwo $¢ zachodzenia kreacji i anihilacji

Czestotliwos¢ zachodzenia procesy zwigzanego z pokonywaniem bariery energii jest
opisana rownaniem Arrheniusa:

Ea
Voexg — , dlag, >0,
Ve =970 ’{ kBTj a (5.5)

Vo, dlag, <0.

gdzie:
Vo - czstotliwosé prob zajcia zjawiska,
Es - energia aktywacji procesu relaksacyjnego piterzk],
ksT —$rednia energia drgetermicznych,
T - temperatura [K].

Wedtug Gilmera i Bennemy [1,2] podczas wzrostusktstu z pary nie wysgpuje bariera
energetyczna dla kreacji, zatemesiotliwos¢ kreacji nie zaley od konfiguracji powierzchni w
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miejscu przydczenia bloku do krysztatu (rys.5.5). Wraz ze wigos ré&nicy potencjatdw
chemicznychAu = s — Us fazy gazowej oraz fazy statejsroe natomiast liczba jednostek wzrostu

zderzajcych sk z powierzchni, zatem cgstotliwos¢ kreacji k' jednostek w miejscu, gdzie liczba
sasiadoéw bocznych jest rownavynosi

ki =k =k =k3 =kj =k ~eM/KT =& (5.6)
gdzie3 jest wspoétczynnikiem chropowacenia kinetycznegefinibwanym wczéniej w temacie 3
podczas omawiania termodynamicznego modelu Jacksona

_ Mt ~Hs
- , 5.7
g KgT -7

gdzie:p; — potencjat chemiczny fazy ciektej/gazowang. fluid),
Hs — potencjaty chemiczne fazy staten@. solid).

Istnienie bariery energetycznej dla anihilacji wgaz przerywania vazan typu solid-solid o
energii ®ss na jedno wizanie oraz z rnicy potencjaltdw chemicznych fazy statej i pary.
Czestotliwos¢  anihilacji ki bloku majcego i najblizszych gsiadow bocznych wzgtlem

czestotliwosci kreacji ki mazna wyrazt wzorem [1]

k™ /K =ex;{% (2-i) —B] (5.8)
gdziea jest wspoétczynnikiem Temkina zdefiniowanym waziej w temacie 3
40 1
oa=—, O=="A\P__+D - , 5.9
kBT 2( ss ff ) sf ( )

gdzie ® oznaczasredna zmiarg energii na jedno wezanie gdy wymieniany jest blok z obszaru
catkowicie statlego z blokiem z obszaru calkowiciezayego/cieklego, za®dss Py, Pss
negatywnymi energiami wkania blokow odpowiednio solid-solid, fluid-fluidsolid-fluid. W
przypadku wzrostu z pary istotna jest tylko enefia

Ze wzgkdu na przycie zataenia SOS (solid on solid) istnienigsgada leacego poniej
bloku statlego przy granicy faz jest zagwarantowaneazdej sytuacji i gsiad ten nie jest

uwzgkdniany w indeksachsymboli k™ i k" .

kreacje anihilacje

potencjat L . .

jednakowo cgsto
- brak bariery
energetycznej

lera

rzadko
- wysoka bar

czesto

Hs

Rys. 5.5.Bariery energetyczne dla zjawisk elementarnych przigscie krysztatu z pary.
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Wedtug Binsbergena [3] zachodzenie zjawisk w rozxh@ojest utrudnione z powodu
wystepowania lepkéci, z ktor zwiazana jest energia swobodh&,, aktywacji przeptywu lepkiego
lub rotacji bloku (rys. 5.6). Catkowita energia ykacji dla przejcia od pewnego stanu o energii
swobodneAG;-; do stanu o energhG; wynosi

E, =G, +1(G, -4, ), (5.10)
gdzie energi\G;-; orazAG; wynikaja z rozwaan nad wazaniami zrywanymi oraz tworzonymi
(rys. 5.7).

AG

—
>

j-1 j J1 i

Rys. 5.6.Energia swobodniatej konfiguracji w przypadku wzrostu krysztatuaztworu [3].

Czestotliwosci kreacji i anihilacji w miejscu przy granicy fatoczonym przek sasiadow bocznych
mozna wyraz¢ wzorami (wzory pochodize z [3] w zmienionym zapisie wg. [1]):

k' =f; EXF{-%(Z-W%}, (5.11)
ki =T EXI{%(Z—i)-g} (5.12)

Wyraz f, mazna interpretowa jako liczly prob zagcia zjawiska w jednostce czasu zmary z
energy swobodi aktywacji przeptywu lepkiegAG,

AG
f, K od £ (5.13)
h KT

1) Przed kreag;j 2) Po kreacji
P D

5 nowych
wiazan
ciekle-ciekte

energia aktywacji
u lepkiego

zerwanie 10
wiazan
state-ciekte

5 nowych
wiazan
state-stale

Rys. 5.7.Bariera energetyczna dla kreacji przy wizie krysztatu z roztworu.
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5.5. Dyfuzja powierzchniowa

W modelu Gilmera i Bennemy dyfuzja powierzchnioyest realizowana jako ztenie
anihilacji z kreacj na jednej z 4-echasiednich pozycji. Cgstotliwos¢ dyfuzji kj z miejsca
otoczonego przezsasiadow do miejsca mggegoj sasiadow bocznych nima wiec wyrazi [1]

kj =rk ki, (5.14)
gdzier jest stad 0 wymiarze czasu, ktgimazna obliczy wykorzystuac rownanie dyfuzji Einsteina
2
D=2, (5.15)
T

gdzie: a — stala sieci krystalicznepg — stata dyfuzji powierzchniowejt = 1kgo jest srednim
czasem miedzy przeskokami dyfuzji powierzchniowej gitadkiej powierzchniSrednia droga
dyfuzji powierzchnioweXs wynosi

Xs=4/Dgl¢ (5.16)

gdzie 1. = 1ky jest srednim czasenxycia jednostki na gtadkiej powierzchni. Po podstaw
i =] =0do (5.14) i wykorzystaniu zwikow (5.15) i (5.16) otrzymujemy

2
r=_Koo =i[§j (5.17)

Zwiazki (5.14)-(5.17) obowizuja dla dowolnych wzoréw opisaggych czstotliwosci k; oraz kj+,

w tym takee dla wzorow (5.11) i (5.12) dotygzych wzrostu z roztworu. Mma wic uzupetnt
model Binsbergena [3], ktéry w swej oryginalnej fa@s nie uwzgtdniatl zjawiska dyfuzji
powierzchniowej.

5.6. Algorytmy symulacji

Spotykane w literaturze algorytmy komputerowych slanji wzrostu krysztatdw metad
Monte Carlo mana podziek na trzy grupy:
1) Algorytmy bez pustych losowia w ktérym decyzje o zdarzeniach wybranych do reali
podejmowane & przez poréwnania liczb (pseudo)losowych z przddaia 0 szerokéciach
zmieniapcych s¢ odpowiednio do zmian stanu powierzchni krysztdfu [
2) Algorytmy z pustymi losowaniamiv ktérym wybér zdarzenia odbywaggprzez poréwnanie
wylosowanych liczb z przedziatami o ustalonych skefciach, natomiast dostosowanie rozktadu
prawdopodobigstwa realizowanych zdanzelo biezacego stanu powierzchni krysztatu uzyskuje si
dzieki dodatkowej decyzji czy wybranezjzjawisko zostanie zrealizowane [1].
3) Algorytm ,waiting list” — zdarzenia wylosowane dla wszystkich zZivaych miejsc na
powierzchni krysztatu umieszczag sna liscie uporadkowanej wg. wylosowanych czasow ich
zajgcia. Po realizacji zdarzenia pierwszego jest onowase z listy i losowane ponownie dla
poézniejszej chwili czasu. Ponadto wszystkie inne zelaia zaléene musz by¢ usungte z listy i
wylosowane ponownie z uwzglnienie zmian stanu powierzchni. Algorytm ,waititigt” nie
bedzie szerzej omawiany w niniejszym skrypcie.

W algorytmie bez pustych losowa(rys. 5.8) wykorzystuje ei tablicz przechowujca
czestotliwosci k; ... ky wszelkich maliwych proceséw dla wszystkich dozwolonych miejsc.
Przyktadowo w modelu Gilmera i Bennemy w wybranyngjstu na powierzchni krysztatu e
zagé szeé¢ réznych proceséw: kreacja, anihilacja oraz dyfuzje ijeomechniowe w czterech
kierunkach. Tak wic dla krysztalu o wymiarach 100100 jednostek wzrostu konieczne jest
przechowywanie 60000 egtotliwosci. Po zrealizowaniu jednego procesu trzeba zakmak
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czestotliwosci ki dla kilkudziestciu proceséw zwizanych z danym miejscem i miejscami
sasiednimi oraz zaktualizowasune K. Uzyskanie diej wydajngci programu wymaga starannego
wyboru takiej struktury danych, ktéra gwarantujetyopalny kompromis midzy szybkécia
aktualizacji i szybkécia wyszukiwania danych.

Wybor zdarzenia
RND |

o L[ T [1K

K, K, ek K

Wykonaj wybrane zjawiskd

A 4
Aktualizuj czstotliwosci k >

Rys. 5.8. Ogdlny algorytm symulacji metadMonte Carlo bez pustych losoiwaW praktyce
podejmowanie decyzji (oznaczone tutaj jako jedekkmaze by rozdzielone na kilka etapow.

W algorytmie z pustymi losowaniami (rys. 5.9) o wybe zjawiska dyfuzji, kreacji albo
anihilacji decyduje poréwnanie liczby losowej z guiziatu 0..1Ymax Z przedziatami o statych
szerokdciach [1]:

(kij )max
= L 1Y max (5.18)
706 e (6 )mae* (K ma
(ki+)max
L =— - 1Y (5.19)
“ (ki )max + (ki )max + (kij )max
Ly = (5 max 1Y ax- (5.20)

(ki+)max + (ki_)max + (ku )max
Na kolejnym etapie symulacji zapada decyzja czy osgWane zdarzenie m® zagc. W
odpowiednim przedzialep, Lk alboLa wydzielany jest podprzedziat o diugdLp jj , La i albo
Lk i albo proporcjonalnej do egtotliwosci zachodzenia zjawiska w wylosowanym miejscu
+ _
o=y L= L Ly=—
P kdmax T KO (K ) mx
Jeli liczba losowa trafi w ten podprzedziat, to powgehnia symulowanego krysztatu jest
odpowiednio modyfikowana, & nie - od razu rozpoczynagsnowy cykl symulacji.
Ze wzgkdu na prost implementag tego algorytmu jego wydajdd@ maze by
konkurencyjna przy niezbyt dych wartgciach parametra. Liczba wygenerowanych zjawisk w
poréwnaniu do liczby losowiamaleje jednak szybko ze wzrostem wécta.

La. (5.21)
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losowanie pozycji na powierzchni krysztatj

!

dnyZJa_ wygenerowanie liczby losowe;j Q.
powierzchniowa | RNDi wybér rodzaju zjawiska | @nihilacja
l O I‘D LK LA IYm:':lX
losowanie kierunku RND 0
dyfuzji z rownomiernym
rozktadem prawd. kreacja
v
i, ] = liczby sisiadow i = liczba gsiadéw i = liczba asiad6éw
dyfundupcego bloku na bloku ciekiego w bloku statego w
_n:jleJSCIU pocatkowym miejscu kreacji miejscu anihilacji
i docelowym + = =
o 8 ®
i *(7') 1 wn v "(7;
czy dyfuzja zajdzie? _T czy kreacja zajdzie? _T czy anihilacja zajdzie?—I
0 | Lp; Lp _ 0Ly, L« i 0[La; L, _
P RND nie FRND-L, ARND-L, -L, | ™
tak | tak tak
»| Wykonanie odpowiednichle
modyfikacji powierzchni start
T

Rys. 5.9.Algorytm symulacji wzrostu krysztatéw wedtug Gilmag Bennemy [1].

5.7. Szybko $¢ i czas wzrostu Sciany krysztatu

W modelu Gilmera i Bennemy szyhi¢owzrostusciany krysztatu zostata zdefiniowana [1,2]
przy wykorzystaniu rénicy strumienia jednostek pragizanych do krysztatl ™ i strumienia
jednostek anihilujcychl

d

=—{I"-17), 5.22
1) (5.22)
gdzie: d - wysoka¢ jednej warstwy blokow,

N - liczba blokéw w warstwie.

Strumieniel *, 1 ~ oblicza s¢ jako sumy czstotliwosci kreacji i anihilacji we wszystkich miejscach
na powierzchni krysztatu

4

1= K"'N, (5.23)
i=0

- =ikaF, (5.24)
i=0

gdzie: NiF - liczba blokéw ciektych przy granicy faz maychi sasiadow,

NiS - liczba blokéw statych na powierzchni krysztatajmeychi sasiadow.
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Poniewa szybka¢ chwilowa R (5.22) cechuje bardzo @y rozrzut wartéci, konieczne jest
usrednienie szybk&i probkowanych co pewien staty, niewielki okreasiz. W modelu Gilmera i
Bennemy czas w uktadzie krysztatu nie zostat jedrdiniowany i aywane g tylko przyblzone
miary czasu takie jak: liczba wylosowanych zdardezba kreacji albo liczba powtonzegtownej
petli algorytmu z pustymi losowaniami.Aywanie takich miar czasu me prowadzt do znacznego
btedu systematycznegwedniej szybkéci.

Algorytm bez pustych losowiadaje maliwosé¢ prostego zdefiniowania czadu, pomkdzy
n-tym i nas¢pnym zdarzeniem przy wykorzystaniu sukin) wszystkich maliwych procesow [4]

1
At, =——. 5.25
"KM (5.25)
Czast uptywapcy w uktadzie krysztatu jest suneczasow castkowych
t=> At,. (5.26)
n
Sredni szybkaé wzrostusciany krysztatu mzna policzy jako
r=daN (5.27)
tN

gdzieAN jest przyrostem liczby blokéw statych w czassie

5.8. Wyniki symulacji MC

Wyniki symulacji MC pokazuj ze warté¢ parametrua zdefiniowanego wzorem (5.9) ma
bardzo silny ptyw na obserwowany mechanizm wzrdasiany krysztatu (rys. 5.10-5.12). Przy
niskich wartdciach a na powierzchniciany rosmacego krysztatu nie obserwujegsivyraznego
uporzdkowania blokow o dalekim zagju (rys. 5.10). Przy diych wartgciach a wzrostsciany
nie zawierajcej zadnych defektow mi@ odbywé si¢ tylko przez powstawianie i wzrost
dwuwymiarowych zarodkow (rys. 5.12). Prg@pwy mechanizm wzrostu obserwujeg silla
a = 3,2, przy czym wptyw drugiego paramefdu(5.7) na mechanizm wzrostu okazuje siato
istotny.

Dwuwymiarowe zarodki powst@ajna powierzchnisciany w wyniku losowych fluktuacii
jednostek wzrostu, przy czym wraz ze wzrostem wartparametrua rosnie krytyczny promig
zarodka odpowiadagy prawdopodobigstwu 0,5,ze zarodek nie rozpadniegsibedzie rosac az
do wypetnienia catej wolnej przestrzeni w danejstiare blokow. Rozmiar tablicy opisigej stan
sciany krysztatlu w pamci komputera powinien l&yznacaco wigkszy od krytycznego rozmiaru
zarodkow. Zastosowanie zbyt matej tablicy waeakniu z cyklicznymi warunkami brzegowymi
powoduje,ze zarodki zrastajsic same ze sa@pzanim osigna rozmiar krytyczny, co prowadzi do
otrzymania niefizycznych wynikéw symulacji (rys13).
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Rys. 5.11.Wzrostsciany (001) z roztworu dla = 3,2; 3 = 0,10; s = la; tablica 50 x 50.

(L Eay, many
i e ey

Rys. 5.12Wzrostsciany (001) z roztworu dla = 5,0;3 = 0,35; s = 1a; tablica 50 x 50.
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Rys. 5.13. Wplyw dlugasci boku tablicy opisujcej sciang (001) krysztatu na otrzyman
bezwymiarow szybkadc¢ wzrostusciany r' =r/(d-f;) dla a =6,0; Xs = Ja; wazrost z roztworu;
powierzchnia bez defektéw [4].

Symulacje MC daj mozliwo$¢ uwzgkdnienia defektow struktury krysztatu poprzez spegja
sposob liczenia bocznychssadow blokéw w wybranych lokalizacjach z dodatkawyskokiem o
+1 w kierunku normalnym déciany krysztatu. Wprowadzenie takiego uskoku tytkowybranym
odcinku na powierzchniciany krysztatlu odpowiada zespotowi dwoch dyslokagiralnych
pofaczonych prostoliniowym stopniem, ktory nazywany tjesédiem Franka-Reada. Przy
odpowiednio daych wartgciach parametrua wokét dyslokacji narastaj spiralne stopnie
(rys. 5.14). Maliwe jest znalezienie takich kombinacji parametréw 3, przy ktérych znaczenie
ma wkcej niz jeden mechanizm wzrostu, np. wzrost spirali wakgdlokacji oraz dwuwymiarowe
zarodkowanie (rys. 5.15). Mikrostruktura powierzicprzewidywana przez symulacje MC znajduje
potwierdzenie w obserwacjach krysztatow pod mikopsm sit atomowych (rys. 5.16).

a)a=70,=0,5; X=0, b) 0 =9,0;3=0,9; Xs=0.
Rys. 5.14. Wzrost sciany (001) z roztworu, tablica 250 x 250, powiéwza ze zrodiem
Franka-Reada. Wzro&tiany odbywa si przez wzrost spirali wokot dyslokacii.
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a) a=55 =03 Xs=0, b) a=7,0;B=1,0; Xs= 0.

Rys. 5.15. Wzrost sciany (001) z roztworu, tablica 250 x 250, powidwza ze zrodiem
Franka-Reada. Do wzrostgiany przyczynia i zarOwno wzrost spirali wokét dyslokacji, jak i
dwuwymiarowe zarodkowanie.

% > o iy S <
a) Spirala wokoét dyslokacji oraz zarodki 2D.  b) Wzrost przez dwuwymiarowe zarodkowanie.
Rys. 5.16. Sciana rosacego krysztatu pod mikroskopem AFM (atomic forcecmscope —
mikroskop sit atomowych)Zrodio: K. Maiwa, M. Plomp, W.J.P. van Enckevort, Bennema,
»,AFM obserwation of barium nitrate {111} and {10Ghces: spiral growth and two-dimensional
nucleation growth”, J. Crystal Growth, vol. 186 989, str. 214-223.

(aJ

W przypadku ciglego mechanizmu wzrostgciany krysztatu (niskie warfoi o) szybka¢
wzrostusciany rgnie niemal liniowo ze wzrostem paramefrfrys. 5.17.a). Zwazek parametr{s z
przesyceniem roztworu lub pary podano vécrey we wzorze (3.4). Zeli na powierzchni
rosracego krysztatu nie wygbuja zadne defekty sieci krystalicznej, to dla odpowiedduzych
wartcéci a mazliwy jest tylko wzrost przez dwuwymiarowe zarodkowa przy czym wzrost ten
obserwowany jest dopiero po przekroczeniu pewraeigenej wartéci przesycenia (rys. 5.17.b).

Obecnd¢ stopni na powierzchriiciany krysztatu, np. spiralnych stopni naragtggh wokoét
dyslokacji srubowej, umaliwia wzrost scian krysztatu take przy matych przesyceniach. Wzrost
przez przemieszczaniegsstopni odpowiada liniowej zataosci szybkdaci wzrostur' od 3 na rys.
5.18. Przy daych wartgciach B zaleenos¢ ta staje s silnie nieliniowa, co oznaczaze
dominugcym mechanizmem wzrostu staje divuwymiarowe zarodkowanie.
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a). Chgty mechanizm wzrostu. b). Warstwowy mechanizm wzrostu.
Rys. 5.17.Wplyw parametry3 na bezwymiarow szybkad¢ wzrostur' =r/(d-f;) sciany (001) bez
defektéw opisanej tabkc60 x 60, Xs = 1a, wzrost z roztworu.
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Rys. 5.18. Wplyw parametruB na bezwymiarow szybka¢ wzrostur' =r/(d-f;) sciany (001) z
pojedynczym prostym stopniem, tablica%60, Xs = 1a, wzrost z roztworuSciarg z pojedynczym
prostym stopniem mima rozwaa¢ jako maty wycineksciany ze spiral wokét dyslokaciji w duaej
odlegtaici od osi dyslokaciji.

Przedstawiony powe] prosty model symulacji wzrostu jedngiany krysztalu metad
Monte Carlo zostat opracowany na patkn lat 70-tych XX wieku. Model ten w paiejszych
latach wykorzystywano wielokrotnie jako podstawlo budowy bardziej zimnych modeli
uwzgkdniajgcych miedzy innymi:

» krysztaty wielosktadnikowe,

» wzrost limitowany dyfuzj objetosciowa,

» zastosowanie fraktali do opisu ksztattu krysztatow,

» oddziatywania kolejnychasiaddw,

» domieszki blokujce wzrost,

» ukfady krystalograficzne inneanregularny i tetragonalny.

Obecnie w literaturze wegt brakuje prac pavieconych symulacjom Monte Carlo bez
zalazenia SOS, ktore powinny ummiwi ¢ przeprowadzenie symulacji w petnie tréjwymiarowych
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5.9. Czy podej $cia kinetyczne i termodynamiczneis g roéwnowa zne?

Modele blokowe granicy krysztal-faza macierzyst&gr& s znane z literatury, mma
podziel¢ na dwie grupy:
» modele termodynamiczne w ktérych badane jest minimum energii swobodrep (funkcji
Gibbsa). Najbardziej znane z literatugyrsodele Jacksona i Temkina (omowione w temacie 3).
» modele kinetyczne gdzie rozwaana jest sekwencja elementarnych zjawisk zacioydh
kolejno na powierzchni krysztatu. Obecnie istnidigo odmian modeli kinetycznych, ktore s
wykorzystywane gtéwnie jako podstawa do przeprowsadz symulaciji metadMonte Carlo.

Obie grupy modeli prowadzdo przewidywania dwéch odmiennych warunkow wzrdstisztatu:
1) wzrost cagty (ang. continuous growjh
2) wzrost warstwowydng. layer growth

Symulacje MC oraz modele termodynamiczne prowagadnak do wyranie odmiennych

przewidywa w zakresie warunkow prowagtz/ch do okrélonego mechanizmu wzrostu

(rys. 5.19). Sformutowanie jednoznacznego wnioskupmayczynach tych rozhieosci jest

utrudnione z powodu naktadania przyczyn co najmniej dwoch fundamentalnychnio:

» odmienne podégia termodynamiczne i kinetyczne,

* przyblizenie Bragga-Williamsa (3.9)zywane w modelach termodynamicznych albo tablica
przechowujca informaag o uporadkowaniu blokéw dalekiego zagiu w symulacjach MC.

— model
Temkina

— Monte
Carlo

01 +

0,01 +

sciany krysztatu (001) wedtug termodynamicznego nodemkina oraz wedtug symulacji Monte
Carlo. Przewidywania symulacji MCy ardzo zblione dla przypadkéw wzrostu z pary oraz z
roztworu.
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