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Przed zapoznaniem si¢ z instrukcjq i przystgpieniem do wykonywania cwiczenia nalezy
opanowac nastepujgcy materiat teoretyczny:
1. Dwojtomno$¢ kotowa naturalna oraz indukowana polem elektrycznym i ich opis
tensorowy [1-6].
2. Dwojtomnos¢ liniowa naturalna oraz indukowana polem elektrycznym (efekty Pockelsa
i Kerra) i ich opis tensorowy [3-7].
3. Rachunek macierzowy Jonesa [2,7].

1. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest pomiar aktywnoS$ci optycznej indukowanej przylozonym polem
elektrycznym malej czgstotliwosci w  wybranym oleju pochodzenia naturalnego Ilub
syntetycznym. Pomiary odbywaja si¢ w ukladzie zlozonym z lasera He-Ne, badanej probki
umieszczonej pomiedzy liniowymi  polaryzatorami, oraz fotodetektora $wiatla
przechodzacego. W celu poprawy dokladno$ci pomiarow wykorzystano komputer do
automatycznego sterowania precyzyjnych silnikow krokowych ustawiajacych orientacje
polaryzatoréw i rejestrowania wynikéw pomiardw nate¢zenia Swiatta przechodzacego. Zakres
¢wiczenia obejmuje zestawienie uktadu pomiarowego, ustawienie optymalnych orientacji
elementow optycznych oraz przeprowadzenie pomiaréw i ich opracowanie.

2. Zagrozenia

Rodzaj Brak | Mate | Srednie | Duze

zagrozenie elektryczne +

zagrozenie optyczne +

zagrozenie mechaniczne (w tym akustyczne, hatas)

zagrozenie polem elektro-magnetycznym (poza widmem optycznym)

zagrozenie biologiczne

zagrozenie radioaktywne (jonizujace)

zagrozenie chemiczne

+ |+ |+ [+ |+ |+

zagrozenie termiczne (w tym wybuch i pozar)

Uwaga: w ¢wiczeniu wykorzystywany jest laser o pracy ciagtej klasy 3B, emitujacy $wiatto
czerwone o dhugosci fali 632,8 nm i mocy wyjsciowej do 15 mW. Zabronione jest kierowanie
wiazki §wiatla laserowego w strong oczu.

3. Wprowadzenie teoretyczne

3.1. Tensorowy opis wlasciwosci optycznych

Aktywno$¢ optyczna jest wlasciwoscig niektorych substancji, ktora polega na skreceniu
plaszczyzny polaryzacji $wiatta spolaryzowanego liniowo. Wektor indukcji elektrycznej D
w jednorodnym, aktywnym optycznie, niemagnetycznym (ur = 1) o$rodku mozna zapisac jako

[1]
D = gy{Re[e]€+1G X &}, 1)

-3-
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gdzie ¢o jest przenikalnos$cig elektryczng prozni, Re[g] jest symetryczng czescig rzeczywistg
tensora wzglednej przenikalnosci elektrycznej osrodka, ,,i” oznacza jedno$¢ urojong, oraz
G =[Gy, G2, G3] jest wektorem skrecenia o sktadowych rzeczywistych. Jezeli € we wzorze
(1) opisuje natgzenie pola elektrycznego o czgstotliwosciach optycznych, to Re[e]
reprezentuje dwdjlomnos¢ liniowa, natomiast G aktywnos$¢ optyczng osrodka.

lloczyn wektorowy G x € mozna zawsze przedstawic jako iloczyn [G]E, gdzie [G] jest
antysymetrycznym tensorem ztozonym ze sktadowych wektora G [1]

0 -G G
[Gl=(G 0 =Gy )
-G, G 0
co pozwala na zapisanie rownania (1) w postaci
D = gyfRe[e] + i[G]}E = g[¢]€E, 3)

z ktorego wynika, ze [G] jest antysymetryczng urojong czescig catkowitego hermitowskiego
tensora wzglednej przenikalnosci [&].

Wektor skrecenia G dla kierunku propagacji $wiatta danego wektorem jednostkowym s
oblicza si¢ jako [1]

G = [g]s, 4)

gdzie [g] jest symetrycznym pseudotensorem skrecenia.

Jezeli o$rodek podlega dziataniu pola eklektycznego E stalego, albo o matej
czestotliwosci, to pseudotensor [g] wyraza si¢ poprzez rozwinigcie jego sktadowych gij w
szereg potegowy wzgledem sktadowych nat¢zenia pola [3-6]

0

gdzie gf.](.)) sa sktadowymi pseudotensora skrgcenia opisujacymi naturalng aktywnos$¢ optyczna,
natomiast yix i Bix sa sktadowymi pseudotensorow liniowej i kwadratowej aktywnosci
optycznej indukowanej polem (ang. linear and quadratic electrogyration tensors).

Przytozone pole elektryczne E wptywa takze na tensor Re[g]. Zamiast bezposredniego
rozwinigcia tego tensora w szereg analogiczny do (5), tradycyjnie wykorzystuje si¢ tensor
nieprzenikalnosci elektrycznej [B] zdefiniowany jako odwrotnos¢ tensora [g]

[B] = [¢]~". (6)

Rzeczywista symetryczna cze$¢ tensora [B] dla czgstotliwosci optycznych [3-7]
0
Re[Bl-j] = Re[Bi(i )] + rEy + quklEkEl + o )

gdzie Re[Bng) sg sktadowymi opisujacymi naturalng dwojlomno$¢ liniowa, natomiast Fijk |

gijk sa sktadowymi tensoréw liniowego 1 kwadratowego efektu elektrooptycznego, zwanych
takze efektem Pockelsa i efektem Kerra.

Wykorzystujgc definicj¢ (6) oraz hermitowski charakter tensorow [B] i [g], mozna
wykazaé, ze urojona antysymetryczna czes$¢ tensora [B] dana jest wzorem [8]

Im[B] = —(Re[BD[G](Re[BD). (8)
Z.SQ), f.;)), Yiik 1 Bijki zaleza
od elementow symetrii danego os$rodka. Symetrie osrodkow amorficznych opisane sg przez
grupy Curie, ktorych cechg charakterystyczng jest wystgpowanie osi symetrii o nieskonczone;j
krotnosci co. Wyroznia si¢ 7 grup Curie o symbolach: oo, co/m, 002, com, co/mm, cooo, 0raz cocom

Postacie tensorow o sktadowych B;;”, Tijk, Qijki oraz pseudotensoréw g
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[3]. Osrodki izotropowe posiadajg osie symetrii co we wszystkich kierunkach, co odpowiada
dwom grupom ooco 0raz cocom. Ponadto, gdy czasteczki, z ktdrych zlozony jest osrodek sa
tozsame ze swoim zwierciadlanym odbiciem, osrodek posiada takze ptaszczyzne symetrii m,
tak wiec symbolem jego grupy symetrii jest cooom. W przypadku osrodka izotropowego
ztozonego z czasteczek np. o ksztalcie sprezyn prawoskretnych, ptaszczyzna symetrii m nie
jest elementem symetrii osrodka, gdyz transformuje dany osrodek na inny osrodek ztozony ze
sprezyn lewoskretnych. Pozostate 5 grup Curie opisuje osrodki wykazujace pewien stopien
uporzadkowania orientacyjnego czasteczek w kierunku pojedynczej osi .

W tym ¢wiczeniu badana jest ciecz wykazujaca naturalng aktywnos$¢ optyczna, tak wiec

nalezy rozwazy¢ trzy grupy oo, o2, oraz oo, dla ktorych pseudotensor gg.)) nie ulega

calkowitemu wyzerowaniu. Nastgpnie mozemy wykluczy¢ grupe o najnizszej symetrii o,
ktora posiada tylko jeden element symetrii w postaci 0si oo||Z. Zauwazmy, ze W przypadku tej
grupy, brak dodatkowych osi symetrii 2 oznacza uporzadkowanie czasteczek cieczy
Z wyrdznionym zwrotem wzdluz osi . Poniewaz w tym ¢wiczeniu ciecz jest badana
wyltacznie w warunkach, ktore nie tamig symetrii wzgledem zmiany zwrotu osi oo, nie ma
podstaw do dalszego rozwazania tej grupy. Wybdr pomigdzy pozostalymi grupami coco oraz
002 nie jest jednoznaczny i zalezy od etapu wykonywanego doswiadczenia:

1. Jezeli ciecz jest nalana do szerokiej szklanej lub plastykowej kuwety o gladkich $ciankach,
mozna przyjac, ze oddzialywanie czasteczek cieczy z materialem kuwety nie powoduje
znaczacego uporzadkowania orientacyjnego czasteczek cieczy. W takiej sytuacji nie
istnieje zaden wyrdzniony kierunek, co odpowiada symetrii coco. Postacie tensorow
opisujacych naturalng aktywno$¢ optyczng i dwojlomnos¢ liniowg w grupie ooco
przedstawiono w Tabeli 1.

2. W przypadku gdy ciecz jest umieszczona pomigdzy metalowymi ptaskorownolegtymi
elektrodami, elektrody nawet przy wylaczonym napigciu moga wywota¢ pewien mierzalny
stopien orientacyjnego uporzadkowania czasteczek poprzez bezposredni kontakt z ciecza,
co odpowiada obnizeniu symetrii do c02. Ponadto zastosowane sinusoidalnie zmienne pole
elektryczne o czestotliwosci rzedu kilkuset Hz powoduje dodatkowe porzadkowanie dipoli
elektrycznych indukowanych w czgsteczkach w kierunku linii pola. Z powodu wysokiej
lepkosci badanej cieczy, porzadkowanie orientacyjne wywotane polem elektrycznym
zachodzi wolno w porownaniu do okresu oscylacji pola i moze utrzymywac si¢ przez wiele
minut po wylaczeniu pola. Mierzony w tym c¢wiczeniu efekt aktywnosci optycznej
indukowanej zmiennym polem elektrycznym mozna wigc rozpatrywac jako efekt
spowodowany gtownie deformacjg chmury elektronowej w przytozonym polu, ktory
obserwujemy na tle niemal statycznych efektow wynikajacych z orientacyjnego
uporzadkowania. Postacie pseudotensoréw opisujacych aktywnos$¢ optyczng naturalng
i indukowang dla o$rodka o symetrii o2 przedstawiono w Tabeli 2, natomiast tensoréw
opisujacych dwojtomnos¢ naturalng i indukowang w Tabeli 3. Wszystkie tensory w
tabelach 2 i 3 zapisano w uktadzie wspotrzednych XYZ z osig optyczng Z||oo, natomiast
kierunki osi X 1 Y mozna wybra¢ dowolnie w ramach prostopadlego uktadu
wspotrzednych.

Poniewaz w o$rodku cieklym orientacja osi optycznej Z podaza za kierunkiem linii
pola elektrycznego E, z postaci tensorow wynika, ze obserwacja efektow liniowych w tych
warunkach nie jest mozliwa, natomiast wérod wspotczynnikéw efektow kwadratowych
dostepne do pomiaru sg tylko P13, B33, Qi3 i Q3.
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Tabela 1. Postacie pseudotensora gg)) I tensora Re[ijO)] dla o$rodka o symetrii cooo [3].

Symbol ng oznacza wspdtczynnik zatamania §wiatla przy braku przytozonego pola.

Naturalna aktywno$¢ Naturalna dwdjtomnos¢
optyczna g}’ liniowa Re[B,-S-O)
0
g, 0 0 ng> 0 0
0 g7 o0 0 mg? 0
lo o g(101)J 0 0 np?

Tabela 2. Postacie pseudotensorow gl(.jo) i vijk [3] oraz Biju [9] dla osrodka o symetrii ©2. Ze

wzgledu na symetric wiasng e[V?]V pseudotensora yik i symetric (e[VZ])[V?] dla Bij
zastosowano skrocong notacj¢ par indeksow, ktoére moga by¢ zamieniane 11 — 1, 22 — 2,
33—53,23=32—-4,13=31—-5,12=21—-6[7].

Naturalna aktywnos¢ Liniowa indukowana Kwadratowa indukowana
optyczna gl_(]‘_’) aktywno$¢ optyczna vijk aktywno$¢ optyczna Bijk
© 9 0 [0 00 By By By 0O 0 07
S 0 0 0
0 SN B By B3 0 0 0
0 By Bs Bss
0o 0 g Yy O 0
&3 B o 0 0 0 B, 0 0
14
0 0 0 0 0 B, O
0 0 0 0 0 B
gdzie Bes = Y2( P11 — P12)

Tabela 3. Postacie tensorow Re[Bl-S-O)], rijk oraz gijk [3] dla o$rodka o symetrii 2. Ze wzgledu

na symetri¢ whasng [V?]V tensora rij i symetrig [V?]? dla giju zastosowano skrécona notacje
par indeksow, ktore mogg by¢ zamieniane 11 — 1, 22 -2, 33 —3, 23=32 -4,
13=31—-5,12=21 -6 [7].

Naturalna dwojtomnos¢ Liniowy efekt Kwadratowy efekt
liniowa Re[ B© elektrooptyczny rij elektrooptyczny gijui
y
mi 0 0 [0 0 0 411 92 95 0 0 0]
T 8 8 8 9y 9y 93 0 0 0
0 0 ng 45 43 495 0 0 0
e 00 0 0 0 0 0
0 —rI14 0 q44
Lo 0 o 0 0 0 0 ¢, 0
[0 0 0 0 0 gl
gdzie ges = 2(Q11 — Q12)
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3.2. Matematyczny model ukladu pomiarowego

3.2.A. Pomiar naturalnej aktywnosci optycznej

W przypadku probki o symetrii oo, postaé tensorow z Tabeli 1 jest taka sama w
kazdym uktadzie wspotrzednych prostokatnych. Wybor uktadu wptywa natomiast na zapis
wspotrzednych wektora jednostkowego kierunku $wiatta s, co w konsekwencji wptywa na
posta¢ czeSci urojonej zespolonego tensora nieprzenikalno$ci [B]. Przyjmujgc uktad
wspotrzednych xyz, w ktorym wigzka Swiatla laserowego jest skierowana wzdluz osi +z, tzn.
s =10, 0, 1], rownania (2), (4) i (8) dla tensoréw z Tabel 1 prowadzg do

2 4,0

ny ing g,/ 0
— PR 0 —
[B] - —ll’l04g(“) n02 0 [ (9)
0 0 ny?

Stan wigzki $wiatla przechodzacej przez dowolny uklad zlozony z plytek
ptasko-rownolegtych mozna znalez¢ wykorzystujac rachunek Jonesa (Aneks A.1). Rozwazmy
uktad ztozony kolejno z doskonatego polaryzatora liniowego o dowolnym azymucie a,
niedichroicznej probki badanej cieczy o Symetrii coco opisanej tensorem (9), oraz doskonatego
analizatora liniowego o dowolnym azymucie 0. Wedlug rachunku Jonesa, natezenie $wiatta
przechodzacego przez ten uktad wynosi (Aneks A.2)

I =10, {1 + cos[2a — 20 + sgn(g(lol)) ]} (10)

We wzorze (10) Imax jest maksymalnym natezeniem przechodzacego $wiatta, sgn() jest
funkcja przyjmujaca wartos¢ —1 albo +1 zgodna ze znakiem argumentu, natomiast I" jest
r6znicg faz pomiedzy falg wolniejszg i szybszg w probce
2n L

['=——(n—np, (11)
gdzie L jest dlugoscig drogi swiatla w probce, A jest dlugoscig fali $wietlnej, za$ ns i ns sa
wspotczynnikami zalamania odpowiednio fali szybszej (fast) i wolniejszej (slow). Wartosci
wspolczynnikow zatamania wynikaja z tensora nieprzenikalnosci i w przypadku dowolnego
tensora hermitowskiego dane sg wzorami (A.6) 1 (A.7) w Aneksie A.l. Podstawiajac
sktadowe tensora (9) otrzymujemy

1
ng = 5
2 4] (0 (12)
\/n02+n04|g(11)|
1
ng = .
_ 41 (0 13
\/noz—n04|g(11)| (13)

Poniewaz wspotczynnik skrecenia g(lol) jest malego rzedu 1077 [10], zalezno$ci (12) i (13)
mozna z bardzo dobrym przyblizeniem zastagpi¢ przez ich rozwinigcia w szeregi potggowe
wzgledem ny 4| g(lol)| obciete za wyrazem liniowym

1 - 0
ng = ng — 5”0 1 |g(1 1) > (14)

1 1] (0
ns = ng + 3o : |g(1 1) . (15)
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Podstawiajac wzory (11), (14)1(15) do (10) otrzymujemy

I=11a 1 20— 20+ 2L g0
= 5 lmax | I +COS | 200 — +X g (16)

Wedtug wzoru (16), znajdujac réznice 6 —a odpowiadajaca wygaszeniu przechodzacego
Swiatla, otrzymujemy kat ¢ skrecenia ptaszczyzny polaryzacji w probce

o_ "L (0
d) = (e - 0')|1=1min +90° = }\' gll > (17)

gdzie w symbolu + naleZy wybra¢ znak odwrotny do znaku réznicy 0 —a. Znajac kat o,
wspotczynnik skrecenia g11 oblicza si¢ Jako

gV = ¢ [rad] . (18)

3.2.B. Pomiar indukowanej polem aktywnosci optycznej

Sposrod dwoch wspotczynnikow P13 1 Bas, ktore sg dostepne do pomiaru W cieczach,
w tym ¢wiczeniu skoncentrujemy si¢ na Pi13. Pomiar wspotczynnika a3 zostanie pominigty z
powodu wymaganej konfiguracji z wigzkg Swiatta zorientowang rownolegle do linii pola E,
co jest trudniejsze do realizacji. Przyjmujac dalej, ze wigzka $wiatta laserowego jest
skierowana prostopadte do linii pola elektrycznego E||Z, np. s =[1, 0, 0], réwnania (2), (4),
(5), (7)1 (8) dla tensorow z Tabel 2 i 3 prowadza do

not + q13E2 0 0
[B] = 0 ot + q5E° Bss , (19)
0 —Bz3 l’la32 + q33E2
gdzie
0
By = —i (”01 + q13E2)(n03 + q33E2)(g( ) + BBEZ). (20)

Poniewaz wktad iloczynéw typu g(1 1)q E? oraz iloczynéw proporcjonalnych do E* i E® jest

bardzo maty, zostanie on pominig¢ty w dalszych rownaniach

0
By ~ —inging; (g( '+ B,E). (21)

Wspotrzedne XYZ nie sa dogodne do obliczen transmisji $wiatla przez uklad pomiarowy.
WprowadZzmy zatem uktad wspotrzednych Xyz, w ktorym zgodnie z konwencja stosowang w
rachunku Jonesa (Aneks A.1l), kierunek wiazki $wiatla s|jz. O§ X wyznaczajaca umowny
azymut 0°, mozna wybra¢ w dowolnym kierunku prostopadtym do z. Dalej przyjmiemy, ze
pole elektryczne przytozone do probki E|x. Uktad xyz mozna otrzyma¢ z XYZ przez
dokonanie obrotu 0 90° wokot osi Y =Y. Tensor (19) przetransformowany do wspoirzednych
XyZ przyjmuje postac:

n532 + CI33E2 B12
[B] = =B not + 913E2 0 , (22)
0 0 ot + q,5E°
gdzie
0
Biaxyzy) = =Bz = 1 nging; (g( L 313E2)- (23)

-8-
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Wetug wzoréw (22) i (23) pomiar wspdtczynnika indukowanej aktywnosci optycznej P13
wymaga znalezienia konfiguracji uktadu pomiarowego, w ktorej nat¢zenie przechodzacego
Swiatla wyraznie zalezy od skladowej tensora nieprzenikalnosci Bi» (23). Ponadto,
wytlumienie wplywu kwadratowego efektu elektrooptycznego wymaga braku zaleznosci od
sktadowych B11 = B2z 1 Bss (22). Spetnienie obu tych warunkow jednoczes$nie sprawia jednak
trudnosci w pojedynczej konfiguracji uktadu. Mozliwy jest natomiast ukltad o zmiennej
orientacji polaryzatorow, w ktérym wptyw sktadowej Bi» na transmisje $wiatta pozostaje
staty, natomiast wptyw pozostalych sktadowych mozna oddzieli¢ na podstawie pomiaréw
przeprowadzonych przy réznych orientacjach.

Rozwazmy uktad ztozony kolejno z doskonatego polaryzatora liniowego o dowolnym
azymucie o, probki badanej cieczy opisanej tensorem [B] (22), ktéra wprowadza roznice faz I’
pomiedzy fala wolniejsza i szybsza, oraz doskonalego analizatora liniowego o azymucie
ustalonym wzgledem polaryzatora 6 = a + 45°. W dalszej analizie dopuscimy dwojtomnosé
eliptyczng w probcee, ale przy zatozeniu zerowania sie¢ czesci rzeczywistej Re[Bi2] jak we
wzorze (23). Ponadto dopuscimy dichroizm opisany przez amplitudowe wspoétczynniki
transmisji fal wlasnych Tt (fast) i Ts (slow) w probce, ktore nie muszg by¢ rowne. Natezenie
$wiatta | wychodzacego z uktadu jest opisane wzorem (wyprowadzenie w Aneksie A.3):

I T3+ T

I 4

+

+\/§sin(45° ¥ 20) (T — T§) (B, — Byy) +
4 (By1 — B»)? + B1»B,
_1 sin(40) (B, — B»n)?
8 (B11 — B»)? + B1B},
T;T,Im[B,]
V(Bi1 —Bn)?* + BBy,

gdzie gorne znaki w ,,.¥” i ,,+” odpowiadaja 6 =a +45° dolne znaki odpowiadaja
0 =a—45° B, oznacza sprzezenie zespolone z Bio, za$§ lp jest natezeniem $wiatta
bezposrednio za polaryzatorem. Z powodu trudnosci z uzyskaniem idealnie kolowe;j
polaryzacji $wiatla padajacego na polaryzator wartos¢ lp moze znaczaco zaleze¢ od a.
Roéznica faz I powstajaca w probce dana jest wzorem (11), w ktorym wspotczynniki
zatamania nf i ns odpowiednio fali szybszej i wolniejszej sg dane wzorami (A.6) i (A.7)
z Aneksu A.1 ze sktadowymi Bjj (22)-(23).

Podstawienie wzorow (11), (22), (23), (A.6) i (A.7) do (24) prowadzi do wyrazenia,
ktore w ogolnym przypadku jest trudne do analizy. W tym ¢wiczeniu, gdzie badana ciecz nie
jest ciektym krysztatem, mozliwe sg jednak nastgpujace przyblizenia:

(24)
(T% + T? — 21T, cosF) +

sinl",

1. Wspotczynniki zalamania nor i nos wynosza okoto 1,48 podczas gdy ich rdznica nie
przekracza 1077 [10]. W takiej sytuacji mozemy podstawi¢ jedna $rednig warto$é
No = %(No1 + No3) zamiast No1 i No3 W wyrazeniach typu noz + No3 0raz No1Nos.

2. Wspoéltezynniki transmisji Tr I Ts roznig si¢ tylko nieznacznie, co pozwala na zastgpienie

ich jedng S$rednig wartoscig T ="14(Ts+Ts) w wyrazeniach typu T + Tg oraz TiTs.
Uproszczenia tego nie mozna natomiast zastosowa¢ w wyrazeniach zawierajacych roznicg.

3. Relacja By; + By, > \/(BH — By,)? + B|,B], umozliwia rozwinigcie wzordw (A.6) i (A.7)
W szeregi potegowe wzgledem wyrazenia +/ (B;; — B,,)? + By, B}, traktowanego jak jedna
zmienna. Po obcigciu szeregow za wyrazem liniowym i podstawieniu do (11) otrzymujemy
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_2V2nL \/(Bi; — By)? + BB,
A (B11 + Byp)3/?
Ponadto minimalne zaburzenia wartosci B11 i B22 pod wptywem przylozonego pola E nie

wplywaja znaczaco na sume Bi1 + B2, tak wigc mozemy wykorzysta¢ jej wartos¢ przy
braku pola i zastosowac przyblizenie z pkt. 1, otrzymujac

(25)

nLn
A

4. Jezeli droga L nie jest zbyt duza, mozna zastosowal przyblizenie sinI' = I" bez
wprowadzenia znaczacego btedu.

I =

\/(311 — By)? + BB, . (26)

Zastosowanie przyblizen 1-4 i rozwini¢cie Bi> zgodnie ze wzorem (23) pozwala na

przepisanie wzoru (24) w prostszej postaci
I 1
AP
3 +

I

+\/§sin(45° ¥ 20) (72 — T7) By — B11) 4
4\/(Bi1 — B»)? + B1»B];

_1 sin(4a) (By; — Bp)?

8 (B — B»)* + B,B},

nl
(0) 2
i;LnOTZ(gu +B5E )-

(27)

(Tf + T; — 2T(T, cosT) +

Zauwazmy, ze jedyny wyraz we wzorze (27) przydatny do wyznaczenia wspotczynnika P13
jest niezalezny od a. Wzor (27) zawiera jednak takze wyrazy proporcjonalne do sin(45° F 2a)
oraz sin(4a), ktorych nie mozna wyzerowac jednoczes$nie dla zadnej wartosci o, CO 0znacza
koniecznos$¢ przeprowadzenia pomiardw przy wigkszej liczby azymutow a.

W pomiarach wykorzystamy sinusoidalnie zmienne pole modulujace E = Eo sin(ot).
Fotodetektor $wiatta wychodzacego z uktadu wytwarza napigcie proporcjonalne do natezenia
swiatta U ~ |. Napiecie U zostanie rozdzielone na sktadowa stala Uo mierzong woltomierzem
DC i napigcie na wybranej harmonicznej sygnalu modulujacego mierzone woltomierzem typu
lock-in. Otrzymane w ten sposob odczyty odpowiadajg wspotczynnikom szeregu Fouriera
[11] zapisanego w postaci:

U =~ Uy +V2U,, sin(of + (plw) +\2U,, sin(2o)t + (pzm) + - (28)

przy czym pojedynczy woltomierz typu lock-in wskazuje jednocze$nie nieujemne napiecie
RMS Ui, oraz faz¢ @i, z przedziatu (—180°; +180°] dla jednej wybranej i-tej harmonicznej.
Poniewaz w tym d¢wiczeniu wzory (22), (23) i (27) nie zawieraja zadnych wyrazen
proporcjonalnych do E, mozna oczekiwac, ze nie wystgpi modulacja sygnatu na pierwszej
harmonicznej. Wyrazy typu WE?, gdzie W jest wyrazeniem statym, prowadza natomiast do
modulacji na drugiej harmonicznej zgodnie ze wzorem

WE? = WE3 sin’(wf) =

= JWEG[1 — sinQot + 90°)] = (29)

= %E%{W+ | W] sin[2wt — sgn(W)90°]}.
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Z porownania wzoréw (28) i (29) wynika, ze faza drugiej harmonicznej moze przyjmowaé
tylko wartosci —90° albo +90° w zalezno$ci od znaku stalego wyrazenia W. Rozwazenie
bardziej ztozonych wyrazen ze wzordéw (22), (23) i (27), ktore sa jednak zbudowane zawsze
ze skladowych statych i skladowych proporcjonalnych do E2, prowadzi ponownie do tych
samych dwoch mozliwych wartosci fazy. Wygodnie jest zatem wprowadzi¢ glebokosé
modulacji na drugiej harmonicznej jako warto$¢ ze znakiem ,,+” albo ,,—” zaleznym od fazy:

myy, = Sgn((sz) UZw/UO . (30)

Dla niezbyt duzych dhugoéci L roznica T2 — T7 wystepujaca we wzorze (27) jest
znacznie mniejsza od 72 oraz 77 oraz cos I'~ 1, co pozwala na zaniedbanie dwuch wyrazen
w rozwazaniach sktadowej statej Uo ~ lo natezenia | danego wzorem (27)

I 1 2n L
2asr(1254Y). (31)
0

Wspotczynnik g(lol) jest zwigzany wzorem (18) z katem ¢ obrotu ptaszczyzny polaryzacji
$wiatta w badanym oleju, co pozwala na zapisanie wzoru (31) w prostszej postaci

I, 1

e 7°(1 + 26 [rad]). (32)

Iy

W przypadku rozwazania modulacji §wiatta na drugiej harmonicznej, dane doswiadczalne
przedstawione na rys. 1 pokazuja, ze nie mozemy zaniedba¢ zadnego wyrazenia we wzorze
(27). Mozemy natomiast skompensowaé wpltyw niepozadanych wyrazen wykorzystujac ich
okresowa zalezno$¢ od a. Zaktadajac dodatkowo, ze wspotczynnik transmisji T nie ulega
modulacji, wzory (27)-(30) i (32) prowadza do

—7IL +
+_
Vi ms, _ TP (33a)

NLig 1429
o

Wyrazajac amplitude pola jako E, = V2 U, /d, gdzie Um jest zmierzona wartoscia RMS
napiecia modulujacego, za$ d jest dystansem pomiedzy elektrodami, otrzymujemy
nastepujacy praktyczny wzor

A nod o iy,
V2rnL N - U2’
gdzie gorne i1 dolne znaki w symbolach ,+” i ,,¥” dotycza dwoch mozliwych orientacji
analizatora wzgledem polaryzatora zgodnie z konwencja opisana pod wzorem (24). W celu
skutecznego skompensowania wktadu niepozgdanych wyrazen ze wzoru (27) sumowanie we

wzorach (33a) i (34a) musi obejmowaé N roéznych azymutéw o zmienianych ze statym
krokiem Aa spetniajagcym nastepujace warunki:

Aa < 45° oraz NAa = M 180°, gdzie N i M sa warto$ciami catkowitymi, (35)

By = (F1—2¢) (34a)

skad dla M =1 otrzymujemy najmniejszg mozliwg liczb¢ pomiarow N = 4.

Analizujac przyktadows dos$wiadczalng zalezno$é stosunku Myo/Um? W funkcji o
przedstawiong na rys. 1 mozna zauwazy¢, ze niezalezny od o wktad indukowanej aktywnosci
optycznej jest mierzony na tle znacznie silniejszego wktadu efektu elektrooptycznego. Wktad
efektu elektrooptycznego mozna jednak ograniczy¢ wybierajac pierwszg warto$¢ azymutu o
réwng zero albo zblizong i krok Aa =45° jak na rys. 2. Wybdr ten pozwala na obnizenie
zakresu pomiarowego 1 poprawe doktadnosci pomiaréw napigcia Uy,
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Olej rycynowy lekarski Phytopharm, 8 = a — 45°
3E-11

2E-11

AV AT
o A [
MR Y ]\
N NN Y

S

Mo/ Un? [V72]

-3E-11
0 45 90 135 180 225 270 315 360

a [deg]

Rys. 1. Przyktadowa doswiadczalna zaleznos¢ stosunku glebokosci modulacji ma,, (30) do kwadratu
napig¢cia modulujacego Um W funkcji azymutu analizatora o otrzymana dla 6 = o — 45° przy
czestotliwosci f = 417 Hz. Interpolacje wykonano wedlug wzoru:

M2e /Um? [V 2] = —1,7848-1072 + 1,144-107*? sin(20. + 36,23°) + 1,833-107 sin(4a — 1,45°).

Olej rycyowy lekarski Phytopharm, 8 = a — 45°
0,0E+00 1

-5,0E-13 1
-1,0E-12

-1,5E-12 1

-2,0E-12 1

Mo/ Un? [V72]

-2,5E-12
0 45 90 135 180 225 270 315 360

o [deg]

Rys. 2. Przyktadowe do$wiadczalne wartosci stosunku M, /Um? Otrzymane dla wybranych azymutow
polaryzatora o = k-45°, gdzie k jest catkowitg wielokrotno$cig oraz 6 = a — 45°.

Porownanie dwoch wartosci BT3 i B}, obliczonych wedtug wzoru (34a) na podstawie
pomiarow wykonanych odpowiednio przy 6 =a+45° oraz 6=a—45° pozwala na
przetestowanie tego wzoru. Znaczaca rozbieznos¢ pomigdzy wynikami sugeruje, ze warunek
braku modulacji wspolczynnika transmisji T nie jest spetniony 1 konieczne jest rozwazenie we
wzorze (27) modulacji na drugiej harmonicznej wnoszonej poprzez wyrazenia YAT? i
(nLg') /N ne)T* = ¢T°. Rozdzielajac T? na sume sktadowej statej i drugiej harmonicznej
(T?)o + (T?)20 E2, otrzymujemy, ze dokladniejsza wersja wzoru (33a) przyjmuje postaé

NLE  2(P), 1+26°

o

L
Vam, 1 (1), Ty Pis (33b)

Zredukowanie wyrazenia zawierajacego (TQ) ,, Wymaga wykorzystania jednocze$nie

pomiardéw mj,, i m5, przeprowadzonych dla obu wzglednych orientacji analizatora i prowadzi
do znalezienia jednej dokladniejszej warto$ci B13. Podstawiajac sumy glebokosci modulacji ze
wzoru (33a) do obu wariantow wzoru (33b), mozna wykazac, ze

By = 2B, (1—2¢) + B, (1 +29)]. (34b)
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4. Uklad pomiarowy

Pomiar wspotczynnika zatamania §wiatla no w badanym oleju, ktorego warto$¢ jest
niezbedna do obliczenia wspotczynnika kwadratowej indukowanej aktywnosci optycznej a3,
wykonuje si¢ przy uzyciu refraktometru Abbego. Poniewaz opis tego refraktometru jest
szeroko dostepny w literaturze, np. Wikipedia — hasto ,,Refraktometr Abbego”, zostanie on
pominigty w niniejszej instrukcji.

Pomiar kata ¢ skrecenia ptaszczyzny polaryzacji $wiatta w badanym oleju odbywa si¢
w uktadzie przedstawionym na rys. 3. Jako zrédto swiatlta wykorzystywany jest laser He-Ne
klasy 3B o dlugosci fali A = 632,8 nm. Analizator jest umieszczony na recznie obracanym
uchwycie z noniuszem do precyzyjnego odczytu orientacji. Fotodetektor z multimetrem stuza
do znalezienia pozycji analizatora odpowiadajgcej minimum przechodzacego $wiatta.

polaryzator analizator

A4 badany olej w kuwecie
(bez elektrod)

foto-
-detektor

multimetr
V DC

Rys. 3. Schemat blokowy uktadu do pomiaru kata skr¢cenia ptaszczyzny polaryzacji $wiatla.

Pomiary kwadratowej aktywnosci optycznej indukowanej polem elektrycznym
odbywaja si¢ w uktadzie przedstawionym na rys. 4. Orientacje polaryzatora i analizatora sa
kontrolowane automatycznie przez precyzyjne silniki krokowe Thorlabs NR360S/M
polaczone z komputerem za posrednictwem sterownika Thorlabs BSC203 [12]. Pomiar
napiecia RMS doprowadzonego do elektrod prowadzony jest posrednio poprzez sondg
obnizajaca napigcie W stosunku 1000:1, co trzeba bra¢ pod uwage podczas odczytdéw napigcia
bezposrednio z multimetru pracujagcego jako woltomierz AC. Program komputerowy
Ssterujacy pomiarami mnozy przez 1000 napigcia modulujace odczytane z multimetru.

Fotodetektor wytwarza napigcie proporcjonalne do natezenia padajacego $wiatla.
Napigcie to jest rozdzielane na sktadowa DC mierzong przez multimetr w trybie woltomierza
DC oraz drugg harmoniczng sygnatu z generatora mierzong przez woltomierz typu lock-in.

polaryzator badany olej w kuwecie analizator
z elektrodami

M4

foto-
-detektor

]
transformator .
| wys. napiecia WZmacniacz [ generator
sonda B - sinus
1000:1 -
4 >
kontroler [¥ lock-in .
silnikéw 2w
multimetr ———
VAC < > komputer PC > | multimetr -‘_
_‘ 08

Rys. 4. Schemat blokowy uktadu do pomiaru aktywnosci optycznej indukowanej polem.
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5. Przebieg doswiadczenia

5.1. Przygotowanie ukladu

Przed rozpoczeciem pomiaréw nalezy ustawi¢ optymalne pozycje elementéw optycznych
postepujac w nastepujacy sposob:

1.

2.

w

Usung¢ ptytke ¢Ewieréfalows, kuwete z badanym olejem i analizator z ukladu
pomiarowego przedstawionego na rys. 3.

Wiaczy¢ laser i ustawi¢ pozycje polaryzatora i fotodetektora tak, aby wigzka $wiatla
padata mniej wigcej na ich §rodek.

UWAGA: w tym ¢wiczeniu uzywany jest laser klasy 3B. Zabroniona jest bezposrednia
obserwacja wigzki $wiatla laserowego 1 obserwacja wigzki odbitej od powierzchni
lustrzanych. Bezpieczne jest patrzenie na $wiatlo rozproszone na powierzchni
polaryzatoréw, ptytki ¢wiercfalowe;j, fotodetektora i w kuwecie z badanym olejem.
Wiaczy¢ fotodetektor 1 woltomierz mierzacy napiecie DC na wyjsciu fotodetektora.
Obracajac recznie silnikiem krokowym z polaryzatorem znalez¢é pozycje odpowiadajaca
minimum natg¢zenia przechodzacego $wiatla.

Wstawi¢ do ukladu ptytke <¢wiercfalowa. Obracajac  plytka znalezé pozycje
odpowiadajacg minimum nat¢zenia przechodzacego Swiatta.

Obroéci¢ plytke ¢wieréfalowa o kat dokladnie 45°. Teoretycznie ptytka ¢wiercfalowa
ustawiona w tej pozycji powinna zamienia¢ polaryzacje liniowg Swiatlta emitowanego
przez laser na polaryzacje kolowa, co umozliwia utrzymanie stalego nate¢zenia $wiatta
przechodzacego przez polaryzator niezaleznie od jego orientacji. Realne ptytki
¢wierc¢falowe moga jednak wprowadzac przesunigcia fazowe rdznigce si¢ o kilka stopni
od warto$ci idealnej 90°.

Nastawi¢ 1 zanotowa¢ optymalne wzmocnienie wzmacniacza wbudowanego w
fotodetektor, tzn. takie przy ktorym napigcie z fotodetektora jest mozliwie duze, jednak
nie dochodzi do nasycenia wzmacniacza. W razie potrzeby mozna uzy¢ przestony o
regulowanej transmisji §wiatla.

Wykorzystujac poziomicg ustawi¢ poziomg orientacj¢ polaryzatora. Jezeli azymut
odczytany z katomierza silnika krokowego rozni si¢ znaczgco od 0° albo 180°, poluzowaé
mocowanie polaryzatora, dokona¢ korekty i ponownie zamocowac trwale polaryzator do
silnika. Jezeli polaryzator zamontowany na silniku nie posiada oznakowania ptaszczyzny
polaryzacji, to nalezy wykorzysta¢ dodatkowy polaryzator bez oprawy, ktory nalezy
ustawi¢ poziomo wedlug poziomicy. Obracajac recznie silnikiem krokowym z
polaryzatorem doprowadzi¢ do maksymalnego wygaszenia $wiatla przechodzacego przez
oba polaryzatory. Jezeli azymut odczytany z katomierza silnika krokowego rézni si¢
znaczaco od 90° albo 270°, dokona¢ korekty orientacji polaryzatora wzgledem silnika.

5.2. Pomiary

5.2.A. Pomiar wspotczynnika zatamania Swiatta

1.

Pomiar wspotczynnika zatamania $wiatta w badanych oleju wykonuje jeden albo dwoch
cztonkoéw zespolu, natomiast pozostate osoby rozpoczynaja pomiary opisane w kolejnym
rozdziale 5.2.B.

Zapisa¢ informacje o badanym oleju (nazwa, producent i termin produkcji lub
przydatnosci).

Uzgodni¢ z prowadzacym zajecia, czy w refraktometrze Abbego znajduje si¢ badany ole;j.
Jezeli tak, to nalezy przej$¢ do punktu 6.
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Podnies¢ goérny pryzmat refraktometru i1 przemy¢ powierzchnie obu pryzmatow
wskazanym rozpuszczalnikiem.

Opusci¢ pryzmat pomiarowy zwracajgc uwage, czy olej wypelnia calg przestrzen
pomiedzy pryzmatami.

Wiaczy¢ oswietlenie refraktometru. Dopasowaé potozenia luster, tak aby uzyskac
optymalne oswietlenie skali oraz pola widzenia lunety.

Krecac pokrettem po lewej stronie refraktometru naprowadzi¢ granice obszaru jasnego
I ciemnego na punkt przecigcia krzyza z nici pajeczych widocznych w lunecie. Jezeli
obraz jest zabarwiony nalezy skompensowac ten efekt krecac pokrettem dyspersji
znajdujacym si¢ po prawej stronie przyrzadu.

Odczytaé i zanotowaé wspotczynnik zatamania Swiatla no na skali widocznej w lunecie.
Oszacowac¢ graniczng niepewno$¢ odczytu Ano.

5.2.B. Pomiar kata skrecenia ptaszczyzny polaryzaciji Swiatta

Nastawi¢ recznie polaryzator zamocowany na silniku krokowym na azymut 0°.

Wstawi¢ do uktadu pomiarowego (rys. 3) analizator umocowany na r¢cznie nastawianym
uchwycie z noniuszem do precyzyjnego odczytu azymutu.

Obracajac uchwytem z analizatorem znalez¢ pozycj¢ odpowiadajagca minimum natezenia
przechodzacego $wiatta przy braku probki badanego oleju. Odczyta¢ azymut analizatora.
W celu poprawy precyzji tego pomiaru warto zwigkszy¢ wzmocnienie [dB] ustawione w
fotodetektorze do poziomu, ktory powoduje przesterowanie w przypadku innych ustawien
analizatora.

Jako badany element wstawi¢ do uktadu kuwet¢ wypeitniong badanym olejem bez
elektrod zanurzonych w oleju i ustawi¢ ja tak, by s$wiatto laserowe przechodzito
prostopadle przez okna optyczne kuwety (rys. 3). Zanotowa¢ wewngtrzng dtugos$¢ kuwety
L i graniczng niepewno$¢ AL.

Obracajagc uchwytem z analizatorem znalez¢ nowy azymut odpowiadajacy minimum
nat¢zenia przechodzacego $wiatla. Jako kat skrecenia ¢ ptaszczyzny polaryzacji §wiatta
zanotowa¢ zmian¢ azymutu analizatora wzgledem warto$ci wyznaczonej przy braku
kuwety z badanym olejem. Jezeli znaleziona zmiana przekracza 45° nalezy pokrecic¢
analizatorem w przeciwng stron¢ az do znalezienia nowej pozycji odpowiadajacej
minimum natg¢zenia przechodzacego Swiatla.

Powtdrzy¢ czynnosci z punktow 1 + 5 dla polaryzatora o azymucie 90°, 180° i 270°. Jako
wynik koncowy przyja¢ srednig arytmetycznag z katow skrecenia wyznaczonych przy
dwoch ustawieniach polaryzatora. Oszacowaé niepewno$¢ graniczng A¢.

5.2.C. Badanie modulacji $wiatta w funkciji orientaciji polaryzatora i analizatora

1.

2.

Usung¢ z toru optycznego recznie nastawiany uchwyt z analizatorem oraz kuwete
z olejem.

W celu zestawienia uktadu przedstawionego na rys. 4 nalezy wstawi¢ na tawe optyczna
analizator zamocowany na silniku krokowym. JeZeli jego ptaszczyzna polaryzacji
odbiega znacznie od 0° albo 180°, skorygowac pozycje wzgledem silnika.

Wstawi¢ do uktadu kuwete z elektrodami zalanymi badanym olejem i polaczy¢ elektrody
z wyjsciem transformatora wysokiego napiecia. Kuwete z elektrodami ustawi¢ tak, by
$wiatto laserowe przechodzito pomigdzy elektrodami rownolegle do ich powierzchni.
Zanotowa¢ wymiary elektrod, ktore powinny by¢ dostgpne w pracowni, tzn. dlugosé
elektrod L i dystans pomigdzy elektrodami d.

Pokrgcajac recznie silnikiem krokowym z zamocowanym analizatorem obserwowac
wskazania woltomierza mierzacego sktadowa DC napigcia na wyjsciu fotodetektora.
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Jezeli dochodzi do nasycenia wzmacniacza fotodetektora (na poziomie ok. 10,5V),
nalezy obnizy¢ wzmocnienie. W przypadku gdy napigcie jest duzo mniejsze, rozwazyc¢,
czy mozliwe jest zwigkszenie wzmocnienie bez spowodowania nasycenia.

Wilaczy¢ wzmacniacz sterujacy uzwojeniem pierwotnym transformatora wysokiego
napi¢cia 1 ustawi¢ jego wzmochienie na minimum. Nast¢pnie wigczy¢ generator
przebiegu modulujacego i woltomierz AC, ktory mierzy napigcie na elektrodach za
posrednictwem sondy obnizajacej napigcie 1000:1.

Jezeli prowadzacy zajecia nie zaleci inaczej, ustawi¢ wstepnie w generatorze przebieg
sinusoidalny o czestotliwos¢ 417 Hz i napieciu 0,5 V RMS. Zalgczy¢ wyjscie generatora.
Obserwujac napigcie na woltomierzu AC podnosi¢ stopniowo wzmocnienie wzmacniacza
sterujacego transformatorem az do uzyskania napigcia na elektrodach ok. 2500 V RMS
(2,5 V RMS na woltomierzu podtaczonym przez sondg 1000:1).

Wylaczy¢ wyjscie generatora. Wiaczy¢ woltomierz typu lock-in 1 ustawi¢ go na pomiar
drugiej harmonicznej wzgledem sygnatu odniesienia z generatora. Nastawié¢ rgcznie takie
orientacje polaryzatora i analizatora, przy ktérych wedlug przyktadu na rys. 1 mozna
oczekiwaé maksimum glgbokosci modulacji $wiatta, np. azymut polaryzatora o = 22,5° i
analizatora 0 = o +45°. Zalaczy¢ wyjscie generatora i dobra¢ optymalng czuto$é
woltomierza lock-in. Nastawi¢ inng pozycje¢ polaryzatora i analizatora odpowiadajacg
przewidywanemu maksimum modulacji, zweryfikowac wczesniejszy wybor czutosci.
UWAGA: ze wzgledow bezpieczenstwa przed kazdym dotknigciem metalowych
uchwytow lub tawy optycznej nalezy wylaczy¢ wyjscie generatora i obserwujac
woltomierz AC upewnié, ze na elektrodach brak wysokiego napigcia.

Uzgodni¢ z prowadzacym zajgcia, czy bedzie dokonywany pomiar temperatury probki
przy uzyciu kolejnego multimetru z odpowiednig sondg. Alternatywnie mozna zastapic¢
ten pomiar odczytem temperatury otoczenia z termometru dostepnego w pracowni.
Zapisa¢ informacje o wykorzystanej aparaturze (producent, model i nr inwentarzowy -
jezeli jest dostepny) oraz wykorzystane nastawy i zakresy, np. wzmocnienie wzmacniacza
w fotodetektorze i czuto§¢ wzmacniacza lock-in.

Usuna¢ z toru optycznego kuwete z badanym olejem 1 elektrodami.

Uruchomi¢ program komputerowy, ustawi¢ w nim konfiguracje podtaczonych urzadzen
| przejsc dale;j.

Nalezy zauwazyC, ze silniki krokowe zapewniajg bardzo wysoka powtarzalnosé
i doktadno$¢ zmian ich orientacji, natomiast niedoktadno$¢ wykrywania bezwzgledne;j
pozycji poczatkowej 0° przez wbudowany stycznik moze osigga¢ nawet kilka stopni.
Z tego powodu konieczny jest udziat cztowieka w ustawianiu pozycji poczatkowe;j silnika
z zamocowanym polaryzatorem. Nalezy podawa¢ w programie aktualng pozycje
odczytang z katomierza i po dokonaniu przez program korekty pozycji silnika powtarzaé
tg czynno$¢ az do wprowadzenia odczytu 0°, co konczy procedure kalibracji polaryzatora.
Postgpujac zgodnie z instrukcjami wy$wietlanymi przez program nalezy zgasi¢ §wiatlo w
pomieszczeniu, nastgpnie uruchomi¢ automatyczne precyzyjne wyznaczanie przez
program pozycji analizatora wzgledem ustawionej wczesniej wzorcowe] pozycji 0°
polaryzatora. Procedura ta moze trwac kilka minut.

Zapali¢ $wiatto 1 wstawi¢ ponownie do uktadu kuwete z badanym olejem i elektrodami.
W programie sterujgcym uruchomi¢ pomiary sktadowych Up i Uz, napiecia na wyjsciu
fotodetektora dla wielu azymutow polaryzatora, np. o = 0°, 5°, 10°, ..., 355, 360° (jak na
przykladowym wykresie na rys. 1), przy wzglednej orientacji analizatora 0 = a + 45°
I jednym napigciu generatora 0,5 V RMS. Dane tego typu pozwalaja na zweryfikowanie
poprawnosci pracy uktadu pomiarowego i wybranie optymalnych orientacji polaryzatora
podczas wlasciwych pomiarow w czesci 5.2.D.

Jezeli czas zajeé pozwala, powtdrzy¢ pomiary z pkt. 17 dla 6 = o — 45°,
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5.2.D. Pomiar kwadratowej aktywnosci optycznej indukowanej polem elektrycznym

1.

Wykorzystujac dane otrzymane z rozdziale 5.2.C wykona¢ w arkuszu kalkulacyjnym
wykres glebokosci modulacji my, zdefiniowanej wzorem (30) w funkcji azymutu
analizatora a. Na podstawie wykresu okresli¢ optymalng warto§¢ startowa azymutu
polaryzatora dla kolejnej serii pomiarowej, ktéra powinna obejmowaé tylko punkty
0 malej glgbokosci modulacji przy zalozeniu zmian orientacji polaryzatora z krokiem 45°
(jak na przyktadowym rys. 2). Rozwazy¢, czy mozliwe jest zwickszenie czulosci
woltomierza lock-in bez doprowadzenia do przesterowania i w przypadku dokonania
korekty zanotowac¢ nowe ustawienie.

W programie sterujacym nalezy przej§¢ do kolejnego formularza, ktéry dotyczy
pomiarow odbywajacych si¢ w dwoch petlach: zewnetrznej dotyczacej zmian orientacji
polaryzatora i analizatora, oraz wewnetrznej dotyczacej zmian napigcia z generatora. Jako
wartosci domyslne, ktore mozna zmieni¢, program zaproponuje azymuty polaryzatora a.
zwigkszane od 0° do 315° z krokiem 45°. Jezeli analiza wykresu wykonana w pkt. 1
wskazuje, ze optymalne punkty pomiarowe ro6znig si¢ znaczaco od a = 0° i1 catkowitych
wielokrotnosci 45°, nalezy przesuna¢ odpowiednio warto$¢ poczatkowa 1 koncowa
azymutu polaryzatora, nie zmieniajac przy tym zaproponowanego kroku 45° ani orientacji
analizatora wzgledem polaryzatora 6 —a =45°. Uruchomi¢ pomiary i zaczeka¢ na
skompletowanie tabeli wynikow.

Powtorzy¢ pomiary z pkt. 2 po zmianie wzglednej orientacji analizatora na 6 — o = —45°.
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6. Wskazowki do raportu

Raport powinien zawierac:

orwdPE

o

Strong tytutowa.
Sformutowanie celu ¢wiczenia.
Podstawowe definicje, wykorzystane wzory i opisy uzytych symboli i oznaczen.

Schemat uktadu pomiarowego.

Wykaz aparatury (producent, model i nr inwentarzowy - jezeli jest dostepny),
wykorzystane nastawy i zakresy oraz informacje o zbadanym oleju.

Opracowanie wynikow pomiarow.

6.1. Na podstawie pomiarow z rozdziatow 5.2.A i 5.2.B:

e Obliczy¢ wedlug wzoru (18) wartos¢ sktadowej g(lol) tensora skrecenia
wykorzystujac wyznaczone w tym do$wiadczeniu wartosci wspodtczynnika
zatamania $wiatta no, wewnetrznej dlugosci kuwety L, kata skrecenia ptaszczyzny
polaryzacji ¢ oraz znang dlugos¢ fali S$wiatla lasera He-Ne wynoszaca
A =632,8 nm. Nalezy zwrdci¢ uwage na prawidtowe zapisanie znaku kata ¢ oraz
wspotczynnika g(lol), ktéry moze by¢ ujemny albo dodatni w zaleznosci od badane;j
cieczy.

Oszacowac niepewno$ci graniczne wielkosci zmierzonych bezposrednio Ang, AL i A¢.

Wykorzystujac prawo przenoszenia niepewnosci obliczy¢ niepewno$¢ graniczng Ag(o)

© _ 1.0 Ano AL A¢
g 11 | ( | ¢|>

6.2. Na podstawie tabeli pomiaréw z rozdziatu 5.2.C:

e Zamiesci¢ stabelaryzowane wyniki pomiaréw. Kazda tabela powinna posiadaé
swoj numer kolejny i tytut.

e Woykona¢ wykresy stosunku glebokosci modulacji my, do kwadratu napigcia
modulujacego Um? W funkcji azymutu polaryzatora o, osobno dla azymutow
analizatora 0 = o —45° oraz 0 =a+45° (przyklad wykresu przedstawiono na
rys. 1). Na wykresach nalezy zaznaczy¢ punkty pomiarowe oraz interpolacj¢
wedlug sumy szeregu Fouriera

P2 g+ ) acoskat Y bysink
0 = a ay cos ko, 4 sin ko, (36)
k k

(35)

wykonang przy zatozeniu wynikajacym z postaci wzoru (27), ze niezerowe
warto$ci moga przyjmowaé wylacznie wspotczynniki szeregu ao, az, bo, as i ba.
Wartosci tych wspotczynnikow wyznacza si¢ wedtug nastgpujacych wzorow [11]:

N My, () 1= My, (o) S mye (o)
ay=— ) ———, aq,=— ) ———cos(ko)), b,=- sin(kay) . (37)
2n & Un () n i U (o) n U (o)
e W podpisach do wykreséw zamiesci¢ szereg (36) przeksztalcony do postaci
My /U2 = ag + A, sin(20 + (pz) + Ay sin(4o + (p4) , (38)

z warto$ciami liczbowymi podstawionymi w miejsce symboli ogdlnych ao, Ak, ¢«
Oceni¢, czy katy @2 I ¢sa 16znig si¢ z dobrym przyblizeniem o wartos¢ +45°, ktora
wynika z postaci wzoru (27).

Wskazowka: wspotczynniki Ax | ok szeregu (38) mozna obliczy¢ wedhug wzoréw
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A, = /aﬁ + b7, (39)

¢, = atan2(ay, by), (40)

gdzie funkcja atan2(ax, bk) jest uogolnieniem funkcji jednoargumentowej
atan(ax /bx), ktéra zwraca zawsze poprawny wynik w zakresie (-, +xn] i moze by¢
uzywana rowniez w przypadku bx=0. Funkcja atan2 jest dostegpna w wielu
jezykach programowania, np. C, C++, Python, Fortran.

Uwaga: w arkuszach kalkulacyjnych MS Excel, Open Office, Libre Office
obowigzuje odwrotna kolejno$¢ argumentow, tzn.: atan2(bk, ax).

e Obliczy¢ wartosci liczbowe wigkszej liczby wspotczynnikow szeregu (36), np. ao
oraz ax i by dla k=1, 2, 3, 4,5 6, 7 i 8. Oceni¢ czy wspotczynniki, ktore
teoretycznie powinny by¢ wyzerowane, faktycznie przyjmuja pomijalnie mate
wartos$ci.

6.3. Na podstawie tabeli pomiaréw z rozdziatu 5.2.D:

e Obliczy¢ glgbokosci modulacji my, (30). Zamiesci¢ stabelaryzowane wyniki
obliczen my, dla wszystkich kombinacji azymutu polaryzatora o i napigcia
modulujacego Um. W 0sobnych tabelach z odpowiednimi opisami zebra¢ wyniki
dotyczace dwoch serii pomiarowych, tzn. dla orientacji analizatora wzgledem
polaryzatora 6 = a —45° oraz 6 = o +45°. W raporcie mozna pomig¢ tablice z
wynikami pomiaréw bezposrednich uzytych do obliczen mye.

e Na podstawie wartosci My, znalezionych w poprzednim punkcie obliczy¢ dla
kazdego napiecia Um wartosci Ma,s usrednione po wszystkich zbadanych
azymutach polaryzatora o

1
Myyr = X/Z my, - (41)
o

Ze wzgledu na mozliwe niewielkie wahania napigcia Um dokonaé roéwniez
analogicznego usrednienia napi¢¢ mierzonych dla tego samego napigcia generatora
po wszystkich azymutach analizatora o

1
Unse = 5. Un- @2)
()

Wykona¢ wykresy zalezno$ci Mae ¢ od kwadratu napiecia modulujacego Urfl,ér
przedstawiajgc serie pomiarowe 0 =a—45° oraz 0 =a+45° na osobnych
wykresach. Na wykresach nalezy zaznaczy¢ punkty pomiarowe oraz interpolacjg
liniowa. Oceni¢, czy punkty pomiarowe pasuja zadowalajagco do interpolacji
liniowej Mg ~ Urﬁ,srr przewidywanej teoretycznie.
e Obliczy¢ metoda najmniejszych kwadratow wspotczynnik kierunkowy a
w zalezno$ci
Mopsr = A Unzq,s'r (43)

oraz jego niepewno$¢ standardowa s(a), na podstawie ktorej nalezy oszacowac
niepewnos$¢ rozszerzong
Aa =t, s(a), (44)

gdzie t, jest wspotczynnikiem rozktadu t-Studenta (wspotczynnikiem rozszerzenia),
ktoéry nalezy odczyta¢ z tablicy (np. w [13]) dla poziomu ufnosci o= 0,95
i odpowiedniej liczby stopni swobody (rownej liczbie napie¢ Umg pomniejszonej
0 1). Obliczenia wykona¢ osobno dla kazdej kombinacji azymutu polaryzatora o i
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azymutu analizatora 6 =a —45° oraz 6 =a +45°. Wyniki obliczen a i Aa
przedstawi¢ w tabelach.

e Wykorzystujac wyniki obliczen z poprzedniego punktu wykonaé wykresy
stupkowe usrednionego po wszystkich napigciach stosunku mag &/ Ur%l,ér =a
w funkcji azymutu polaryzatora o rosnacego z krokiem 45°, osobno dla azymutow
analizatora 0 = a—45° oraz 6 =a+45° (przyktad wykresu przedstawiono na
rys. 2). Oceni¢, czy wykonane wykresy wykazujg dobrg okresowos¢ w funkcji o z
okresem 180°. Jezeli nie, podja¢ probe przedyskutowania mozliwych czynnikow
zaburzajacych okresowos¢.

e Obliczy¢ wedlug wzoru (34a) warto$¢ wspoltczynnika BE wynikajaca z serii
pomiarowej 0 =a +45° oraz wartos¢ B ; dla serii 6 =0 —45° W obliczeniach
wedtug wzoru (34a) jako warto$é stosunku Mae/Um? nalezy podstawi¢ warto$é
wspotczynnika a obliczonego wczesniej metoda najmniejszych kwadratow dla
odpowiedniej kombinacji azymutow o 1 0.

e Obliczy¢ niepewnosci rozszerzone ABT3 AR,

Ad AL 2Ad Yo Aa)

ABy, = BT %+2 +—+ +
N B ng d L |[F1=20]  Xldl

(45)

., .. , . . . e At s A— . e, ey,
Oceni¢, czy ewentualne rozbieznosci pomigdzy wynikami B, I 8,; mozna wyjasni¢
dopuszczalnymi niepewnos$ciami pomiardéw. Jezeli nie, rozwazy¢é czy mozna to
uzna¢ za przejaw modulacji wspdtczynnika transmisji T, ktéra nie zostata
uwzgledniona w wyprowadzeniu wzoru (34a), ewentualnie czy mozna wskazaé
inne istotne czynniki zaburzajgce pomiary.

e Obliczy¢ wspdlczynnik P13 wedlug wzoru (34b) i oszacowaé jego niepewnosé
r0ZSZerzong

AB s =5 A8, (1= 20) + 3 AB, (1 +29) + B}, — B3| Ad. (46)

o Wyniki koncowe BE, B, 1 P13 zapisa¢ razem z ich niepewnosciami rozszerzonymi
zwracajac przy tym uwage na zastosowanie odpowiedniego formatu i precyzji
zapisu liczb.

7. Uwagi koncowe 1 wnioski.
W uwagach nalezy zamiesSci¢ oceng¢ zgodnoS$ci/niezgodno$ci otrzymanych zaleznos$ci
doswiadczalnych z modelem teoretycznym oraz wilasne spostrzezenia co do przebiegu
¢wiczenia. Rozwazy¢, czy niektore czynno$ci nalezaloby wykona¢ inaczej (jak?), gdyby
¢wiczenie mialo zosta¢ powtdrzone.

W raporcie ocenie podlega¢ bedzie obecno$¢ i poprawnos¢ wszystkich wymienionych
powyzej sktadnikow, czytelnos¢ prezentacji wynikdéw (w postaci tabel, wykresow 1 wartosci
liczbowych) oraz jakos¢ dyskusji i sformutowanych wnioskéw. Wstep teoretyczny nie jest
wymagany 1 w przypadku jego zamieszczenia w raporcie nie wptynie na oceng.
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8. Aneksy

A.1. Rachunek Jonesa

Wektor Jonesa jest kolumnowa macierza utworzong ze sktadowych x i y wektora
natgzenia fali Swietlnej &, ktéra zgodnie z konwencjg przyjeta w rachunku Jonesa, rozchodzi
si¢ wzdtuz osi +z [7]

£ = [?y] (A1)

Macierz Jonesa jest macierzg o wymiarach 2 x 2, ktdra reprezentuje transformacjg
stanu fali przechodzacej przez ptytke ptasko-rownolegly. Jezeli rownolegta wigzka Swiatta o
stanie poczatkowym opisanym wektorem Jonesa & przechodzi kolejno przez m ptytek
umieszczonych w osrodku izotropowym i opisanych macierzami Ji, ..., Jm-1, Jm (rys. A.1), to
stan fali wychodzacej z uktadu do otaczajacego osrodka izotropowego znajdujemy jako

&= \]m Jmfl Jl SO (AZ)

ptytki plasko-réwnolegle

kierunek $wiatta
y/ 80

m 1 m
Rys. A.L. Transformac_]a stanu fali przez uktad k ptytek ptasko-rownolegtych.

Znajac wektor Jonesa €, natezenie przechodzacego $wiatta oblicza si¢ jako
2 * *
1= &P+ |6 = &6+ 68, (A3)

Najogolniejsza postaé rr}acierzy Jonesa, ktora obejmuje takze dichroiczne osrodki
eliptycznie dwojtomne, podali Scierski i Ratajczyk [7]:

Trcos? B, + T, sin® Be™™  sinB,cos B, (7 — Tye™M)e™™

= i , A4
sinB.cos B, (Tr— Toe™™)e®  Tysin® B, + T, cos? B e (A4
gdzie:
T 1 Ts— amplitudowe wspotczynniki transmisji fali szybszej (f) i wolniejszej (s),
PBr — kat przekatnej prostokata opisanego na elipsie stanu polaryzacji fali szybszej,
d — réznica fazy sktadowej & wzgledem sktadowej & dla fali szybszej,
r — r6znica faz powstajaca w ptytce pomigdzy falg wolniejszg 1 szybsza. Jezeli $§wiatto
o dlugosci fali A wychodzi z ptytki po przebyciu drogi L, to
2n L
I'= T (I’IS - nf). (A5)

Jezeli osrodek jest niemagnetyczny w zakresie czestotliwosci optycznych, a jego wiasciwosci
elektryczne s3 opisane hermitowskim tensorem nieprzenikalnosci [Bij], to dokonujac
eliminacji skladowej magnetycznej z réwnan Maxwella mozna pokaza¢, ze dla $wiatla
rozchodzacego si¢ wzdtuz osi +z wspotczynniki zatamania §wiatta wynoszg [2,5]
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2
l’lf: =
\/311 + By ++/(Bi1 — Bx)* + 4B,B;,

(A6)
2
ng = = ° A7
By + By, —/(By] — Bp)? + 4B1,B;, A7)
kat przekatnej fali szybszej
. 1 By, — By
sinf,=— |1+ , A.8
! \/E\/ V(B — By)?* +4B,B;, (A8)
oL ] By — By
cosB.=— [1— ,
V2 V(By| — By)? +4B,B;, (A9)
oraz roznica faz 6 sktadowych & i &
. Im[B7,] Re[B);]
& = & = (A.10)
- |Bial cos |B1|

A.2. Wyprowadzenie wzoru (10)

Rozwazmy uktad ztozony kolejno z doskonatego polaryzatora liniowego o dowolnym
azymucie o, probki badanej cieczy o symetrii coco, ktora wprowadza réznice faz I' pomiedzy
falag wolniejszg i szybsza, oraz doskonatego analizatora liniowego o dowolnym azymucie 6.
Stan wiazki $wiatla przechodzacej przez ten uktad mozna wyznaczy¢ wykorzystuja rachunek
Jonesa (Aneks A.1)

P [ cos’®  sin@cos O] [M1 Mlz] | £ol cosa]
sinfcos®  sin?0 JlMar Mypll|&|sinal’
gdzie |&o| jest amplitudg wektora pola elektrycznego fali $wietlnej bezposrednio za

polaryzatorem, zas [Mjj] sa sktadowymi macierzy Jonesa dla badanej probki (A.4). Poniewaz
w osrodku o symetrii oo z postaci tensora (9) wynikaja zwigzki B11 = B2z, Re[B12] =0 oraz

Im[B12] = n, 4g(1 1) # 0, rownania (A.8)-(A.10) upraszczajg si¢ do:

(A.11)

Br = 45°, (A.12)
o =90° sgn(Blz) = —90° sgn(g ) (A.13)
Zaktadajac brak dichroizmu w probee, Ts = Ts = T, rownanie (A.11) przyjmuje posta¢
€= @[ cos?0®  sinOcos 6] [ I+e™" ngn(g(101))(1 - e_lr)] [COS Ot
sinfcos®  sin®0 1|—j Sgn(gl 1))(1 — e 1 +e-il sin o

{{[(1 +e ) cos(a — 0)] + 1sgn(g(0))(l —e™ M) sin(a — 0)} cos 0
{[(1+e ) cos(a— )] + 1sgn(g§0))(l e™T) sin(a — 0)} sin®
Stad, nat¢zenie przechodzgcego $wiatla obliczone zgodnie ze wzorem (A.3) wynosi

I = 1Imax{l + cos[2a — 20 + sgn(g(o)) ]}, (A.15)

_ T|€0|

] . (Al4)

gdzie I, = T°1&)? jest maksymalnym nat¢zeniem przechodzacego $wiatla.
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A.3. Wyprowadzenie wzoru (24)

Rozwazmy uktad ztozony kolejno z doskonatego polaryzatora liniowego o dowolnym
azymucie o, probki badanej cieczy o symetrii w2 opisanej tensorem nieprzenikalnosci
(22)-(23), oraz doskonatego analizatora liniowego o azymucie ustalonym wzgledem
polaryzatora 6 = a = 45°. W celu uproszczenia dalszych przeksztalcen wykorzystamy ustalong
warto$¢ roznicy faz 6 = —90° albo & = +90° wynikajaca ze wzordéw (23) i (A.10), co z kolei
wedlug wzoru (A.4) prowadzi do nastepujacego zwigzku pomig¢dzy sktadowymi macierzy
Jonesa

My = =M, . (A.16)
Stan wigzki $wiatla przechodzacej przez uktad mozna wyznaczy¢ wykorzystuja rachunek
Jonesa (Aneks A.1)
P [ cos2 0 sin@cos@”Mu Mlz] [|50|COS(1] _
sinfcos®  sin?0 1l-Miz Mxnll]|&]sina
y [ cos” 0 sin@cos@][M11COS(1+M128in0L]
—Mi, cosa + My, sina

sin O cos 0 sin” 0
cos 0 [M;; cos O cosa — M;,sin(0 — a) + M, sin 0 sin (1]]

sin0 [M;; cos 0 cos o — M, sin(0 — o) + M, sin O sin a] (A-17)

= 16l |

gdzie |&o| jest amplituda wektora pola elektrycznego fali $wietlnej bezposrednio za
polaryzatorem. Po podstawieniu 6 = o + 45° do wzoru (A.17) otrzymujemy

cos 0 [M;(cosa F sina) cos a + M, + M,,(sino + cos ) sin ]

_ V2 [
€= 4l sin 0 [M},(cos a F sina) cos o + M, + My, (sina + cos @) sin o]

]. (A.18)

Stad, natezenie przechodzacego $wiatta obliczone zgodnie ze wzorem (A.3) wzgledem
natezenia bezposrednio za polaryzatorem 1, = |&|* wynosi

1 2 .2
I/1, = E(COS 0 + sin 6) X
X [M;(cos o F sina) cos o F M, + My, (sina + cos o) sin o] X

X [MTl (cosa F sin o) cos a F M|, + Mo, (sina + cos o) sin oc] =

= %[Ml (M, (cos o F sina)? cos? o +
i(MHMl*Z + Ml*lMlz)(cos a + sina) cos o +
+M, My +
+(M1 Mo + Ml*lez)(cos o F sina)(sino + cos ) cosasina +
?(M Moy + Ml*zMzz)(sin o+ cosa)sina +

+May My, (sin o £ cos o)? sin® o] =

= %MHMI*1 [1 +V25sin(45° F 20) F %sin4(x] +
$%(Man*z + My M) [1 + V2sin(45° F 20)] +

5 MM, +
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ié(Man*z + M1*1M22) sin 4o +
$%(Mlez*z + MyMyy)[1 — V2sin(45° F 20)] +

+1 MyyMyy [1 = V2sin(45° F 20) F Ssindal} =

1 * 1 * 1 * — ] * — ] * *
= s MM, + ; MMy + 5 MMy + (Myy + Myp)My; + Z(Mu + My )My, +
V2 * * * * * . ° T
+T[M11M11 — MyyMyy + (Myy — My M, £ (M, — My )M,] sin(45° F 2) +
— 1 * * .
+§(M11 - MZZ)(MII - Mzz) sin4a . (Alg)

Przeksztalémy teraz osobno wyrazenia ze wzoru (A.19) rozwijajac sktadowe macierzy Jonesa
wedhug wzoru (A.4)

1 * 1 * 1 * — 1 * — 1 * *
2 MUMY| + 3 Moy Moy + 5 MipMyy F o(Myy + Myp)Mypy F (Myy + My )My, =

- th(TfCOS2 B+ T, sin’ B,e)(T;cos? B, + T, sin® Be*l) +
+711(Tf5in2 B, + T, cos? B.e)(Tysin® B, + T, cos? Be*il) +
+% sin’ chos2 Bf(Tf — T,e ) (T — TyetT) +
?%(Tf + T,e™1) sin B.cos B, (T — TeetM)et® +

?%(Tf + Tse+il") sin B cos B, (Tf - Tse_ir)e‘i5 _

- %(T% cos By + I3 sin’ Bf) + zltTfTS sin” Becos’ B (7l +e*il) +
1 .2 B .
+3sin’ Boeos” B [ 77 + 75 — TiT (e +e*)] +

1
+2
1
4

FysinBreos By [TF = 72 + TT (e — e7F)]e™ =

sinB,cos B, [T§ — 72 — T;Ty(e*T — e)]e*® +

= %(T% + Tf)(cos4 B, +2 sin’ chos2 B+ sin* Bf) +
?% sin B, cos Bf(T% —73)(e*® +e7¥) +
i‘l‘ sin B, cos B, 77 (e*i — e=iF) (e¥16 — e=1%) =
=(TF+73)+

?% sin B.cos B, (T% - Tz) cosd +
+ sin B, cos B T;T sin I sin & (A.20)
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I po podstawieniu wzoréow (A.8)-(A.10) oraz uwzglednieniu, ze 6 =+90° i B12 posiada tylko
niezerowg cz¢$¢ urojong otrzymujemy

1 * 1 * 1 * — ] * — 1 * *
MM+ MypMyy + 5 MMy + (M + Myp)My, +Z(M“ + MMy, =

BIZBTZ Im[BTZ] _

1 Tz — .
= (TF + T3) F 14T, —sinT’
4( f S) f S\/(Bll —322)2 +4BIZBIZ |B12|

Im|B
B+ )1y, 1812] sinT.

\/(311 — By)? + 4B,By,

(A.21)

Kolejny wyraz ze wzoru (A.19)

V2 * * * * *
T[MllMll — MMy, + (Myy — My )My, + (Myy — My )M, ]=

= ?(T rcos? B, + T, sin® B,e ™) (Trcos? B, + Ty sin’ B et +
_g(TfSinz Bf + T cos? Bfe_ir)(TfSin2 Bf + T, cos? Bfe“F) +
ig(Tf — Tse_iF) (Sinz Bf — c()s2 Bf) sin Bf cos Bf (Tf _ Tse+if)e+i8 +

i?(Tf — Tse+ir)(sin2 Bf — cos? Bf) sin Bf cos Bf (Tf — Tse—ir)e—iS —

\/E . \/5 . . .
= T(T% cos*B, + Tesin*B,) + - IiT, sin B,cos? B, (e7 T + &™) +
V2 . 4 V2 . - i
—T(T% sin” B, + T2 cos* Bf) — - IfT, sin® Bf(:os2 B, (e i 4 e+‘r) +

ig(sinz B, — cos® Bf) sin B.cos Bf[T% + 12 — TiT, (e + e~ 1)] (¥ + e7) =

= g(ﬁ — T2)(cos* B, — sin* B,) +

i?(sin2 B, — cos® Bf) sin B, cos Bf(T% + Tt — 2T¢TscosT)2 cos d =

V2 .
= T(T% — 72)(cos? B, — sin® B,) +
?%sin@f)f) (T% + T2 — 2T¢T, cos T)coss. (A.22)
I po podstawieniu wzorow (A.8)-(A.9) oraz uwzglednieniu, ze 6 = £90° otrzymujemy
‘\/i * * * * *
T[MIIMII — MyMyy + (Myy — My )My, + (Myy — My )M, ]=

By, — By

= (B -1)

= - A.23
J(Bll — By)? +4B,B), ( )

Kolejny wyraz ze wzoru (A.19)

%(Mn _MZZ)(MI*I —Mz*z) =
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= (T; = Tue™™)(cos? B, — sin® B) (7 — Te*")(cos? B, — sin® B,) =
= L(cos B, — sin B)’[7} + T2 — Ty (e*" +¢71)] =
= £ (cos? B, — sin® ;)" (73 + 2 — 2T(T, cosT) (A.24)
i po podstawieniu wzoréw (A.8)-(A.9) otrzymujemy

é(Mll _MZZ)(MI*I —Mz*z) =

1 (B1 — B)? )
== - T2 + T2 — 2T;T,cosT).
8 (B — Byp)? +4B12B12( e e ) (A.25)

Po podstawieniu wzorow (A.21), (A.23) i (A.25) do (A.19) otrzymujemy ostatecznie

1_ﬁ+ﬁ+
I, 4

+\/§sin(45° ¥ 20) (T — T§) (B, — Byy) 4
4 (By; — B»)? + B1»B,
_1 sin(4a) (B); — Byn)?
8 (B — B»)* + B,B},
T;T,Im[B,,]
V(B — Byn)? + BB,

(A.26)

(Tf + T; — 2T(T, cosT) +

sinI".
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