Temat 5. Ptaska monochromatyczna fala swietlna

5.1. Rownania Maxwella [3,6]

Rownania Maxwella

0B
rot€ = ——, (5.1a)
Jt
tH = oD +j (5.1b)
rotH = 5 j, :
divD = p, (5.1c)
divB =0, (5.1d)

gdzie:

€ - wektor natezenia pola elektrycznego,
D - wektor indukcji elektrycznej,

H - wektor natezenia pola magnetycznego,
B - wektor indukcji magnetycznej,

j —wektor gestosci pradu elektrycznego,
p - gestos¢ tadunku elektrycznego,

Rownania materiatowe

D= 880 c ) (518)
B = nuH, (5.1f)
j=o0&, (5.1g)

€ - wzgledna przenikalnosc¢ elektr. osrodka,
€, — przenikalnos$c¢ elektryczna prézni,

U - wzgledna przenikalno$¢ magn. osrodka,
U, - przenikalno$¢ magnetyczna prozni,

6 - przewodnosc elektryczna osrodka.

Uwaga: symbol € wprowadzono w celu odrdznienia pola o czestotliwosci optyczne;j

od rozwazanego dalej natezenia E pola statego lub o niskiej czestotliwoSci.

T5-1



c.d. Réwnania Maxwella... zatlo zenia dla fali $wietlnej w dielektryku

W ogdlnosci w osrodku anizotropowym wzgledne przenikalnosci € oraz p sg opisane
tensorami drugiej rangi.

Dla pdl o czestotliwoSciach optycznych w dielektryku zazwyczaj przyjmuje sie:

1). Wtasciwosci magnetyczne oSrodka sg mato istotne

u=[1]. (5.2)
2). Jezeli fala rozchodzi sie w dielektryku, to
j=0, o=0 (5.3)

oraz

p=0. (5.4)
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c.d. Réwnania Maxwella... eliminacja skladowej magnety  cznej

9B zalozenie
rot€ = T (5.1a) B=pup,H, (5.10 n=[1]. (2
VxVxE Vv JB I VxB Vv H I V x H 5.5
XxXVxEg=—-Vx—=—-——VxB=——Vx = —uy—V X
ot ? ot ot © - HHo Ho 5¢ (5-2)

twierdzenie Schwarza o przemiennosci
pochodnych czgstkowych

tH oD +j (5.1b)
rotH = — ) :
ot )
zatozenie
D==¢gg,E, (51e j=0 (53
otrzymujemy 92€
VXVX£=—£€0|J.0W, (56)
gdzie podwdjny iloczyn wektorowy VxVx€&=V(V-§)— V2, (5.7)
5 0%€
V(V‘S)_ V 8"‘880”0@:0. (58)
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5.2. Fala swietlna w jednorodnym osrodku izotropowym

2
z rownan Maxwella V(V-€)— V2E+ &gy, ng =0. (5.8)

W przypadku osrodka izotropowego tensor € mozna zastgpi¢ wielkosScig skalarng ¢

V- €E=V-(g50) D = (e57) V- D=0

zatozenie
‘ D ="¢gg, €, (5.1€) divD=p, (5.1c) p=0. (54
i réwnanie (5.8) redukuje sie do postaci
92 92 92 92
+ + — g5 —= )€ =0. 5.9
<ax2 oy? " 9z2 oM atZ) &)
Jest to réwnanie fali rozchodzacej sie z predkoscia
1
v= m . (5.10)
Stad, dla € = 1, predko$¢ swiatta w prozni wynosi:
1 m
c= = 299 792 458 —. (5.11)
VEoHo S
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5.3. Ptaska fala swietlna w jednorodnym osrodku anizotropowym

2
z rownan Maxwella V(V-€)— V2E+ &gy, ng =0. (5.8)

Jednym z rozwigzan zwigzku (5.8) jest réwnanie ptaskiej fali monochromatycznej

€=¢§yexpli(wt—k-r)], (5.12)

gdzie: €, = [Ey,, &y, &,] - wektor zespolonej amplitudy oscylacji wektora €,
i -jedno$Curojona,
w - czestos¢ kotowa,
t -czas,
Kk - wektor falowy,
r - wektor potozenia [x,y, z].

W celu utatwienia interpretacji wynikdw wprowadzimy jednostkowy wektor s kierunku fali

k =s|k|, (5.13)
oraz wspotczynnik zatamania Swiatta n
n=c/v, (5.14)
gdzie v jest predkosciag fazowa fali
v=w/|K|, (5.15)

co prowadzi do réwnania fali ptaskiej w postaci
(5.16)
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c.d. Plaska fala swietlna w jednorodnym osrodku anizotropowym

. , 2 0°€ (5.8)
z rownan Maxwella V(V-€) — VE+ eggug=— 5z =0 :
\ 5.11
// 1/Eo Ho ( )
rownanie fali ptaskie; € =§Epexpliw(t—ns-r/c)] . (5.16)

Po wykonaniu przeksztatcen ...
2

n
V(V-€) = —w? = (EOxSx + EoySy + EOZSZ)S explion(t —ns-r/c)], (5.17)

2

n
V2E = —w? — 80(5,3 +s) + SZZ) expliw(t —ns-r/c)] =
e
= —? = € explion(t—ns-r/c)], (5.18)
0°€ ,
Sz =0 € expliw(t —ns-r/c)] . (5.19)

... 1 podzieleniu przez powtarzajacy sie wyraz (w?/c?) expliw(t —n s -r/c)] otrzymujemy

n? (€oxSy + EoySy + €055,)s —n* € + €€ =0. (5.20)
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c.d. Plaska fala swietlna w jednorodnym osrodku anizotropowym

n? (€oxSx + EoySy + €075,)s — N> € + €€ = 0. (5.20)
Réwnanie (5.20) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako
n2(s2 — 1)+ e N25eSy + ey n%s,s, + €, | Eox
2 2( 2 2 _
NS, Sy + €y n (sy — 1) + £y, n°sys, + &, |:€0y“ =0. (521
n%s,s, + £, n’s,s, + €, n%(s2 — 1) +¢,, | L€oz
Warunkiem istnienia niezerowych rozwigzan (5.21) wzgledem sktadowych &, jest
n(sy —1) + &y NP5yS, + 84y n%s,s, + €,
2 2( 2 2 _
n°sySy + €yx n (sy — 1) + €y, n°sys, +¢,, |=0. (5.22)
n%s,s, + £, n’s,s, + €, n(sz —1) +¢,

W celu uproszczenia postaci rownan (5.21) i (5.22) zapiszemy je w uktadzie wspo6trzednych
XYZ, w ktérym:

Z||ls, tzn. s=][0,0,1].
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c.d. Plaska fala swietlna w jednorodnym osrodku anizotropowym

W uktadzie wspotrzednych, w ktérym s = [0, O, 1], r6wnania (5.21) i (5.22) przyjmujg postac:

2
—N° 4 €y, Exy Exz | [€0x
—n2 E — 5.23
€yx n°+e,, &,y =0, (5.23)
€2x €2y €27 | €0z
—n% 4+
n Exx Exy €xz
2 _
Eyx —n® +egy,, ¢g,|=0. (5.24)
€zx SZ)I €22

Rownanie (5.24) jest rownaniem kwadratowym wzgledem n?, co oznacza, ze:
w osrodKku anizotropowym moga rozchodzic sie w danym kierunku s
dwie fale o roznych predkosciach.
Ze wzgledu na obszerng posta¢ rozwigzan wzgledem n?, ktoére zaleza od wszystkich

sktadowych g, zapis taki jest rzadko wykorzystany.

Zapis rozwigzan (5.24) jest prostszy przy uzyciu sktadowych tensora nieprzenikalnosci

[B] = [8]_1 = Bikskj = 61] (525)
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c.d. Plaska fala swietlna w jednorodnym osrodku anizotropowym

Mnozac lewostronnie rownanie (5.23) przez tensor [B] zapisany w uktadzie XYZ, gdzie Z||s,

otrzymujemy ) )
Bxx Bxy Bxz -n? + Exx Exy €xz | [ Eox
Byx Byy Byz Eyx —n? + €yy  Eyz gOy =0,
Bzx  Bzy Bz Ezx €zy €2z | _EOZ
-_nszx + By €rx _nZBxy + Bxksky Bxkskz- Eox
—n®Byy + Byreyxy —N°Byy + Byrery  Byrerz||€oy| =0
|—n2B,y + Byyeyy  —N% B,y + Byyery  Bayeg, | 1oz
i stad po uwzglednieniu zwigzku By, €,; = 6;; (5.25)
—n?Byy+1  —n?B,, 0] Eox
—n®By,  —n®B,,+1 0|y |=0.
—n?B,, —n*B,, 1) oz

Niezerowe rozwigzania rownania (5.28) wzgledem sktadowych £, istniejg gdy

—n?B,, + 1 n°By, 0
2 2 _
—Nn°By, n“By,, +1 01=0
n°B,, -n®B,, 1

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

T5-9



c.d. Plaska fala swietlna w jednorodnym osrodku anizotropowym

—n®Byy +1  —n®By, 0
-n®B,,  —-n’By,+1 0|=0. (5.29)
—n?B,, —n®B,, 1

Rownanie (5.29) posiada dwa rozwigzania wzgledem n?, ktére w uktadzie wspétrzednych
z osia Z||s, zalezy od tylko 4-ech sktadowych tensora By

fala szybsza 2 2
(ang.fast) nf = 2 ) (530)
Byx + Byy + | (Bux — Byy)” + 4ByyByy
.. 2
fala wolniejsza ng _ _ (5.31)

(ang. slow) 2
Bex + Byy — |(Byx — Byy)” + 4By, By,
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5.4. Opis stanu polaryzacji swiatta

[—n?B,., + 1
—n®B,,

—n?B,,

—n°By,,
2

—n“B,, +1 0
—n°B,, 1

0]

Eox
SOy =0,
gOZ

(5.28)

Podstawienie np. n¢ (5.30) do (5.28) umozliwia wykazanie, ze w oSrodku anizotropowym:

» mozliwe jest istnienie skladowej podtuznej £, # 0 (zazwyczaj pomijalnie mata),

» dla zespolonych sktadowych B;; sktadowe &, i €;, moga przyjmowac wartosci zespolone.

réwnanie fali ptaskie;j € =&y explin(t —ns-r/c)],

wspoirzedna Z ||s.

(5.16)

Dla zespolonego €, koniec sktadowej rzeczywistej wektora € (5.16) zatacza helise

eliptyczng (zaniedbujgc sktadowa &,).

Rys. 5.1. Fala Swietlna spolaryzowana

eliptycznie [6].
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c.d. Opis stanu polaryzacji swiatta
H rownanie fali ptaskie; € =§pexpliw(t —ns-r/c)|, wspbirzednazl]|s. (5.16)
Wektor € (5.16) mozna przepisa¢ wytaczajac katy fazowe z amplitudy zespolonej
€ = |€oxl expli(wt — wnz/c — §,)], (5.32)

€, = |Eoy| exp|i(wt — wnz/c - §,)]. (5.33)

Koniec rzeczywistej czeSci wektora € kresli elipse na ptaszczyzZnie z = const.

y 4 ,
m, K
/ P -7
=~ b\ ,/’/ . B a — p6tos wielka elipsy,
| g \& .-~ o / o - azymut fali,
< € = - - B - kat przekatnej,
X
/ ) i m,, m, - amplitudy rzeczywiste.
k /

Rys. 5.2. Elipsa stanu polaryzacji i okreslajgce jg wielkosci.
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c.d. Opis stanu polaryzacji swiatta
Elipse stanu polaryzacji fali mozna opisa¢ nastepujacymi wielkoSciami:
» Amplitudy m, i m, wyznaczajg prostokat, w ktory wpisana jest elipsa
My = [Eoxl, My = |Egy- (5.34)

» Kat przekatnej 3, tzn. kat z przedziatu 0° < § < 90° pomiedzy osig +x a przekatna
prostokata opisanego na elipsie stanu polaryzacji. Z rysunku 5.2 wynika, ze
m m
Yy X

\/m,zc+m32, \/m,zc+m32,

» Azymut fali a, okresSlony jako kat skierowany z przedziatu -3 < a < 3 zakreSlony od osi
+x do osi wielkiej a elipsy.

m
tanB=—y, sinf3 =

cos B =
M, ’ P

(5.35)

> Roznica faz &
§=58,—8,. (5.36)

» SKkretnosc¢ fali - kierunek obrotéw konca wektora € na ptaszczyZnie z = const.
Gdy fala biegnie wzdtuz +z do obserwatora, to:

* 0°< 8 <180°- polaryzacja prawoskretng, tzn. wektor obraca sie zgodnie z ruchem
wskazowek zegara,

* 180° < 6 <360° - polaryzacja lewoskretna,
e 0 =0°oraz 180° - polaryzacja liniowa i skretno$¢ nie wystepuje.

Uwaga: to jest konwencja odwrotna do reguty sSruby prawoskretne;j. T5.13



c.d. Opis stanu polaryzacji swiatta

—n?Byy+1  —n?By, 0l o]
—n?B,,  -n?B,,+1 0|[&y|=0, (5.28)
| —n°B,y —n°B,, 1 €0z

Podstawienie wspdiczynnikdw zatamania n; (5.30) i n, (5.31) do wzoru (5.28) umozliwia
znalezienie zwigzkow pomiedzy &, oraz £,, i wyznaczenie wedtug (5.35) kata przekatnej
fali szybszej B¢ oraz kata przekatne;j fali wolniejszej f..

We wspotrzednych gdzie s = [0, 0, 1]

|Byx |
tan(B) tan(Bs) = = - (5.37)
By |
W praktyce zazwyczaj rozwaza sie hermitowskie tensory nieprzenikalnosci
Bij = Bj;, (5.38)

ktorymi mozna opisa¢ wszystkie oSrodki nieabsorbujace, i wzor (5.33) upraszcza sie do:

|ByX| = |Bxy| = Bs =90° — B¢|. (5.39)

Jezeli osrodek jest absorbujacy, rownosci (5.38) i (5.39) nie s3 spelnione doktadnie,
jednakze mozna je stosowa z bardzo dobrym przyblizeniem gdy znaczgca absorpcja
Swiatta nastepuje na drodze bardzo duzej w poréwnaniu do dtugosci fali.
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c.d. Opis stanu polaryzacji swiatta

Dla hermitowskich tensorow nieprzenikalnosci: =~ > Katy przekatnych fal:

y A
[ < | =90 -p (5:39)
B,, — B
sin B¢ = ﬁ 1+ Yy A ,
2 *
\/ (Byx — Byy) + 4Byy By,
/ (5.40)
1 B,, — B
/ cos B¢ = ﬁ 1- ¥ )
2 *
\ \/ (Bxx a Byy) + 4By Bxy
\ (5.41)
\Q > roéznica faz 8 dla fali szybsze;
Im[By Re[B
sin &¢ = | xy],cosSf = By , (5.42)
Rys. 5.3. Elipsy polaryzacji |Bxy | |Bxy |
fali szybszej (czerwona) i za$ dla fali wolniejszej §, = 5.+ 180°. (5.43)

fali wolniejszej (zielona) dla [B,| = |B,,|.
» polosie wielkie elips polaryzacji fali
szybszej i wolniejszej sg prostopadte.
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Problem 1 do prze éwiczenia

Jak wyprowadzi¢ réznice faz & (5.42) i (5.43) dla hermitowskiego tensora B?
Wszystkie potrzebne wzory:

—n’By, +1  —n®By,  0][g,,
—nszx —nszy +1 0f]|€oy| =0, (5.28)
—n?B,, —n°B,, 1 €0z
2
fala szybsza n? _ ’ (5.30)
(ang. fast) 2
Byx + Byy + [(Byx — Byy)” + 4B,y By,
fala wolniej 2
ala wolniejsza n? = ’ (5.31)
(ang. slow) 2
Byx + Byy — [(Byx — Byy)” + 4By By
€, = |€ox| expli(wt — nz/c —§,)], (5.32)
£, = |Eoy| exp|i(wt —nz/c —8,)], (5.33)
tensor hermitowski B;; = Bj; . (5.38)
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Problem 2 do prze éwiczenia

Wyprowadzi¢ zwigzek B¢z B5 (5.37) dla dowolnego tensora B.
Wszystkie potrzebne wzory:

-—leBxx +1 _nszy O- -ng-
2 2 —
—n?By,  —n?By, +1 0|y =0, (5-28)
—nszx _nZBzy 1_ €0z
2
vl —
Byx + Byy + \/ (Bxx = Byy)” + 4ByyByy
fala wolniejsza 2 2
Byx + Byy — | (Bxx — Byy)” + 4ByyByy
ang =" |50y|_ (5.34)+(5.35)
My [Eoxl
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