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Temat 1. Cialo state. Sie € krystaliczna doskonata. Symetrie
krysztatow.

1.1. Podstawowe poj ecia

Definicja 1.1.

Cialo stale to ciato w ktdérym atomy znajdujsic w ustalonych pozycjach wzglem siebie,
wyznaczajc okrglong sie¢ geometryczg Dla ciat statych mzna wprowadzi pojecie potazen
weztowych(réwnowagowyc)y wokot ktorych atomy wykongjdrgania. Ciato state pod wptywem
niewielkich sit skecajgcych odksztalca sisprzyscie, tzn. posiada sgptystasé postaci. Fizyka ciata
statlego zajmuje sigtdwnie krysztatami.

Rys. 1.1. Wykres energii
oraz sity przypadagej na
czsteczk w  krysztale
KCI od odlegtdci miedzy

jonami; zaznaczony jest
udziat energii
kulombowskiej i energii
odpychania.

Na podstawie [2].
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Definicja 1.2
Krysztat — ciato, w ktérym poteenia weztowe atomow tworg periodycznie uporgdkowary sie
geometrycza.
Definicja 1.3

Polikrysztat — rzeczywiste krysztaty zwykley zlepkiem monokrysztatow #@igcych s¢ orientacy
przestrzenpn W warstwie przégiowej midzy poszczegolnymi monokrysztatami powstigzne

dyslokacje.



Definicja 1.4

Ciatlo amorficzne — ciato state niekrystaliczne, tzn. cialo w ktérym nie wgysje periodyczne
uporzdkowania dalekiego zagu. Mazliwy jest pewien stopie uporzdkowania
krotkozasggowego.

a). Struktura monokrysztatu. b). Struktura polikrysztatu. c). Struktura ciata amorficznego.
Rys. 1.2.Struktura ciat statych o #ym stopniu uporgkowania.

Definicja 1.5

Krystalografia — nauka zajmgra s¢ zastosowaniem matematycznych praw symetrii do opisu

krysztatow.

Istnienie periodycznego mikroskopowego updkowania pocztkowo byto tylko hipotez.

Przetomowe odkrycia:

» XVIII wiek — mineralodzy zauwayli, ze wskéaniki opisupce kierunki wszystkich ptaszczyzn
krysztatu g liczbami catkowitymi.

» Na pocatku XX wieku Max von Laue (1912) oraz William Henry Bragg i Withd_awrence
Bragg (1913) stworzyli podstawy badanikroskopowej struktury krysztaldw na podstawie
dyfrakcji promieni rentgenowskich na krysztatach.

Definicja 1.6
Sie¢ Bravais’go (zwana take sieci prost) okresla charakter okresowego upgdkowania w
przestrzeni powtarzggych s¢ elementéw strukturalnych krysztatu. Elementami tymi anbgc
pojedyncze atomy, grupy atomow, molekuty, jony, itp. Istnshjvie rownowane definicje sieci
Bravais'go:
1. Si¢ Bravais'go jest dyskretnym, nieskezonym zbiorem punktéw przestrzeni,
uporzidkowanych w ten sposébe przy obserwacji uktadu z dowolnego rigteego daé punktu
R wzajemne rozmieszczenie punktéw ukfadu i jego orientagawsze takie same.
2. Trojwymiarowa sié Bravais'go jest zbiorem tych wszystkich punktow przestrzeni, kiboryc
wektory wodzce maja posta
R=nag+na+nzaz, (1.1
gdzie wspoétczynniking, ny, n3 przybierag dowolne wartéci catkowite, natomiasay, ap, az &3
dowolrg trojka wektoréw nie leacych w jednej ptaszczpie. Wektorya,, a,, ag hazywamy
wektorami prymitywnymi/podstawowym/bazowymi sieci

Istniejg trzy rodzaje przeksztaliesymetrii krysztatu przeprowadaajych struktug krystaliczry
samy w siebie:

1) translacja,

2) przeksztaicenia ze statym punktem sieciowym, tzn. obroty wokoétoolicia wzgédem
ptaszczyzny, inwersja (- —).

3) kombinacje przeksztatoeypu 1 i 2.



Dwuwymiarowa sié Bravais'go

Przyktady:

» Prosta sié kwadratowa — sieBravais’'go rozpita na dwoéch prostopadtych wektoraahi a,
o réwnej dtugéci

» Wierzchotki széciokatow w strukturze ,plastra mioduiie tworza ptaskiej sieci Bravais’go.

prymitywna
a | __+—T1 komorka

2 elementarna
// alternatywny wybor
wektoréw bazowych

A

Rys. 1.3.Prosta sié€ kwadratowa. Rys. 1.4.Struktura plastra miodu.

Dla dowolnej sieci Bravais'go istnieje niesiazenie wiele ukladéw wektorow bazowych, na
ktorych mana rozpic¢ siet. Najczsciej wybiera st je tak, by miaty najmniejgzdtugas¢ sparod
wszystkich maliwych trojek wektorow.

Trojwymiarowa sié Bravais'go

Istnieje siedem uktadow wektorow bazowych sieci Bravais’go, kigeeerujy 7 uktadow
krystalograficznych. Uwzgtinienie maliwosci centrowaniacian i obgtosci komérek rozpitych

na tych wektorach prowadzi do skonstruowania 14-talimgch sieci Bravais'go. Tylko niektore
rodzaje centrowaniagsuzyteczne dla danego uktadu wektoréw bazowych — przykladowo uktad
tetragonalny centrowany w podstawie jest réwnowajest rOwnowany prymitywnej Ssieci
tetragonalnej o mniejszej komdrce elementarnej.

1) ukfad trojskeény (ang.triclinic) 2) uktad jednoskny (ang.monoclinic)
alﬁx]‘l¢900 a¢900 aig{]o

B,y =90°

azbzc P

3) uktad rombowydng. orthorhombic) — wszystkieaky s3 proste.
a#b#*c a#b+#c a#b#*c a#b+c



4) uktad trygonalny / romboedryczny 5) uktad heksagonalnyig. hexagonal)
(ang.rhombohedral)
a=f=y # 90°

™~

6) uktad tetragonalnyafg.tetragonal) — wszystkiegly s3 proste.

a+c a+c

A

T

P

7) uktad regularnyang. cubic) — wszystkie &y s3 proste.

a a
a a
a I

P a F
Rys. 1.5.Czterndcie tréjwymiarowych sieci Bravais’go. Oznaczenia:

P — komorki proste,

| — komorki centrowane w odtjosci,

F — komorki centrowangciennie,

C — komorki centrowane w podstawie.

2
=
=)

Oznaczenia angielskie stosowane dla uktadu regularnego:
SC - simple cubic,

BCC - body centered cubic,

FCC — face centered cubic.

Definicja 1.7

sie¢ ztozona lub sie¢ z bazm — opis potaen atoméw w krysztale wymaga umieszczenia
powtarzalnej grupy atomow w kdym wezle sieci Bravais'go. Wsieci prostejna jeden wzet sieci
przypada jeden atom.

Definicja 1.8
baza atomowa-— jeden atom lub grupa atomow przypmlizowana do kadego wzila sieci
Bravais’go.



Definicja 1.9
struktura krystaliczna = si& Bravais’go + baza atomowa.

®
S Y

O

O
O
O

struktura krystaliczna

O_0O_0O
OOQO
O O

QO

siet Bravais'go baza
(dwa r&ne jony)

Rys. 1.6.Struktura krystaliczna powstag przez dodanie bazy dozkiggo wezta sieci Bravais’'go.

Definicja 1.10
Komoérka elementarna/prymitywna — w wyniku translacji o wszystkie wektory danej sieci

Bravais'go wypetnia catprzestrzeé bez luk i nakrywania gi Komérka elementarna jest kom@nk
najmniejszej olgtosci. Na komork elementarg przypada zawsze jedencxet sieci. Komorka
elementarna nie musi éyrownolegtgcianem, nie musi fe zawierg weztdw sieci w swych
wierzchotkach. Wybor komorki elementarnej nie jest jednoznaczny.

Definicja 1.11
Oczywista komorka elementarna/prymitywna— jest zawsze rownoledgicianem zbudowanym z

podstawowych wektoréw translaeyi, a,, as sieci Bravais'go, tzn. jest zbiorem punktow postaci:
r=xpa;+Xas+xas, (1.2)
gdziexy, Xz, X3 0 [0; 1].

komorka elementar Rys. 1.7. Jeden z mdiwych

dwuatomowa baza wyborow komorki elementarnej w
ptaskiej strukturze typu ,plaster
miodu”.

na czerwono 0znaczono
wektory sieci Bravais'go

Rys. 1.8. Jeden z maiwych

. wyborow wektoréw prymitywnych w

9 komorka regularnej sieci ptasko centrowanej

/prosta/ UMOWNE  Ecc. Jéli wyjsciowa siet regularn
generuy wektory ag, ay, az, to

jako wektory prymitywne mma

wybrac:

a =,aR+9), & =ja[g+2),

as :%a(x+2).



a) b)
Rys. 1.9. Dwa z maliwych sposobow wyboru wektoréw prymitywnych w regularnej sieci
centrowanej olfosciowo BCC. J&li wyjsciowg siet regularm generu wektory ax, ay, a2, to

jako wektory prymitywne mma wybr&: (a) a; =ax, a,=ay, a3:%a(x+y+2) albo (b)

o= 1472, 8= 1942, 2= a9 42

Definicja 1.12
Liczba koordynacyjna — liczba najbliszych gsiadéw jednego punktu sieci Bravais’go. Ze

wzgledu na okresow&t sieci kady punkt ma tak sama liczb najblizszych gsiadéw. Przyktadowo
prosta sié regularna ma liczpkoordynacyja rowng 6, w strukturze FCC liczba koordynacyjna
wynosi 12, w strukturze BCC wynosi 8.

Definicja 1.13
state sieci- rozmiary komérki elementarnej.

Wady komorki prymitywnej zbudowanej na wektorach siBcavais'go jest brak petnej symetrii
sieci.

Definicja 1.14
komorka elementarna Wignera-Seitza— komorka, ktéra dobrze odzwierciedla symesieci i

zawiera zawsze tylko jedercret.

Budowa:ustalony wzet sieci §czy st ze wszystkimi jegoagsiadami (nie koniecznie najbiizymi),
a otrzymane odcinki przepotawig gitaszczyznami normalnymi. Fragmenty tych ptasziozyzzac
si¢ tworzg wieloscian, wsrodku ktérego znajduje gsivybrany wzet.

Rys. 1.10.Przyktad budowy komorki Wignera-Seitza dla
dwuwymiarowej sieci ukne.




Rys. 1.11.Komorka Wignera-Seitza sieci BCC w ksztalcie
osmioscianu scigtego (14scian). Otaczacy szdcian jest
komorks umowry z punktami sieciowymi we wszystkich
wierzchotkach i w jednym punkcie svodku szécianu (nie
pokazany na rysunku) [1].

Niektore struktury krystalicznegs1a tyle czsto spotykaneze otrzymaty nazwy wywodge s¢ od
najpopularniejszych przedstawicieli. W szczegéting to:

>

Struktura chlorku sodu (Rys. 1.12) —¢siegularna centrowana powierzchniowo. Jony sodu i
chloru g usytuowane na przemian w pozycjach twoyrh si€ kubiczry prosty. Inne
przyktady krysztatow o tej strukturze: LiF, PbS, AgBr, MnO,

Struktura diamentu (Rys. 1.13) — uktad dwdch sieci regularnych eeartyeh powierzchniowo
przesungtych wzdhs gtdwnej przektnej szécianu o jedn czwart, jej dtugaci. We wszystkich
weztach tej sieci znajduje giatomy jednego rodzaju. Kdy atom otoczony jest czterema
najblizszymi gisiadami tworgcymi tetraedr. Inne przyktady krysztatow o tej strukturze: ®i, G
Pb.

Struktura blendy cynkowej ZnS (Rys. 1.14) — podobna do struktury diamentu ilesiewai
FCC g zbudowane z innych atomow. W tej strukturze krystalizuje wielezkow ztazonych z
atomow grup Il V, np.: GaAs, GaP, InSb.

Struktura heksagonalna o nggtszym upakowaniu HCP (angexagonal Close Packgd nie
jest to sié Bravais’'go, lecz sktadagsiz dwoch przesugiych heksagonalnych sieci Bravais'go
(Rys. 1.15). W tej strukturze krystaliaun.in.: Zn, Cd, Be, Mg, Re.

. 1.12 Struktura chlorku sodu [2].



a) potozenia atomoéw zrzutowane ngciare | b) uktad atoméw w szeiennej komorce
sz&cianu komorki umownej. gty O i % | umownej.

tworzg sie¢ FCC, wzly Y4 i % tworz drug

przesungta sie¢ FCC.

Rys. 1.13.Struktura diamentu — uktad dwéch sieci regularnych centrowanych nzaweowo
przesungtych wzdhe gtdwnej przektnej szécianu o jedn czwart, jej diugaci [2].

Rys. 1.14. Struktura blendy cynkowej -
analogiczna jak struktura diamentu ale dwie
sieci FCC g obsadzone przezade jony.

b/:\r/
: @)

5]

P

a) uktad atomow w kolejnych warstwach. b) dwie podsieci heksagonalne przestmi

o wektorr :gal +%a2 o1

Rys. 1.15.Struktura HCP - heksagonalna o rajgzym upakowaniu.
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Uktad atomow w krysztale mie wykazywa pewry symetre [4]:

1. Odbicie — na przykiad symetria zwierciadlana wdghm ptaszczyznyz jest okrélona przez
transformacgj wspotrzdnych: X' =-x, y' =y, Z =z Obecné¢ ptaszczyzny zwierciadlanej jest
oznaczana symbolem.

2. Inwersja — odbicie wzgtem punktu opisane przez transformgagspotrzdnych: x' =- X,
y' =-vy, Z =- z Inwersja jest oznaczana symbolém

3. Obroty — obrét wokot petnej osi o zadamt browadzi do uktadu identycznego z pgikpwym.
Liczba takich obrotéw skiadgych s¢ na lgt pelny nazywana jest krotémag osi. Opréocz
banalnego przypadku obrotu o 360 krysztatach idealnych nitiwe s3 osie dwu-, tréj-, cztero-
I sz&sciokrotne oznaczane liczbami 2, 3,41 6.

4. Obroty inwersyjne — obrot po ktérym ngstje inwersja. Osie obrotow inwersyjnychh s

oznaczane symbolan®, 3, 4, 6.

Definicja 1.15
krystalograficzne grupy punktowe — kombinacje wymienionych pousj elementéw symetrii

(bez translacji). Istnigj32 r&ne grupy punktowe.

Miedzynarodowy system oznaczania grup punktowych

Jednym z najpopularniejszych sposobow oznaczania grup punktowych jesterokrezbioru
generatoréw grupy symetrii, npmdn oznacza © czterokrotn i dwie ptaszczyzny zwierciadlane.
Generatory to minimalny zbior elementéw symetrii, z ktérychzmao odtworzy wszystkie
elementy symetrii. Obowzuja reguty:

> mjest preferowane przed,

» plaszczyzna zwierciadlana prostopadta do osi symetrii jest zapisyvkan2ta

» dwa niezalene zespoly ptaszczyzn zwierciadlanych oznaczamy

Tabela 1.1.Wykaz wszystkich grup punktowych.

Uktad Grupy punktowe
krystalograficzny

Tréjskasny 1,1

Jednoskény 2,m, 2/m

Rombowy 222mn2 ,mmm

Tetragonalny 4, 4, 4m, 422, mm 42m, 4mmm
Trygonalny 3,3,32,3m,3n

Heksagonalny 6, 6, 6/m, 622, B¢nm 62m, 6mmm
Regularny 23,m3, 432,43m, m3m

1.2. Znaczenie symetrii 0 srodkow

Liczne wia&ciwosci fizyczne krysztatldw @ opisane tensorami iiej rangi. Na symewi
tensora wynikajca z natury opisywanego zjawiska naktadasymetria wiasnasoodka, okrélona
przez grup punktows.

Przyktad 1.1: tensor podatied elektryczne;j
Wektor polaryzacji elektrycznej w krysztale jest dany wzorem

Pi =& X E;, (1.3)




gdziegy — przenikalné¢ elektryczna prini, E; — skladowe wektora ngtenia pola elektrycznego,
Xi - sktadowe tensora podatoo elektrycznej. Jeeli osrodek nie wykazujezadnej symetrii, to
tensory ma symetg wiasry
Xij = Xiji - (1.4)

Jezeli dany drodek wykazuje pewsp symetrg, to po dokonaniu transformacjisrodka przez
odpowiedni element symetrii nowy zyzek

P =g Xi Ej albo rownowanie P', =¢ Xii Elj, (1.5)
musi by tozsamy ze zwizkiem wygciowym (1.3).

Jezeli d jest macierg transformacji odpowiadaga danemu elementowi symetrii, to wektory

podlegaj transformacji wedtug wzorow

P'=dP, E'=dE, (1.6)
natomiast tensg{ zapisany w postaci tablicy>83 transformuje ginastpujaco
X' =dxdT, (1.7)

gdziedT jest macierz transponowanwzgledemd.

Nalezy dokona& wszystkich maliwych transformacji poprzez elementy symetrijdigce
generatorami grupy punktowej oraz wszystkie nigdme ztaenia tych elementéw. W rezultacie
otrzymamy ukiad dwoch lub wiej rowna w postaci (1.3), (1.5), .... Rozyzdanie ukiadu
prowadzi do wnioskuze wraz ze wzrostem symetrigrodka zmniejsza siliczba niezalenych
sktadowych w opisacym go tensorze (przyktady w Tabeli 1.2).

Tabela 1.2.Zmiany postaci tensora podagnbelektrycznej ze wzrostem symetriirodka.

grupa 1 grupa 2 2 || ) grupa 222 grupa 42m
6 niezalenych skt. 4 niezalme ski. 3 niezalee skt. 2 niezalme skt.
X11 X12 Xi3 X1 X2 O X1 O 0 X2 0 0
X=Xz X22 X23| A=| X2 X2 O x=| 0 X2 O x=| 0 Xuz O
X13 X23 X33 0 0 =3 0 0 Xa3 0 0 Xss3

Przyktad 1.2:Niektore zjawiska nie magw ogolle wysipowa w krysztatach o specyficznej
symetrii — np. tensor liniowego efektu elektro-ayaiyego zeruje siw osrodkach posiadagych
srodek symetrii, np. w grupie punktowamm.

Postacie wielu tensoréw dla wszystkich grup punkidwsy zebrane w tablicach, np.:
Yu.l. Sirotin, M.P. Shaskolskaya, ,FundamentalsQGrfstal Physics”, Mir Publishers, Moscow
1982.

1.3. Wska zniki ptaszczyzn krystalicznych

Definicja 1.16
Ptaszczyzm sieciowy nazywamy dowolp ptaszczyza zawieragca €O najmniej trzy
niewspotliniowe punkty sieciowe.

Orientacg ptaszczyzny sieciowej opisuje¢sprzy wyciu wskaznikow Millera wyznaczanych

nastpujaco:

» Znajdujemy wspohgdneh', k', I' przececia ptaszczyzny z osiami w jednostkach statychisiec
ay, ap, az.

» Tworzymy odwrotnéci 1/h', 1K', 11'.

» Znajdujemy wskaniki Millera (h k) jako trzy najmniejsze liczby catkowite o tym samy
stosunku jak dla odwrotdoi 1/h', 1K', 11"

» Jezeli np. h' - oo, to odpowiedni wskanik Millera zapisujemyh = 0. Ujemny wskanik np. h
zapisujemy jakad.
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ptaszczyzna
3 sieciowa
(634)

Rys. 1.16.Przyktad wyznaczania wskaikow ptaszczyzny sieciowej (634). Dana ptaszczyzna
przecina osie w punktach wskazywanych przez wektoay, Za,, 3az. Odwrotngciami
wielokrotnasici wektorow g liczby 1/2, 1/4, 1/3. Najmniejsze liczby catkowite o tym samym
stosunku to 6, 3, 4.

A {l
z Z
1 1
(010) (110)
»
1y 1y
1 1
X X
{‘ z A
V4
1 /
(111)
/
A/ 1
1y y R
Y (110)
1 0 >
X X 1 y

Rys. 1.17 Przyktady wskanikow wazniejszych ptaszczyzn sieciowych.

Definicja 1.17
Rodzina ptaszczyzn sieciowych zbidr rownolegtych i réwnoodlegtych ptaszczyzn sieciowych,

ktOre razem wzite zawieraj wszystkie punkty tréjwymiarowej sieci Bravais’go.
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1.4. Kwazikrysztaly / quasi-krysztalty (ang.  quasicrystals )

Kwazikrysztalty zaobserwowat po raz pierwszy Dan Shechtman w 1882011 roku Dan
Shechtman otrzymat za odkrycie kwazikrysztatow Nagrdbbla w dziedzinie chemii. Cegh
charakterystyczn kwazikrysztatow jest obeci® elementow symetrii wykluczonych przez
klasyczra krystalograf¢. Dotychczas udokumentowano eksperymentalnie ¢pgstanie osi
symetrii 5-, 8-, 10- i 12-krotnych.

Czy kwazikrysztat jest krysztatem?

» Argument za: kwazikrysztaty wykazwaj wyrazne dyskretne widmo dyfrakcyjne, co wskazuje na
istnienie uporzdkowania dalekiego zagju (rys. 1.18). Uporgkowanie to ma charakter
orientacyjny.

» Argument przeciw: szczelne wypetnienie przestrzeni komodrkami o jednym ksztaleielaje
mozliwosci zbudowania struktury posiadaegj & 5-, 8-, 10- lub 12-kroth W konsekwencji
fundamentalne peogia klasycznej krystalografii takie jak symetria trangjaa w przestrzeni
trojwymiarowej i si€¢ Bravais’go nie majzastosowania do kwazikrysztatow.

Rys. 1.18 Przyktad diagramu dyfrakcyjnego kwazikrysztatu 3D.
Zrodto: http://spacecollective.org/michaelerule/5810/Quasicrystal-Riffsa-Patterns

Definicja 1.18 (rewizja definicji ,krysztatu”™)

Odkrycie kwazikrysztatow zobligowato Nilzynarodow Uni¢ Krystalograficzg do zmiany w

1991 roku dotychczasowej definicji krysztatu opartej na translacyyejetrii trojwymiarowej

sieci. Obecnie zakyysztat” uwaza st kazde cialo wykazujce dyskretny diagram dyfrakcyjny.
Ponadto zdefiniowano pgjie ,krysztat aperiodyczny' jako dowolny krysztat, w ktorym nie
mozna rozwaaé istnienia trojwymiarowej okresowoi sieci [*].

[*] International Union of Crystallography (1992). "Report of theeExtive Committee for 1991".
Acta Cryst. (1992), vol. A48 (6), str. 928, doi:10.1107/S0108767392008328.

Kwazikrysztaty mana podziek na dwa rodzaje:

1) Kwazikrysztaty trojwymiarowe / ikozaedryczne (amgpsahedra) - nie wykazuj okresowdci
translacyjnej wzadnych kierunku.

2) Kwazikrysztaty dwuwymiarowe (angolygonal or dihedral quasicrystglsktore mag o 8-, 10-
albo 12- kroty i wykazup translacyjg okresowd¢ tylko wzdtuz tej osi.
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Robert Berger i Maciej Mende udowodnili w roku 1968 maliwe jest szczelne
nieokresowe pokrycie ptaszczyzny (parkigtgporzy wyciu kafelkbw o skaczonej liczbie
ksztattow. Najprostsze pokrycie odkryt Roger Penrose w 18@8. (Penrose tiling w ktGrym
wymagane $ tylko dwa rodzaje rombéw (rys. 1.19). Rozmieszczenie reflekséw katyfraych
generowanych przez kwazikrysztaty jest charakterystyczaepriodycznych dwuwymiarowych

pokryc.

Rys. 1.19.Pokrycie Penrose ztone z dwdch
rodzajow kafelkdw.

Materiaty kwazikrystaliczne

Pierwsze zbadane kwazikrysztaty zostaly znalezione w roslgjgiirach. Prawdopodobnig s
to materialy pochodzenia kosmicznego. W laboratoriach kwazikrysatghwarza s od 1984
roku. Kwazikrysztaty tworz sie zwykle w trojsktadnikowych stopach popularnych pierwiastkow,
dla przyktadu: Al-Cu-Fe, Al-Ni-Co, Al-Pd-Mn.

Pierwsza generacja kwazikrysztaldbw byta uzyskiwana podczgskiego przechtodzenia
stopu metali ze stanu ciektego. Uzyskana w ten sposoéb struktustajestn pgérednim medzy faz
amorficzry a faz krystaliczy a utzenie atoméw nie odpowiada minimum energii swobodnej.
P&niej otrzymano take stabilne struktury kwazikrystaliczne dfgisle okrelonych skladow
stop6w metali, np. Als{CuFe) s

Struktura i whdciwosci kwazikrysztatow g catkowicie odmienne od struktury i wkawosci
pierwiastkdw wchodgych w sktad stopu. Materiaty te wykazuj
» wysoky wytrzymata¢ mechaniczay,

» wyjatkowa odporngd¢ na korozg,

» niskie przywieranie.

Stal z powtoly kwazikrystaliczg znalazta ja zastosowanie do produkcji wysokiej jakbostrzy
do golenia oraz igiet lekarskich. Trvggprace nad kolejnymi zastosowaniami...
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Temat 2. Sie ¢ odwrotna.

Definicja 2.1
Sie¢ odwrotna — jezeli dane s wektory podstawowey, ap, ag sieci prostej, to séeodwrotry

definiujemy poprzez wektory podstawowe

b,=2m 2278 (2.1)
a; a, xas)
b2 = Zna':?’ixal ' (22)
a; ay xa3)
by = ZH& , (2.3)
a, a, xas)
przy czym
Q =l (axag)|= P2 (s * a)| =|ae- (ar X &), (2.4)
jest obgtosciag komorki elementarnej sieci prostej. Wektory sieci odwrotpdglemy dalej
oznacza przezK
K=m1b1+mzb2+m3b3, (25)

gdzie m;, mp, mg 53 liczbami catkowitymi. Jednosikwektorow sieci prostej jest [m], jednostk
wektoréw sieci odwrotnej jest [1/m].

Definicja 2.2
Sie¢ odwrotna jest zbiorem tych wszystkich wektorow falowykh dla ktérych fale ptaskie maj

okresowd¢ sieci Bravais’go (krystalicznej).

Whiosek:obraz dyfrakcyjny krysztatu jest obrazem sieci odwrotnej.
Definicj¢ 2.2 mana wyprowadz z definicji 2.1.

Dowdd 2.1
Ze wzorow (2.1)-(2.3) wynika,e
a - by = 2 ;. (2.6)
Fak ptasky w punkcie o wektorze wodeymr w chwili t mazna zapisé
W(r,t) = Aexp[iK-r + wt)]. (2.7)

Stad wynika,ze fala ptaska w punkcie +r, gdzieR jest wektorem sieci proste;j
WR+r,t) = Aexp[iK-R+K:-r +wt)] = ¥(r, t) exp[i(K-R)] =
=W(r, t) exp[i 2r(nymy + nomy, + neg)] = W(r, t). (2.8)

Wiasciwosci sieci odwrotnej:
1. Sie odwrotna jest siegiBravais’go.
2. Kazdy wektorK sieci odwrotnej jest prostopadty do odpowiedniego zbioru ptaszczyzn sieci
prostej Bravais’'go (sieci krystalicznej).
dla kazdegoK K =hb; +kb, +1bs, (2.9)
gdzieh, k, | s3 wskanikami Millera generujcymi ptaszczyzny sieci prostej Bravais'go.
3. Odlegta¢ migdzy ptaszczyznami sieci krystalicznej o wahikach Millerah, k, | jest rowna

2n
dpg =7 2.10
4. Obgtos¢ komorki sieci odwrotnej
3
Vi :(2\;‘) , (2.11)
r

gdzieV; jest obgtoscia komorki elementarnej sieci prostej.
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5. Siec prosta (krystalicznady Bravais'go) jest siegiodwrotry do swojej sieci odwrotne;j.
6. Komodrka elementarna sieci odwrotnej nie musi pyostopadtécianem (nawet gdy komorki
sieci elementarnepgrostoktne).

Definicja 2.3

Pierwszy strefa Brillouina nazywany komork elementary Wignera-Seitza skonstruowsamlla
sieci odwrotnej.Druga strefa Brillouina jest obszarem zawartym ¢dey brzegiem pierwszej
strefy a ptaszczyznami potoyaymi odcinki hczace wybrany wzel sieci odwrotnej z jego
nastpnymi gsiadami. Analogicznie konstruuje;slalsze strefy.

b,
5 N

Z 1 N\

> | strefa

—
—

5‘t§§ \Q\i‘ I Il strefa

7/
4

SN—t—7
\_'_,\\J_/' Rys. 2.1.Dwie pierwsze strefy Brillouina dla
sieci kwadratowe.

Grupa punktowa symetrii pierwszej strefy Brillouina oraz grupaedrii sieci odwrotnej jest taka
sama jak grupa symetrii danej sieci krystalograficzne.

Znaczenie | strefy Brillouina

Komorki sieci odwrotnej zbudowane na wektorach bazowych biedd,, b 53 mato wyteczne.
Rozpraszanie fal na krysztatach jest bliskogzane zestrefami Brillouina . Kazda fala o wektorze
falowym poprowadzonym zérodka pierwszej strefy Brillouina do jej granicy jestdiem fali
ugietej. Dlatego sié odwrotry krysztalu mana wyznacz§ doswiadczalnie na podstawie analizy
rozpraszania promieni X lub neutrondéw przez ten krysztat.
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Temat 3. Defekty sieci krystaliczne,j.

Do najwaniejszych rodzajow defektéw w krysztatach rale

1). Defekty punktowe, czyli luki w sieci i atomy midzyweztowe. Te defekty $ najczsciej
spowodowane przez domieszki. Doktagthooczyszczania krysztatéw dochodzi do ~°1%b.
Wystepowanie tych defektéw nioa przewidzié nawet dla krysztatow idealnie czystych na
podstawie warunku roéwnowagi termodynamicznej. Defekty punktowe detegmaatikowicie
przewodnictwo elektryczne krysztatow jonowych i silnie wphauag ich widciwosci optyczne.

2). Defekty liniowe = dyslokacje Z warunku réwnowagi termodynamicznej wynika znikomo mata
liczba defektéw tego rodzaju. Dyslokacje pojawisig jednak czsto w rzeczywistych krysztatach,
wpltywajg na szybké¢ wzrostu krysztatow i powodgjobnizenie wytrzymaitéci krysztatdow na
scinanie.

3.1. Defekty punktowe

Defekty punktowe agsto wystpujace w sieci, to:
» defekty Schottky’ego— wakanse zamiast atoméw wziach sieci,
» defekty Frenkla — wakanse stowarzyszone z atomangidayweztowymi.

@ atom poza sies

oo o oo o
@ atom mgdzyweztowy \
oo /* o—0 / o0
* luka ¢ luka A ¢
o—© o0 0 ©
Rys. 3.1.Powstawanie defektow Frenkla. Rys. 3.2.Powstawanie defektéw Schottky’ego.

Rozwamy monoatomow siet Bravais’go. Warunkiem réwnowagi krysztatu w statej temperaturze
T i poddanego statemusaieniup jest osagniecie minimum potencjatu termodynamicznego Gibbsa
G=U-TS+pV, (3.2)
gdzieU jest energi wewretrzng krysztatu,V jego obgtoscia, za Sentropy. Dla zwyktych wartéci
cisnienia (rzdu cgnienia atmosferycznego) mma zaniedba iloczyn pV, znacznie mniejszy od
pozostatych wyrazow w réwnaniu (3.1), co prowadzi do minimalizacji energii swobodsejdty
G=F=U-TS (3.2)
Dla liczby lukn <<N mazna oczekiwg, ze energia swobodnadizie zalee¢ wytacznie odn, przy
braku zalenosci od sposobu rozmieszczenia luk. W przypadku gdy wszystkie konfigusacj
jednakowo prawdopodobne entrepipisuje formuta Boltzmanna
S=kgIn(g), (3.3)
gdzieks = 1,381 J/K jest statBoltzmannag jest liczly sposobdéw na jakie luk mazna rozmigcic
w N weztach sieci
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N!

g:(N—mmr (34)
Wykorzystupc przyblizenie Sterlinga dla diych wartgci X
InXI'=XInX-X (3.5)
otrzymujemy
gﬁ =@w{N;”j=@m[E) (3.6)
T
Energe wewretrzng mozemy zapisdw postaci
, U= Urown + Uharm (3.7)
gdzieU™"" jest energi wewrgtrzng dla atoméw w potzeniach réwnowagowycty"@™ jest energi

drgan wokot potazen réwnowagi (energia fononéw). Typowo sktadri®®™ << U™ i mozna
uwazaé, ze energiaf potrzebna do uswgia jednego jonu z sieci jest wiellaig niezaleng od
temperatury rown &,

_GU‘ _au rown‘

&= =
on \T on

=&,. (3.8)

v

Po podstawieniu rowma(3.6) i (3.8) do warunku aggania ekstremum przez energiwvobodn

F o (3.9)
on|t
otrzymujemy
n:Nw{ﬂ%) (3.10)
kgT

Typowo energid, jest rzdu kilku eV, zaten€y >> kgT.

W powyzszych rozwaaniach zataylismy mazliwos¢ wystpowania tylko jednego rodzaju
defektu, w postaci luki w wzle sieci Bravais’go. W ogolniejszym przypadku kngga ztazonego z
atomow wielu rodzajow wyspowa beda rdzne rodzaje luk. Ponadto mpgojawic sic dodatkowo
atomy w potaeniach m¢dzy weztowych. Jeeli poszczegolne defekty ©d siebie niezalae, to
liczba defektow-tego rodzaju wyniesie

_‘S]
n; = Njex el (3.11)
B

gdzieN,; jest liczly tych weztdw sieci, w ktorych magsie pojawic defektyj-tego typu.

W przypadku wysfpowania zalenosci pomkedzy liczbami defektéw rnych typow powyszy
zwigzek trzeba wyprowadgiinaczej. Defekty Frenkla i Shottky’egm zwigzane gtownie z
krysztatami jonowymi, dla ktérych musimy uwzdhi¢c warunek neutralri@i elektrycznej
krysztatu

qunj =0, (3.12)
j

gdzie q; jest tadunkiem zwzanym z defektem-tego typu (np.qg =+e dla luki w wezle
zajmowanym normalnie przez jon ujemny). Zamiastimatizacji potencjatuG postzymy sk
teraz metogl mnaznikbéw Lagrange’a i &dziemy minimalizowa wyrazenie

G+A) . qgn;. (3.13)
i

Wykorzystupc przyblzenia analogiczne do tych zastosowanych w wyprowadzezoru (3.10)
otrzymamy teraz
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0 =Njexj- 0| (3.14)
kgT

gdzie nieznany jeszcze mmmok A znajdziemy wykorzystgg warunek (3.12).

Zazwyczaj najniisza energiafj dla tadunkow o danym znakuzie w odlegtgci wielu
jednostekksT od nasgpnej najniszej energii dla pozostatych defektéw o tym samym znaku. W
takiej sytuacji w krysztalednzie dominowa tylko jeden typ defektu o tadunku dodatnim i jeden
typ defektu o tadunku ujemnym, a ich liczba wyniesie

n, =N, e (&+e)/(keT) (3.15)
n. = N_e (&2e)/(ksT) ’ (3.16)
gdzie & = min (&; ), & = min (). Dla wszystkich innych defektow
j =+e qj -—e
nj <<n., dla defektow o tadunkach dodatnich, (3.17)
nj <<n., dla defektéw o tadunkach ujemnych. (3.18)

Pomijapc te pozostate defekty, warunek neutramelektrycznej z dobrym przylieniem mana
zapisa

n. =n (3.19)
Nieznany mnénik A mazna usug¢ obliczapc iloczyn rowna (3.15) i (3.16)
n,n_ = N,N_e (&+&)/ (k) (3.20)
Stad i z warunku (3.19) otrzymujemy ostatecznie
n, =n_ =./N,N_ e &*+&)/CkeT)| (3.21)

Whiosek:

Warunek neutralriei elektrycznej prowadzi do zmniejszenia konceljitnag@jczesciej spotykanego
typu defektébw z réwnoczesnym wzrostem koncentra@iczsciej spotykanych defektow
przeciwnego znaku.

3.2. Defekty liniowe = dyslokacje

Rozwamy odksztatceniescinajgce idealnej sieci krystalicznej pod wptywem przyoej sity.
Miarg odksztalcenia jest/d (rys. 3.4b) gdziex jest przesumiciem ptaszczyzny sieciowej
rownolegle do ssiedniej ptaszczyzny jest odlegtécia ptaszczyzn.

e o o o o —F>o o o o o T»o e o o o
o o o o?Id o o ogd e o o E/
a) b) X C)

Rys. 3.4.Krysztat idealny poddawany ragremu odksztatceniu(a) krysztat nieodksztaicony,
(b) krysztat odksztatcony(c) krysztat tak mocno odksztatlconse jego konfiguracja nie #di si¢
od krysztatu nieodksztatconego [1].
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Dla matych wartéci sity odksztatcajcej F mazemy oczekiwa liniowej zaleznosci odksztatcenia
x/a od F. Energia zwizana z odksztatceniennx) przypadajca na jednostkobjetosci krysztatu

bedzie wic funkcp kwadratovy
2
u= 1()() G, (3.22)

2\d
gdzieG jest modutem speystaici rzedu 13° = 10t N/m?.

Dla dwych wartdgci odksztatcé wzor (3.22) przestaje oboydywat. Energiau nie mae
rosm¢ nieograniczenie ze wzrostex bo dlax =a (Rys. 3.4.c) struktura krysztatu nieznd sie
niczym od krysztatu nieodksztatconego (Rys. 3.4E)ergia odksztatcenia jest zatem fugkcj
okresow u(x +a) = u(x) i jej maksimum mgemy spodziewasi¢ dlax = a/2 (Rys. 3.5.a).

Naprzeniescinagce jest dane wzorem

o=d9Y. (3.23)
dx
a) b) d
A = du
ulx) MG‘ atx)=ge ()
. Ld '”“_‘/1
/
O § = g —
i
J |
|
I
I
i . [ i |

0 al2 a x 0 | a/ a2 a x

Rys. 3.5.(a) energiau towarzyszca odksztatcenigcinagcemux, (b) napezenie scinajgce o w
funkcji odksztatcenix [1].

Dla pewnego przemieszczenigpomigdzy 0 ia/2 zalenos¢ u(x) musi mi€ punkt przegicia, w
ktorym napezenie 0 osgga maksimum (Rys. 3.5.b). Przyjmijmye jest to punkix=a/4 i
oszacujmy rzd wartaci krytycznego napgenia scinagcego dokonujc liniowej ekstrapolacii
zaleznos¢ o(x) wynikajacej ze wzoréw (3.22) i (3.23)

4d

2
O'C :di 1()(] G
dx| 2\d h
X=a

Powyzsze zgrubne oszacowanie prowadzi do waito. rzedu 13° N/m? natomiast wyznaczone
doswiadczalnie wartéci dla probek monokrystalicznych mody¢ az do 1d razy mniejsze!
Przyczyn tej niezgodnéci, jest wysgpowanie w rzeczywistych krysztatach dyslokacji gstgsci
rzedu od 16 do 1G° 1/cnf. Lokalne napgzenie sieci w pobtiu dyslokacji jest tak die, ze
przesungcie dyslokacji wymaga wzgtinie matych dodatkowych nagen. Przesunicie dyslokacji
na odlegtéci rzedu rozmiaréw krysztatu sprowadza gio przesuricia o stad sieciowg dwoch
potowek krysztatu.
Wyrdéznia sk nastpujace typy dyslokacii:
a) dyslokacja krawedziowa (Rys. 3.6.a) — powstaje po usgsiu z krysztatu potptaszczyzny
atomowej,
d) dyslokacja srubowa (Rys.3.6.a) — powstaje po przeswii czsci krysztalu wzdta
potptaszczyzny atomowe;.
W og6lnym przypadku miejsca naphkszego zaburzenia sieci mpgktada& sie w dowolne linie
krzywe, w tym rownie linie zamkné¢te oraz kaczace s¢ na powierzchni krysztatu. Podczas jego

_1aG (3.24)
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hodowli dyslokacjerubowe kaczace sé na powierzchnigprzyczyr tworzenia s spiral wzrostu
prowadzcych do znacznego prgyieszenia wzrostu krysztatu.

bl

kierunek ruchu
dyslokacji

=> (kierunek poslizgu}
Rys. 3.6.(a) odksztalcenie przez glzg zwigzane z ruchem dyslokacji kradziowej. (b) Paslizg
zwigzany z ruchem dyslokadjrubowej [1].

Paradoks

Wytrzymata¢ na napgzenia probek krystalicznych niskiej jada maze by bliska wytrzymatéci
oszacowanej teoretycznie we wzorze (3.24). W ¢npaoprawiania struktury krystalicznej probek
ich wytrzymal@¢ maleje. Tak zaleznos¢ wyjasnia st blokowaniem ruchu dyslokacji przez liczne
domieszkami, defekty punktowe i inne dyslokacje. W en@zyszczania i doskonalenia struktury
krysztatu ruch dyslokacji napotyka coraz mniej przeszkodelaida s¢ usumé wszystkie
dyslokacje, to znow otrzymujemy materiat twardy.
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Temat 4. Wigzania krystaliczne. Wi gzanie van der Waalsa.

4.1. Klasyfikacja wi gzan

Sity miedzyatomowe dla matych odleglm s3 odpychajce a dla diaych odlegtdci
przyciagajpce. ROwnowaga madzy tymi sitami nasfpuje dla odlegtéci migdzyatomowych rzdu
10 '°m. Stanowi réwnowagi odpowiada minimum energii potencjalnej

F f U
|
|
|

rok/ ) Vr

Rys. 4.1. Typowa zalenos¢ sity F dziatapce] medzy atomami oraz zwkzanej z i energii
potencjalneJ od ich wzajemnej odlegdoi r [3].

Definicja 4.1
Energia wigzania — minimalna energia konieczna do rozdzieleniastaczki (krysztatu) na
nieskaczenie odlegte atomy (czasami na mniejszsterzki).

Odpychanie pomgdzy atomami jest konsekwegcjnakladania si funkcji falowych
elektronéw z rénych atoméw. Z powodu obogaywania zakazu Pauliego pierwotne poziomy
energetyczne elektronébw w oddziatyweych atomach uleggjzwickszeniu, co jest rownoviae
pojawieniu s¢ sit odpychajcych. Sity odpychace bardzo szybko zwkszap si¢ przy zblizaniu
atomow. W zwazku z tym w wielu zagadnieniach fizyki statystyczngjwa st modelu sztywnych
kul, ktére @ przyblizeniem rzeczywistych atoméw. W tym modelu jedynym parametre
zZwigzanym z odpychaniem jest promikul.

Wigzania dzielimy ze wzgtu na rodzaj sit przyggajgcych. Wszystkie sity przyeggajce
migdzy atomami maj giéwnie charakter elektrostatyczny, natomiast oddziatywanianetgczne
majg znikome znaczenie.

W zaleznosci od sposobu naktadania stlektronowych funkcji falowych rozefia sk pieé
typow wigzan:

1) wigzania kowalencyjne,

2) wigzania jonowe,

3) wigzania metaliczne,

4) wigzania Van der Waalsa (krysztaly o takimgméniu nazywamy krysztatami Van der Waalsa
lub molekularnymi),

5) wigzania wodorowe.

Krysztaty mana podziek ze wzgédu na typ dominucego wizania:

1). Krysztaly kowalencyjne, w ktérych gstas¢ elektronowa w przestrzeni gaizyweztowej jest

znaczna, jednale uprzywilejowane $ wybrane kierunki, co we¢gyku chemii nazywane jest
.Wigzaniem”. Przykladem krysztatu kowalencyjnego jest diament 4r{si 4.2) — dielektryk z
przerwg energetyczi o szerokéci 5,5 eV. Wjazania kowalencyjne dominujakze w krysztatach
krzemu i germanu.
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ﬂ Rys. 4.1.Poghdowa struktura wizan w diamencie. Kady z atomow
oddaje do wjzania jeden elektron. Analogiczne ga@nia tworzy
german i krzem.

Rys. 4.2.Rozklad elektronowejggtasci tadunku na przekroju ptaskim diamenta) punkty o statej
gestasci tadunku [elektrony/A], (b) potazenie ptaszczyzny przekroju przez umawkomork
szecienmg [1].

2). Krysztaly jonowe tworzg si¢ dla zwhzkow pierwiastkow silnie elektrododatnich (gtéwnie |
grupa uktadu okresowego: Li, Na, K, Rb, Cs) z pierwiastkami sigiiktroujemnymi (gtownie VII
grupa: F, Cl, Br, J). Krysztaty jonowe zbudowanezsjondéw, np. N&i CI', w ktérych rozktad
elektronéw jest stabo zaburzony w poréwnaniu do rozktadu w jonach swobodngch.B)y Sity
elektrostatycznego oddziatywania peddy jonami decydaj o wiaciwosciach tych krysztatdw.
Prawie wszystkie krysztaty jonowe krystaligwy strukturze NaCl. Wyjtkiem g np. CsClI, CsBr,
CsJ.

DTN O
2l i ~ Rys. 4.3. Elektronowa gstai¢
005,

his tadunku  [elektrony/A]  w

’ zawierajcej oba rodzaje jondw

i f@a ptaszczynie NaCl wyznaczona

55 na podstawie danych o dyfrakcji
promieni rentgenowskich. Mate

1 1'/ odcinki prostopadte do linii statej
' gestasci ilustrujg granice b¢du

kj q’1 s statystycznego [1].
N RN et

10
2

NN
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Oprécz krysztatdow o jednoznacznych $davosciach kowalencyjnych (C, Si, Ge) albo jonowych
(NaCl, KClI) istnieje szereg materiatdbw o cechach mieszanysh4r#).

Rys. 4.4. Uproszczony obraz ghtego przejcia od idealnych krysztatdbw kowalencyjnych do
idealnych krysztatow jonowych [1].

3). W metalach dochodzi do silnego nakfadania ®lektronowych funkcji falowychasiednich
jonéw (rys. 4.5.b). Elektrony wkania poruszgj sic swobodnie w calym krysztale i twarz

jednorodny gaz elektronowy.
al
b)

is

neon

Rys. 4.5. Radialna funkcja falowd ¢(r) dla (a) neonu [& 25* 2p°], ktéry tworzy krysztaty
molekularne i(b) metalicznego sodu §1 25? 2p° 3s']. Funkcje falowe wykrédono wokét dwéch

najblizszych gsiadow w ciele statym [1].
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Rozklady gstosci tadunku charakterystyczne dla czterech podstawowych grup krysztato
przedstawiono na rys. 4.3.

krysztat molekularny

c)

PAVAVAVAN
© & @&

sxsiod N

krysztat kowalencyny metal

Rys. 4.6.Uproszczony rozktad tadunku w podstawowych typach ciat statych. Zakvagse kgzki

oznaczg dodatnio natadowanegdra, a pozostate zaznaczone obszary odpowgiadagczne]
gestaéci elektronow [1].

Tabela 4.1.Klasyfikacja ciat statych ze wzglu na typ wazania.
Rodzaj ciata Energia przewodnictwo | wiasciwosci wiasciwosci struktura
statego wigzania elektryczne magnetyczne optyczne krystaliczna
[kcal/mol]*
krysztaty 150 - 400 Brak diamagnetyki Silna absorpcja w FCC,
jonowe przewodnictwa podczerwieni i
LiF 216 elektronowego, nadfiolecie. BCC
NacCl 153 staby pad Fotoprzewodnictwo.
Cak 401 jonowy
kowalencyjne 80 — 300 | Potprzewodniki. diamagnetyki Absorpcja i Okreslona
diament 170 Przewodnictwo fotoprzewodnictwo w przez
Ge 85 zalezy od podczerwieni. wartasciowosé
Si 273 koncentracji
domieszek.
metale 20 - 200 Silne para- lub Odbijaja FCC,
Na 25,9 przewodnictwo | diamagnetyki promieniowanie HCP
Fe 94 elektronowe widzialne i w bliskiej
W 210 podczerwieni.
Cu 81,0
krysztaty 1-20 Bardzo dobre na ogot Zalezne od rézna
molekularne izolatory diamagnetyki| wiasciwosci molekut
(van der Waalsa
Ar 1,77
H> 2,44
N 18,9
CH, 2,40

*1 kcal = 4186,8 J
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4.2. Wigzanie van der Waalsa

Wigzanie van der Waalsa to dodatkowy typazminia, ktére wyspuje zawsze. Energia
wigzania jest zwykle kdu 0,1 eV. Wizanie to jest znagee tylko wkrysztatach molekularnych,
w ktorych inne typy wjzan nie ¢ mazliwe:

o Krysztaly gazow szlachetnycfz wyjatkiem helu, ktory nie zestalagsnawet w najniszych
osigganych temperaturach), w ktérych atomy anaamkngte powtoki elektronowe. W
krysztatach molekularnych elektrony pozostdpbrze zlokalizowane w pobti swych jonéw
macierzystych (np. w neonie - rys. 4.5.a), jedynie znikomst aestasci elektronowej przypada
na obszar mdzyweziowy. Majg one zwykle struktyr sieci kubicznej centrowane]
powierzchniowo. Energia wiania atoméw w takich krysztatach ~°R

« Krysztaly utworzone z neutralnychastek np. z antracenu, etylenu, naftalenu, molekui No.

Zwykle wyréznia sk trzy rodzaje sit Van der Waalsa: orientacyjne, indukcyjngspdrsyjne.
Niekiedy przez sity Van der Waalsa rozumigtsiko te ostatnie.

Sity orientacyjne— wystpuja tylko w tych substancjach, ktérych asteczki maj trwate
momenty dipolowe. W wyniku skomplikowanych obliGzenazna otrzym@ usredniory energe
takich oddziatywa mi¢dzy czsteczkami o momentach dipolowygh i p, w odlegiéci R dla
temperatur na tyle dych, ze Uo, <<kgT

2.2
Ugr)=- ! plp26 - (4.1)
6TF‘::O kBTR
Sity _indukcyjne polegag na oddziatywaniu trwatych dipoli ggteczek z dipolami
indukowanymi przez nie w innych gsteczkach. Energia oddziatywania dwoch takich dipoli
Uind = - Pind E, (4.2)
gdzieping = a E jest wektorem momentu indukowanego przez pole elektryEzpechodzce od

dipola trwatego. Poniewgpole to jest odwrotnie proporcjonalne Bowiec
2

Uing) ~ _Ri- (4.3)

Sity indukcyjne nie wykazujzaleznosci od temperatury.

Sity dyspersyjnenynikaja z oddziatywania mdzy chwilowymi momentami dipolowymi
atomow i castek. Sredni moment dipolowy takich sktadnikow @by rowny zero, wystareg
fluktuacje. Moment dipolowy; wynikajacy z chwilowej fluktuacji tadunku powoduje w odleggto
R powstanie pola o nateniu

E=p/R. (4.4)
Drugi sssiedni atom o polaryzowaldoi a zostaje przez to pole spolaryzowany, a jego indukowany
moment dipolowy
P =0 p/R. (4.5)
W wyniku oddziatywania dwoch chwilowych dipoli ustawiczne zmiany kibrunkéw mog
odbywa si¢ w sposéb skoordynowany, co prowadzi do pojawieridraiatej sity przycigajce;j.
Energia zwizana z 4 sitg

_Ppy __2apf

(4.6)
R RO

Uaysp) =

Catkowity potencjat wszystkich oddziatywaodpychajcych i przycigajacych dwdch
atomow w krysztale molekularnym riwa zapiséw postaci:
A B

uR)=—-——+

=6 @ 4.7)

gdzieA i B 3 pewnymi statymiR — odlegtéd¢ migdzy atomami. Potencjat tengsto zapisuje giw
innej wygodniejszej postaci, zwarggtencjalem Lennarda-Jonesdtakze Rys. 4.)
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=2 (5 |

Dla tak wybranego potencjatlu udaje; slobrze opisa witasciwosci termodynamiczne neonu,
argonu, kryptonu i ksenonu, dobigg@pdpowiednio parametigorazo (Tabela 4.2).

Tabela 4.2.Eksperymentalne wadoi parametrow potencjatu Lennarda-Jonesa [1].
Stah 0 wyrazono wzgkdem odlegtéci rownowagoweR, miedzy najbliszymi gisiadami.

Ne Ar Kr Xe
€ [eV] 0,0031 0,0104 0,0140 0,0200
o [A] 2,74 3,40 3,65 3,98

0.6 -
0.5 -

u/de

04 -

0.3 -

Rys. 4.7.Potencjat Lennarda-Jonesa dany
0.3 wzorem (4.8).

Energia catkowita wizania krysztatu molekularnego (przy pomuiu energii kinetycznej)

L 12 6
o o
U |k:7N4€ — - — ) (49)
2 [RJJ (Rii]

gdzie N jest liczla atoméw w krysztale, sumowanie przebiega po niezerowych wekt&aod
ustalonegoi-tego atomu do wszystkich pozostatygiych atomédw w sieci, Za%2 zapobiega
podwojnemu liczeniu energii oddziatywania jednej pary atomow. Wyyaodlegid¢ R; jako
iloczyn bezwymiarowej liczby catkowitg; i odlegtdci R migdzy najbliszymi gsiadami w sieci

Ri=pj R (4.10)
Energe darg wzorem (4.9) miana teraz zapisa
12 6
o o
U cak = 2Ne — | —-Asl =1 |, 411
calk {A&Z( Rj AG( Rj } ( )
gdzie wielkaci A2 i As
A=Y IDij_l2 , Ps=). IDij_6 (4.12)
j j
zalezg wytacznie od struktury krysztatu. W szczegdlaadla struktury FCC
A12=12,131, As = 14,454, (4.13)
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Gestai¢ zestalonych gazéw szlachetnych w stanie rownowagi
W stanie rownowagi

dU ca -

0. (4.14)
dR
Stad i ze wzoru (4.11) otrzymujemy
1/6
F;O = (2;‘?2} = 109 (dlasieciFCC). (4.15)

Wynik ten pozostaje w dobrej zgodiwoz danymi eksperymentalnymi (tabela 4.3).

Tabela 4.3. Eksperymentalne wado ilorazu Ry/o dla gazow szlachetnych
krystalizupcych w sieci FCC.

Ne Ar Kr Xe

Ry/o 1,14 1,10 1,10 1,09

Energia kohezji
Podstawiajc wartgci Ry dane wzorem (4.15) do (4.11) otrzymujemy rownowaga@nerge
jednego wiazania

2
Up =2k = _E% __g6e (dlasieciFCC). (4.16)
N R=R, 2AL2
Ta teoretyczna war§é najlepiej zgadza si z danymi eksperymentalnymi dla atomow o
najwickszych masach atomowych. Uwegdhienie energii drga zerowych powoduje obienie
energii kohezji wzgildem wartdéci danej wzorem (4.16).

Rownowagowy moducisliwosci zestalonych gazéw szlachetnych
Modut scisliwosci B jest zdefiniowany wzorem

B= —V(apj : (4.17)
ov );
DlaT = 0 cgnienie okrélone jest zwiazkiemp = -0U/dV, gdzieU jest energi catkowity, shd
B :va(auj : (4.18)
ov\ ov

gdzieu = U/N orazv =V/N s3 odpowiednio energicatkowity i objetosciag przypadajca na jedn
czastke w krysztale.

a

Rys. 4.8.Przekroj przez komoeksieci FCC.

Dla sieci FCCa=V2R, v = &/4, std
R3 a /2 0
V= Z = 7 4.19
J2 ATy 3R2 0R (4.19)
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i modut sztywnéci (4.18) mana zapis@aw postaci
_R¥ 2 a2 0u)_-/2 6(1 0 j
—_— —R—| = —u|.
J23R?0R(3R? R/ 9 ORI\ R? 4R
Dla odlegtaci rownowagoweR, energiau osgga minimum a jej pochodrau/oR = 0. Dzieki temu
wyrazenie (4.20) sprowadzaesilo postaci
J2 8%

(4.20)

0= op -2 : (4.21)
Mo R
Z potencjatu Lennarda-Jonesa (4.11)
12 6 6
ou =2¢ - A 1223 + Ag 607 =0 = Z(GJ =% : (4.22)
oR R=R, Ry Ry Ry Az
2 12 6
ou :2£(A12156104 A 220 J (4.23)
I po podstawieniu wzoru (4.22) do (4.23) otrzymuyem
92U ol2
R=Ry
J2 0% _ 4 72 75
0=7i2=*3A&2i =3 (4.25)
9 orR" o A2 o

Zgodna¢ teoretycznej i eksperymentalnej wado modutu scisliwosci By poprawia si ze
wzrostem masy atomowej (Tabela 4.4).zRi6e tych wartéci spowodowane gs gtownie
zaniedbaniem energii driyaerowych w modelu teoretycznym.

Tabela 4.4. Eksperymentalne i teoretyczne wadio modutu scisliwosci
zestalonych gazow szlachetnych pod zerowyimieniem [1].

Ne Ar Kr Xe
Bo (eksperym.) [1ON/m?] 1,1 2,7 3,5 3,6
Bo = 7%/a° (teoret.) [18 N/mf] 1,81 3,18 3,46 3,81
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Temat 5. Krysztaty jonowe. Stata Madelunga.

5.1. Model krysztatu jonowego

W najprostszym modelu krysztalu jonowego jony traktuje $ako wzajemnie
nieprzenikalne, natadowane sztywne kule (patrz rys. 4.3, 4.4 i 4.4 w iBedacKrysztat jest
utrzymywany w catéci dzieki oddziatywaniom elektrostatycznym. Ten model najlepiej sprawdza
sie w przypadku halogenkow metali alkalicznych, czyli gz&idéw pierwiastkéw z grup I-VII.
Jonem dodatnim jest tu LiNa', K lub C<, a jonem ujemnym F CI', Br lub I'. Wiekszadi¢
odpowiednich zwgzkow tworzy krysztaty o strukturze chlorku sodu (rys. 5.1.a), zatkigm
zwigzkdéw CsCl, CsBr i Csl, ktore magtruktue chlorku cezu (rys. 5.1.b).

W krysztatach jonowych elektrony nie mp@orusza sic swobodnie pomgdzy jonami,
dlatego takie krysztaty nie przewadgradu. Tylko w wysokich temperaturach mypgrzemieszcza
sie jony, co prowadzi do przewodnictwa jonowego.

Rys. 5.1.Dwie struktury typowe dla wkania jonowego w ciatach statycf&) struktura NaCly{b)
struktura CsCI [4].

Jony tworzce krysztaty jonowe majzamknete powtoki elektronowe, np. w krysztale LiF:

atom Li: ¥ 2<, atom F: & 2% 2p°,
jonLi*: 1 jonF: 1s° 2* 2p°,

Definicja 5.1
Energia jonizacji - energia, kt@rtrzeba dostarczy aby usugc elektron z neutralnego atomu.

Definicja 5.2
Powinowactwo elektronowe A energia, ktér jest uzyskiwana, gdy dodatkowy elektron zostaje

Zwigzany przez neutralny atom.

Wigzanie jonowe tworzy siwowczas, gdy pierwiastek o stosunkowo matej energii jonizgegiyt
sie z pierwiastkiem o diym powinowactwie elektronowym i dochodzi do przeniesienia elektronu.

Przyktad 5.1 [4]

Rozwamy chlorek sodu NaCl. Energia jonizacji atomu sodu wynosi 5,14 eV, powingwact
elektronowe atomu chloru 3,71 eV, czyli przeniesienie elektronu z atocw do atomu chloru
wymaga dostarczenia energii 1,43 eV. Prayanie elektrostatyczne pogdizy tak otrzymanymi
jonami prowadzi jednak do zysku energii 4,51 eV, zatem catkowity zyskgenwynosi
4,51- 1,43 =3,08 eV.

29



Wigzania kowalencyjne i jonowe to dwa skrajne przypadki. Na ogg#tamie ma charakter
posredni. Miag jonowasci wigzania jest rénica elektroujemnizi dwoch atomow (Tabela 5.1).
Przy wizaniu dwdch atoméw, ten o ¢liszej elektroujemniei staje s anionem.

Definicja 5.3
Elektroujemngcig pierwiastka nazywamy wielké (wg. Millikana):

X=0,184 [+ A), (5.1)
gdziel jest energj jonizacji, z& A jest powinowactwem elektronowym.

Tabela 5.1.Przyktadowe wartxi elektroujemnéci [4] wyrazone w [eV].

F O Cl C Si Na K

4,0 3,5 3,0 2,5 1,8 0,9 0,8

5.2. Energia Madelunga

W krysztatach jonowych oddziatywania kulombowskie pgimy jonami dg gtdéwny wkiad
do energii wazania. Poniewasity odpychajce g krotkozastigowe, wec ich energia jest znacznie
mniejsza odu*. W halogenkach metali alkalicznych energia kulombowska, zwana gnergi
Madelunga, stanowi okoto 90% energii catkowitej. Catkowita energianpfalna oddziatywania
pomigdzy dwoma jonamii orazj znajdugpcymi si w odlegtdci rij dana jest wzorem

+—, (5.2)

gdzie wyraz pierwszy opisuje wkitad przygania kulombowskiego, zadrugi czion opisuje
odpychanie méidzy dwoma chmurami elektronowymi (podczas zblia jonéw zakaz Pauliego
powoduje zajmowanie przez elektrony stanow ozsgych energiach). W dokladniejszych
rachunkach nalyy uwzgkdni¢ takze oddziatywania dipolowe, mage jak 1f° (pominicte w tym
wyktadzie). Parametr i n s3 dopasowywane na podstawie danychwiadczalnych. Dla gazow
szlachetnych zaktadaihy n= 12, natomiast dla halogenkéw metali alkalicznytlke ma ju
powodu, by wart& byta taka sama i typowon zawiera s w granicach od 6 do 10. Wastota
mozna wyznacz§ na postawie pomiarow modutdcisliwosci (omowione dalej). Wartg
doswiadczalna dla NaCl wynosi= 7,77 [1] albo wedtug innegaddta 9,4 [3].

odlegtos¢

energia

o

Rys. 5.2.Energia potencjalna jako funkcja odlegiomigdzy
dwoma jonami [4].

Catkowita energia potencjalna w punkcie gdzie zmajdkt i-ty jon, zwgzana z oddziatywaniem ze
wszystkimi pozostatymi jonanjj jest okrélona sum
Ui =Zuij . (53)
j#i
Jeili R jest odlegtécia miedzy najblizszymi gsiadami, to mana zapisé&
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lij = R Bij- (5.4)
gdzie p; zalezy o danej struktury krystalicznej. sliekrysztat zawieraN par jondw, to catkowita
energia potencjalna wynosi:

¢ ¢l By 1

U=Ny =N| - (5.5)
4"’T‘::OR pu R" i pi?
J¢| J#l
Definicja 5.4
Dla kazdej mazliwej struktury sieci istnieje charakterystycznaelkios¢ a zwanastala Madelunga
+
a=>y == 1) (5.6)
J plj
Ed]

1). Krysztat jednowymiarowy.
Rozwamy jonowy krysztat jednowymiarowy o statej odlegip R miedzy kadymi
najblizszymi gsiadami (rys. 5.3).

O OO0 O O

Rys. 5.3.Model jednowymiarowego krysztatu jonowego.

W tym najprostszym przypadku stata Madelunga

n-1
o= 22( 1) (5.7)

gdzie 2 przed sugnest liczly najblizszych 35|adow. Poréwnug ten szereg z rozwiggiem

2 3
X< X

INA+Xx)=x——+—-... 5.8
(1+X) 5" 3 (5.8)

widzimy, ze szeregowi ze wzoru (5.7) odpowiada 1, zatem dla sieci jednowymiarowej
a =2In2= 1386. (5.9)

2). Krysztat trojwymiarowy.
Rozpatrzmy struktgrNacCl (rys. 5.1.a) w ktorej:
» liczba najblzszych gsiaddéw w odlegtéci r wynosi 6,

> liczba nastpnych najbliszych ssiadéw w odlegtéci ~/2r wynosi 12,

> liczba kolejnych najbliszych gsiadéw w odlegtéci -/3r wynosi 8,
> ...
Stad i ze wzoru (5.6)

_6_12,8 6, (5.10)

1(@2

Szereg (5.10) jest stabo zhmy! W obliczeniachmetoda Evjena problemu tego mama unikm¢
przez stosowanie specjalnego sposobu sumowanigiieperelektrycznie obginych komérkach,
w ktorych rozktad tadunku ma symetniegulara (rys. 5.4). Energia catej sieci jest wtedy gum
energii wewwtrznej komorki oraz energii oddziatywaniaguzy komaérkami, ktora jest odwrotnie
proporcjonalna d&®
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Rys. 5.4. Sposob podziatu struktury NaCl na neutralne
elektryczne komorki. Kada komérka zawiera cztery jednostki
tadunku dodatniego, z ktérych jednayen catcgci w srodku
komoérki, a na pozostale skiadae si2 ¢wiartek po 1/4
jednostki. Cztery jednostki tadunki ujemnegp rezdzielone
na 6 potéwek i osiem tadunkow po 1/8 jednostki [1].

W tym wyktadzie pominiemy szczegOty obliczepodamy kécowe rezultaty oblicze
struktura chlorku sodu NacCl o =1,747565,

struktura chlorku cezu CsClI o =1,762675,

struktura blendy cynkowej ZnS o = 1,6381.

Energia potencjalna krysztatu jest rowna sumie energii poszczegolnych jonéw

2
U:Nui:N L— ae , (511)
R" 4meyR
gdzieN jest liczky par jonéw,a jest stad Madelunga, za
1
b=B) —. (5.12)
i B

j#i
DlaT = 0 K energia swobodrfa pokrywa s¢ z energi wewretrzng U. Dla niskich temperatur stan
rownowagi przyR = Ry mazna wicc zapisa w przyblizeniu

du

— = 0. (5.13)
Ze wzorow (5.11) i (5.13) wynikage
2pn-1
p=2&R (5.14)
4TE N
i po podstawieniu do wzoru (5.11) mamy rasfaca wartgs¢ minimalnej energii wewgtrznej
uktadu
2
N
Ug=-2° (1—1) (5.15)
4e R, n

Poniewa n > 1, wiec Up < 0.

5.3. Wspotczynnik scisliwo Sci krysztatow jonowych
Wartas¢ n we wzorze (5.15) mma okrgli¢ z pomiaru wspotczynnikacisliwosci Kk,
zdefiniowanego jako wzgtina zmiana objosci przy jednostkowej zmianiediienia
k= _tav : (5.16)
vV dp
W temperaturze zera bezwgdhego zmiana energii wewtnznej jest rowna pracy afipsciowej,
czyli dU =- p dV, zatem
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2
k  dv?
Odwrotna¢ (1/k) jest modutengcisliwosci objetosciowej o jednostce [Pa].

(5.17)

Przykiad 5.2
Dla sieci NaCl oltos¢ krysztatuV = 2NR®, gdzieN jest liczky par jonow. Sfd wynika,ze

13
R= (V] | (5.18)
2N
Wykorzystupc zwigzek (5.18) mana wykaza, ze
du 1 d?U

= : (5.19)
dv? 36N°R* dR?
gdzie pochoda (PU/dR?) znajdziemy ze wzoru (5.11) dla stanu réwnowdiER, z
wykorzystaniem take (5.14). Po podstawieniu pochodnej do wzoru (5.3#)konaniu uproszcze
otrzymujemy (petne wyprowadzenie jest wykonywanéwi@zeniach)
1_a ez(n—l)
k  72me RS
Wyznaczony déwiadczalnie wspétczynnikscisliwosci NaCl wynosi 3,3-10 m%N, co daje
wartas¢ n = 9,4 [3].

(5.20)

Uwaga
Oprocz energii potencjalnej zapisamepostaci poegowej, jak we wzorze (5.2), stosuje;si
takze potencjat Borna-Mayera
eZ I
- ij
Uj == +7\exr{—j, (5.21)
4T[Eorij p

gdzie A orazp 3 parametrami empirycznymi. Wykorzysiajten potencjat mama wyprowadzi
analogiczne zafnosci (np. w [2]) do tych przedstawionych poxey dla potencjatu pegowego.

5.4. Promienie jonowe

Krysztaty jonowe tworz:

» halogenki metali alkalicznych, tzn. zyzki pierwiastkow z grup I-VIl uktadu okresowego,
» zwigzki typu 1I-VI,

» zwiazki typu 1lI-V (jonowo-kowalencyjne)

1). Halogenki metali alkalicznych (krysztaty jonowygu I-VII)

Wiekszas¢ krysztatdw jonowych typu I-VII krystalizuje w stkturze NaCl, niektére w
strukturze CsCI (rys. 5.1). Odlegéod srodkow dwoch gsiednich jondw o rinych znakach
wyrazona w diugéci krawedzi a umownej komoérki szeiennej zaley od struktury krysztatu
jonowego:

d=al/2 dlastrukturyNacCl,

d=a./3/2, dlastrukturyCsClI.
Jezeli jony opiszemy jako nieisliwe i nieprzenikliwe kule, to mmna s¢ spodziewd, ze suma
promieni anionow i kationéw™ +r* =d. Zwiazek ten test z dobrym przybéiniem spetniony dla
wigkszasci krysztatow jonowych typu I-VII (Tabela 5.2).
W krysztatach LiCl, LiBr i Lil (struktura NaCl) jonréznoimienne znacznie #Qig Sic swoimi
promieniami i nie mog) sic styka (Tabela 5.3). W takiej sytuacji nale rozwazy¢ odlegia¢ d

(5.22)
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pomiedzy wickszymi jonami jednoimiennymi oraz ich promie’. Réwnanie wynikajce z modelu
sztywnych kuld =-/2r” pozostaje w dobrej zgodsw z danymi déwiadczalnymi z Tabeli 5.2.

Tabela 5.2.Wartasci promieni jonowych dla halogenkéw metami alkatigeh [1].

Li* (0,60) Nd (0,95) K (1,33) RB (1,48) | CS$(1,69)
F (1,36) d 2,01 2,31 2,67 2,82 3,00
r~+r 1,96 2,31 2,69 2,84 3,05
r’/re 2,27 1,43 1,02 1,09 1,24
Cl(1,81) d 2,57 2,82 3,15 3,29 3,57
r~+r 2,41 2,76 3,14 3,29 3,50
r”/re 3,02 [2,56] 1,91 1,36 1,22 1,07
Br (1,95) d 2,75 2,99 3,30 3,43 3,71
r+r 2,55 2,90 3,28 3,43 3,64
s 3,25 [2,76] 2,05 1,47 1,32 1,15
I~ (2,16) d 3,00 3,24 3,53 3,67 3,95
r~+r 2,76 3,11 3,49 3,64 3,85
r’/re 3,60 [3,05] 2,27 1,62 1,46 1,28
Wszystkie dane w jednostkach [A] = [10m],
(...) — promi@ jonu, komorki biate - struktura NaCl, komodatte - struktura CsCl,
d — odlegté¢ najblizszych gsiadéw. W strukturze Na@ = a/2, w strukturze CsGl = V3 a/2.
I"+r’ — suma promieni anionow i kationow
r” /r~ = (promie wieckszego jonu / promifemniejszego jonu).
[...] — wartai¢ teoretycznal = V2 r” podana dla przypadkdw r™ +r”.

Jony ré&noimienne trag kontakt, gdy stosunek promienia ekézego jonur™ do promienia
mniejszego jonu™ przekroczy wart& krytyczr:

>
[:J =-/2+1= 241  dlastrukturyNaCl,
kryt

) (5.23)
(r] = %(ﬁ + 1) =~ 137, dlastrukturyCsCI.
kryt

Tabela 5.3.Stykanie sj jonow w krysztale o strukturze NaCl w zatesci od ich promieni.
stykap sie tylko wszystkie jony stykaj si¢ stykap sie tylko jony due

ZW

jony duze z matymi
) / T/ Z//?%/ N\\ R ‘a.‘ \\
TR .

) \ \ \
K / \ \

7 \\ N \ \\\\\\\ \
\\\ \ L

. |

d=r"+r" = [2¢>

g <wart.krytyczna g =wart.krytyczna g > wart.krytyczna

r r r
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2). Krysztaly jonowe zwizkéw typu 11-VI

W krysztatach jonowych typu II-VI jonyagspodwajnie zjonizowane. Wksza¢ krysztatow

tego typu krystalizuje w strukturze NaCl. Zzki BeS, BeSe i BeTe krystalizuw strukturze
blendy cynkowej (rys. 5.5.a), zgwki BeO i MgTe w strukturze wurcytu (rys. 5.5.b).

o

a) Struktura blendy cynkowej - dwie sieci FCO) Struktura wurcytu - dwie przesute, gsto

przesungte

wzdiuw

gtéwnej

szeciennej komorki o 1/4 jej diugei. Jest to jony dwbch rodzajow
struktura podobna do diamentu, lecz utworzona
przez jony dwoch rodzajow twayee
Rys. 5.5.Dwie struktury siarczku cynku (ZnS).

Tabela 5.4. Wartdci promieni jonowych dla podwadjnie zjonizowanych pierwiastkow z Ml i
grupy uktadu okresowego [1].

Be™" (0,31) | Md" (0,65)| Ca™ (0,99) | Si"(1,13) | Bd (1,35)
O " (1,40) d 1,64 2,10 2,40 2,54 2,76
r+r 1,71 2,05 2,39 2,53 2,75
r”/re 4,52 2,15 1,41 1,24 1,04
S (1,84) d 2,10 2,60 2,85 3,01 3,19
r+rt 2,15 2,49 2,83 2,97 3,19
r”/re 594 1[2,25] | 2,83[2,60] 1,86 1,63 1,36
Se " (1,98) d 2,20 2,72 2,96 3,11 3,30
r+r 2,29 2,63 2,97 3,11 3,33
r”/re 6,39 [2,42] | 3,05 [2,80] 2,00 1,75 1,47
Te ~(2,21) d 2,41 2,75 3,17 3,33 3,50
r+rt 2,52 2,86 3,20 3,34 3,56
r”/re 7,13 [2,71] 3,40 2,23 1,96 1,64
Wszystkie dane w jednostkach [A] = [T0m],

(...) — promié& jonu, komorki biate - struktura NaCEoite - struktura blendy cynkowe
ceglaste —struktura wurcytu.

d — odlegtd¢ najblizszych gsiaddw:d = a/2 (strukt. NaCl)d = v3a/4 (blenda cynkowa)] = a (wurcyt).

" +r° —suma promieni anionow i kationow

r” /r~ = (promie wigkszego jonu / promiemniejszego jonu).

[...] = dla przypadkowd # r~ + r* podano wart& teoretyczg d =v2 r~ w przypadku struktury
NaCl albod = V6 r’/2 dla struktury blendy cynkowej.

—
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Jony ré&noimienne trag kontakt, gdy stosunek promienia ekszego jonur” do promienia
mniejszego jonu" przekroczy wart& krytyczn:

<

>
(rj =/2+1= 241 dlastrukturyNacCl,
r

kryt

(5.24)

>
[:] =2+-/6 = 445  dlastrukturyblendycynkowe;j.
r

kryt

Wartas¢ krytyczna jest przekroczona dla wszystkichagakow berylu krystalizyjcych w strukturze
blendy cynkowej, co oznaczage mate jony berylu znajdwjsic we wrgkach medzy wickszymi
czagsteczkami. W takiej sytuacji odlegto najblizszych gsiadow jest réna od sumy promieni
jonowych i obowizuje zwhzek d=@r>/2. Zgodnd¢ pomiedzy dawiadczalr wartccig
odlegtaci d miedzy najbliszymi gsiadami a wartaia przewidywana na podstawie modelu
sztywnych kul nie jest tak dobra, jak w przypadkysiztatow o strukturze chlorku sodu.

Wigzania krysztatach typu 1I-VI majbardziej kowalencyjny charakter,znw przypadku
zwigzkow I-VII.

3). Krysztaty zwizkdéw typu llI-V

Wickszas¢ zwigzkdéw z tej grupy krystalizuje w strukturze blendynkowej, np. wszystkie
zwigzki pomkidzy pierwiastkami Al, Ga, In (z Il grupy ukfadu rdsowego) a pierwiastkami P, As,
Sb (z V grupy). Zwgzki te maj wiasciwosci potprzewodnikdw, co wskazujee cechy jonoweass
stabe i elektrony nie gs dobrze zlokalizowane. Krysztaly takie nazywankyysztatami
jonowo-kowalencyjnymi
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Temat 6. Krysztaty kowalencyjne. Wi  gzanie wodorowe.

6.1. Wigzanie kowalencyjne

W modelach krysztatdbw molekularnych i jonowych zakiadayi, ze rozktad elektronéw
walencyjnych jest jedynie nieznacznie zaburzony w poréwnaniwzkiadu tych elektronéw w
swobodnych atomach. W przypadku krysztalow kowalencyjnych dochodzi do zgaczne
naktadania si elektronowych funkcji falowych najliézych gsiadéw. Dlatego, chc wyznaczy
energe wigzania takiego krysztatu, trzeba uwgdhic zmienione poziomy energetyczne elektronow
walencyjnych w polu okresowym rdzeni jonowych. Naturgzania kowalencyjnego jest czysto
kwantowa i nie mge by zinterpretowana wedtug pgj klasycznych. Wszystkie zasadnicze cechy
wigzania kowalencyjnego mina uzyska rozwaajac czsteczk wodoru B. Pierwsz prawidiowg
teor tego wazania opracowali Heitler i London. Zarys tej teorii jesteusgtawiony np. w [3].
Istniegce modele sit spojioi w krysztatach kowalencyjnych nig gednak proste i ograniczymy
sie do podania uwag natury jad@owej:

1). Wigzanie kowalencyjne powstaje ¢dzy atomami magymi niezapetnione powitoki
elektronowe, przy czym w wzaniu uczestnicgjedynie elektrony zewtrzne, ktérych funkcje
falowe rozcagaj sic najdalej od jadra.

2). Zazwyczaj kady zwigzany atom oddaje po jednym elektronie do molekularnego orbitalu
Wigzgcego, przy czym elektrony musmtworzy pak elektronOw o przeciwnie skierowanych
spinach (dla spindbw zgodnie skierowanychzanie kowalencyjne nie powstaje),

3). Wiazanie kowalencyjne zwrane jest z nagromadzeniem fadunku elektrycznego ¢plamni
atomami tworgcymi czsteczk lub faz skondensowan

4). Odlegtéci migdzyatomowe musgizby¢ na tyle mate, by orbity elektronowesgednich atoméw
zachodzity na siebie. Sity przygajgce szybko zanikagj ze wzrostem odlegéoi migdzy
atomami.

5). Wigzanie kowalencyjne cechuje silna kierunkdiwdrysztaty wegla, krzemu i germanu mgj
struktue diamentu, w ktorej kaly atom jest zwjzany z czterema najbizymi gsiadami w
naraznikach tetraedru. W strukturze tej wypetnienie przestrzeni kulisgtomami wynosi
tylko 0,34 dostpnej przestrzeni, podczas gdy w strukturgzstego upakowania wynosi okoto
0,74. Struktura getego upakowania nie powstaje jednak z powodu kierunkowego charakteru
Wigzan.

Przykiady
1). Odosobniony atomggla C ma konfiguragj1s°2s2p®, ktéra sugerujezima on wartéciowosé

réwna 2. Jednake do zwizkéw wehodzi on w stanie wzbudzonym o konfigurasfi2s™2p®, w
ktorym wszystkie elektronys2 2p map spiny rownolegte. W rzeczywisto stany 3i 2p nie
wystepuja w czystej postaci, lecz jako pewne ich kombinacje linispeNigzania tworz si¢
w czterech kierunkach, gdzy ktérymi wystpuja katy rowne 109,%. Czsteczka zawieraga
atom wegla ma ksztalt czwokgianu z atomem C wrodku i pozostatymi atomami w
wierzchotkach czworwianu. Struktug tetraedru ma np. ggteczka metanu CH Podobna
struktura wysfpuje take w krysztale diamentu (rys.6.1.) oraz w krzemie i germanie.
Przyktadowe energie wzan kowalencyjnych:

C (diament): 7,30 eV/atom (712 kJ/mol),

Si (krzem): 4,64 eV/atom (448 kJ/mol),

Ge (german): 3,87 e/atom (374 kJ/mol).
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Rys. 6.1. Tetraedryczna konfiguracja najpsizych
sagsiadow w sieci C, Si, Ge. Takbudow maja take
czgsteczki metanu CH4].

2). Wiazania zbltone do kowalencyjnych wysiuja takze w zwhzkach typuA"BY pierwiastkéw
z trzeciej i patej grupy uktadu okresowego, np. InSb i GaAs. Ind ma trzy elekin@bencyjne
5% 5pt, antymon pié: 55° 5p°. Jeli jeden elektronp przejdzie z antymonu do indu, to #eo
powsta& dodatkowe wgzanie kowalencyjne i w sumiediy cztery takie wjzania.

Definicja 6.1

Gdy wigzanie kowalencyjne twogzdwa r@&ne pierwiastki ma ono e¢gciowo jonowy charakter
i nazywamy je wigzaniem spolaryzowanym Miarg jonowaici wigzania jest rénica
elektroujemnéci  atomow  tworgcych  wpgzanie. W wigzaniu  kowalencyjnym
niespolaryzowanym para elektronéw twoszych wgzanie nalgy w réwnym stopniu do obu
atomow. Wjzania m¢dzy takimi samymi atomamaszawszeniespolaryzowane

Catkowite nasycenie wkania kowalencyjnego jest move dla pierwiastkdbw naspujacych grup:
- grupa IV (C, Si, Ge) w konfiguracji tetraedrycznej,

- grupa V (P, As, Sb) w konfiguracji o symetrii trojkrotnej,

- grupa VI (Te, Se) w strukturachitauchowych z ogidwukrotry.

6.2. Wigzanie wodorowe

Definicja 6.2
Wigzaniem wodorowymnazywany wizanie, ktére powstaje gdy atom wodorw st z

dwoma innymi atomami. W wkaniu wodoru z silnie elektroujemnym atomem (np. tlenem)
pojedynczy elektron wodoru jest w znacznym stopniu przeniesiorigmadrugi atom i tworzy z
nim wigzanie kowalencyjne. Proton, ktdry pozostat jesicvatabo ekranowany i mie przycagat
drugi ujemnie natadowany atom, twgczw ten sposob drugie stabszeax@nie wodorowe.
Mozliwe jest talke wigzanie nawet trzeciego atomu, co oznageaatom wodoru w vgzaniu
wodorowym mae by podwdjnie skoordynowany. Energiagz@ wodorowych jest rdu 0,1 eV

na wizanie.

Przyktady
1). Jon dwufluorku wodoriHF,

H+
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2) W fazie cieklej wysipuja agregaty czsteczek wody D utrzymywane dzki wigzaniom
wodorowym. Zwjzane c3zsteczki zajmuj wickszy objetos¢. Ze wzrostem temperatury
agregaty topi si¢, co prowadzi do anomalii wspotczynnika rozszerzanaieplnej wody:

woda ma najwiksz gestas¢ w temperaturze°L.

“u
-
m
e

6.2. Wiazania wodorowe poradzy

- Rys. 2.
3 czgsteczkami
przerywan).

wody  (zaznaczone  §ni

3). Pojedynczy tacuch DNA sktada iz naprzemiennych jondéw fosforanowych i pentozy oraz z

. 4 zasad azotowychydzacych s¢ z pentoz: A — adenina, T

— tymina, C — cytozyna, G —

guanina. Wizania wodorowegsodpowiedzialne za pg¢zenie dwoch kgcuchow w podwojg
heliss czgsteczki DNA. Maliwe s3 tylko wigzania A---T oraz C---G, dgki czemu maliwa

jest doktadna replikacjadauchéw.

~ Thymine
Adenine
5 end o ¢ 3 g
o,?/ en
s HHz-. 0
Phosphat | N
Osp ate- 0o 0 -HzM o
deoxyribose 0”0)(0 "\[
backbone - e ‘\_

R

Cytosi net\}’Z

Guanlne 5 =Talsl

Rys. 6.3.Wigzania wodorowe porailzy
czagsteczkami dwoch fecuchow DNA
(zaznaczone ligiprzerywan).
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Temat 7. Krysztaty metaliczne. Energia spojno  $ci.

W metalach dochodzi do znacznego nakrywania finkcji falowych elektronow
walencyjnych. Przykladowo w swobodnych atomach niklu funkcja faleswaatistota amplitud:
nawet w potowie odlegkei do trzech najbiiszych gsiadéw w krysztale (rys.7.1) i dlatego
elektrony walencyjne poruszagie po catym krysztale pood dodatnich jonow. Elektrony tey s
kwantowo ,rozmyte” w catej objosci krysztatu, i tworz jakby ciecz, w ktérej zanurzone s
nieruchome jony.

Krysztaty metaliczne dziglsie wedtug przynalenosci metalu do grup uktadu okresowego:
» | grupa: np. Na, K, energia g@ania ~1eV,

» 1l grupa, np. Be, Mg, Ba, energiag@ania 1,5 + 2,0 eV,
» | grupa poboczna, Cu, Ag, Au, energiazania ~3,5 eV,
» metale przégciowe (np. Cr, Mn Fe), energiayzania 3 +~ 8 eV.

Ni 4s23d®

3d,, l l l

amplituda
—
N IS
7]

1 1 1 1 |
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

r(A)

Rys. 7.1.Amplitudy funkcji falowych 8,1 4s dla niklu. Zaznaczoneg odlegtcci do pierwszego,
drugiego i trzeciego najliszego gsiadary, r, i r3 [4].

Pasmo walencyjne metali jest tylkogéziowo zapetnione. Przyktadowo:

» W metalach alkalicznych Li, Na, K, Rb, Cs zeitvana powlokas jest zajmowana przez jeden
elektron.

» Dla wapniowcow (Be, Mg, Ca, Sr, Ba) ngsije energetyczne przekrywaniez gasmas
podwadjnie obsadzonego elektronami z pusbita p tej samej powtoki. W krysztale prowadzi
to do czsciowo zagtego wspoélnego pasnsa.

Model elektronéw swobodnych najlepiej opisuje metale z pierwszapyg uktadu
okresowego. Dla metali alkalicznych state sieciowe nie wyjadobrej zgodnéci z promieniem
jonowym. Model niécisliwych przylegajcych do siebie kul nie ma wd zastosowania i Hszy
prawdzie jestnodel matych jonéw metalicznych poggzonych w morzu elektronow

W metalach szlachetnych szianie m¢dzy atomami wykazuje tak wyrane cechy wjzania
kowalencyjnego. Powtokid w tych metalach podleggjznacznym zaburzeniom w stanie
krystalicznym. Odlegkxi najblizszych gsiadow w krysztatach metali szlachetnych zblizone
tych wynikapcych z promieni powtokl.
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Teoria ilgiciowa wizania metali w przybtieniu elektronédw swobodnych
Rozwaymy metale alkaliczne, w ktérych jony potraktujemy jako tadunki pun&tcaw
elektrony swobodne jako jednorodny gaz. Na catkpeiterge wigzania takiego uktadu skiadaj
Sie:
1). Energia elektrostatycznaprzypadajca na jeden atom — nioa p obliczy¢ za pomog metody
zblizonej do tej stosowanej w teorii krysztatdbw jonowych (Temat 5). jDh&@w tworzcych
sie¢c FCC

(7.1)

uku| —_ 2435 [ eV :|
r{/a | atom]
gdzie:
a= 0,529 A — promi# Bohra,
rs — promiér kuli Wignera-Seitza. Kula Wignera-Seitza jest fmzxeniem 14-tosciennej
komorki Wignera-Seitza (Temat 1) o tej samejtisii.

2). Energia kinetyczna (destabilizupca). Energeé ta oszacowano w modelu Sommerfelda przez
rozwigzanie réwnania falowego Schrodingera. W metala&aliaznych, gdzie kaly atom
oddaje jeden elektron, energia przypadaj na jeden atom (wzoredlzie wyprowadzony
pozniej, temat 14.2 teoria metali Sommerfelda)

ukin=§EF= 301 [GV]

5 (rs/a)®> [atom

gdzie Er jest energia Fermiega czyli energa najwyzej potazonego zapetnionego poziomu

jednoelektronowego. W atomach swobodnych poziomyergatyczne elektrondw as
jednoznacznie okéone, natomiast w zespole blisko podoych atoméw dochodzi do
zroznicowania poziomow z powodu obaaywania zakazu Pauliego. Poniesaektrony dza

do obsadzenia tylko najisizych poziomdéw, dochodzi do obaniasredniej energii elektronu

w krysztale o Ef/5 wzgkdem wartéci w atomach swobodnych (rys. 7.2). Waétda jest

zwanaenergia SpOjnosci.

(7.2)

3 \ oziomy puste
g \ P yp energia elektronu
2 T w swobodnym atomie
(]
T | 4 —E
o | | 2EH5 —— . .
© M3 [ =-- Srednia energia elektronu w pasmie
Qo . . P .
S Y- AT najnizsza energia elektronu w pasmie
/ poziomy zapetnione
0 1 2 3 4 5
odlegto$¢é atomoéww krysztale riro

Rys. 7.2.Graficzne uzasadnienie pojawieniasnergii spojnéci w krysztale.

3). Energia wymienna wynikajgca z zakazu Pauliego, opisuje wzajemne oddziahavani
elektronbw w gazie elektronowym. Z teorii HartregdeFocka elektronéw swobodnych

wynika, ze
GWm = _ 125 [ eV }

= : 7.3
r/a [atom (73)
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Energia catkowita

u=ukU gk 4 gym = 30’12 _368 { ev } (7.4)
(rs/a)° rs/a [ atom
Z warunku osjgania minimum tego wyegnia wzgédemrg
aults) g, (7.5)
drg
otrzymujemy
s =16, (7.6)
9o

Wad tego wyniku jest taka sama waktalla wszystkich metali. War§oi eksperymentalng/a dla
metali alkalicznych wahajsic od 2 do 6. Najgrubszym przybéiniem w przedstawionym modelu
jest zaniedbanie przestrzeni zajmowanej przez jony. Gaz elektremdbodnych nie ma@
przenik& do obgtosci zajmowanej przez jony.
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Temat 8. Drgania sieci krystalicznej. Monoatomowy t  ancuch
liniowy.

Do tej pory nie rozwzalismy ruchu atomow w sieci krystalicznej. Z mechaniki kwantowej
wynika jednak,ze nawet w temperaturze zera bezwdgkego drgania sieci nie mpgatkowicie
usta. Energia oscylatora o ¢ztotliwosci v to

(n+¥)hy, n=0,1,2, .... (8.1)

Dalej rozwaymy drgania spizyste sieci atomowej (jonowej) wagjiu klasycznym. Zatoymy, ze:

1. Srednie potaenie rownowagowe kalego atomu nadalg w wezle sieci Bravais'go.

2. Wychylenia atomow z paten rOwnowagi § mate w poroéwnaniu z odlegiciami miedzy
atomami. Zaleenie to prowadzi dprzyblgenia harmonicznegpozwalagcego na uproszczenie
rachunkow.

3. Wykorzystamyprzyblienie adiabatyczne Borna-Openhaimepgedkosci ruchu elektronow g
rzedu 10 cm/s, natomiast pdkasci jader w atomach edlu co najwyej 10 cm/s. Rozwaajac
ruch catych atomoéw lub jondw moa wic przygé, ze elektrony znajdygj sic zawsze w swym
stanie podstawowym dla okienej pozycji atomow.

Jezeli fale rozchodz sie w krysztale o strukturze regularnej w kierunkach [100], [110] i
[111], to cale ptaszczyzny sieciowe porugzsig zgodnie w fazie, w kierunku albo réwnolegtym
albo prostopadtym do kierunku rozchodzenia fili. Takie drgania mma wkc rozwayé w
jednym wymiarze. Stosag inne moduly sztywniei maozna opisa w analogiczny sposob drgania
podiuzne oraz porzeczne. Rozpatrzmy zbiér jednakowych atoméw o rivhs@mieszczonych
wzdtuz pewnej osix w rownych odsfpacha dla polazen réwnowagowych. Oznaczmy przez
wychylenien-tego atomu z polenia rownowagna.

potozenia rownowagi
(n—2)a (n-1l)a na (rtl)a (n+2)a (n+3)a

I e R SN

M - masa

wychylenie —» «—

P komorka elementarna

Rys. 8.1. Drgapcy tancuch liniowy atomow. Chwilowe poienie n-tego atomu o pole@niu
rownowagina opisuje jego wychylenig.

Chwilowe potaenien-tego atomu
Xn = Na+ pn. (8.2)

Dla uproszczenia zatgmy, ze w sieci oddziataj ze soh jedynie najblisi gisiedzi, zatem energia
potencjalna sieci

U =3 001 = %), (8.3)

gdzie

Xnt1—=Xn =a+ Pn+1 —Pn - (8.4)
Rozwinmy kazda z energii potencjalnyclu(x,:1 —x,) we wzorze (8.3) w szereg Taylora wokot
odlegtcci rownowagowep
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2
Ld U(a)(pn+1_pn)2 dl;(a)( Pn+1 pn) t.... (8.5)

du(a)

U= ZU(a)'*' (pn+1 pn) 2' da 2 3'
Wyznaczenle sumy wyrazow liniowych w poggym wzorze wymaga rozwenia atomow na
koncach tacucha. Jeeli liczba atomOwN jest dua i nie interesuj nas efekty brzegowe, to
wygodnie jest przyi periodyczne warunki brzegowe Borna-Karama Jeeli sumowanie po
numerach atoméw ma zakres od INjdo odpowiedni warunek brzegowy ima zapiséa

p(N + 1)=p(2). (8.6)
co mana interpretowanp. jako zamkricie taicucha atoméw w okg.

o e 7
Rcessse e
' .;‘3.’ , 9 i 7 ../.. %
[ 5
(5

, ZS ¢,
/ / ' %

S

( A .‘/.’/

Rys. 8.2.Jedna z mdiwych realizaciji perlodycznych warunkéw brzegowyBrna-Karma dla
tancuch liniowego.

Z warunku (8.6)

Zdlé(a) (Pn+1=Pn) = du(a) (Pn+1—P1) =0. (8.7)
n=1 0a

Wobec znikania wyrazu liniowego w rozwggiu (8.5) pierwsz poprawk do energii
rownowagoweju(a) jest wyraz kwadratowy. W przylkniu harmonicznym pomijamy wszystkie
wyrazy wyzszego stopnia, zatem catkowita energia potencjalna

U ~ Uréwn + Uharm (8.8)

gdzieU™"" oznacza réwnowagamenergé potencjala
U =3"u(a) = Nu(a), (8.9)

n
za
1
Uharm:EKZ(pnﬂ—pn)z. (8.10)
n

gdzie przezK oznaczono modut sprystcsci dla oddziatywania midzy dwoma sgsiednimi
atomami

oF (a) _ d’u(a)

K= 8.11
% a2 (8.11)
Wiemy, ze sita dziatajca nan-ty atom
ouU
Fo=——=-K(@py —Pn-1—Pn+1) - (8.12)
0Py,
Réwnanie ruchu-tego atomu
52
M atp2n =F, =-K (2P, ~Ppg—Prsa) (8.13)
Zaproponujmy rozvgzanie w postaci
Pn(t) = A explikna— wt)]. (8.14)

gdzie i oznacza jedké urojorg, A — amplituda drga k — liczba falowa (&/A, A - diuga¢ fali),
w — czstaé¢ kotowa. Po podstawieniu wzoru (8.14) do (8.13ywtmujemy

- MAW? exp[i(kna—wt)] = -KA[2—-exp(ika) —expika)]exp[ikna—wt)], (8.15)
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Mw? = 2K (L-coska). (8.16)

_ |2K@-coska) _, K | . 1
oo—\/M = 2\/; ‘smik%. (8.17)

Zaleznos¢ w(k) nazywamyzwigzkiem dyspersyjnym

Stad czstas¢ drgan

27 7 0 T 2T
¥

| strefa Brillouina
Rys. 8.3 Krzywa dyspersji dla monoatomowegadacha liniowego.

Zauwamy, ze rozwgzanie w postaci (8.14) spetnia warunek Borna-Kaem@6) gdy

exp[ikNg =1, (8.18)
co z kolei sprowadzagsdo warunku
k=2""Nn (8.19)
a N

gdzien jest dowoln liczbg catkowity. Wartaci k réznigce s¢ 0 2r7a odpowiadaj takim samym
wychyleniomp,, opisanym wzorem (8.14). W rezultacie istnie tyfkavartcci k odpowiadajcych
réznym rozwgzaniom py(t). Poniewa tylko | strefa Brillouina ma znaczenie fizycznetGiany
warunek,ze wszystkie wartai k

T T

-—<ks—. (8.20)
a a
Stad wynika,ze istnieje minimalna dtugo fali, ktdra mae wystpi¢ w tancuchu (rys. 8.4)
A i :k2":2a. (8.21)

max
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krzywa dyspersiji

Pl
C 5 - k
. ® 6
o— o> «~d 8
o O o wychylenia 6= <
. n g’ atomow '_é? E Rys. 8.4. Fale rozchodre st w
o 5 <0 S tancuchu monoatomowym W
— | 0 o— zaleznoéci od ich liczby falowej.
= x « 9
ind T

Predkos¢ fazowa fali rozchodgcej st wzdhuwz tancucha wynosic = w/k. Przenoszenie energii w
osrodku opisuje jednak pdkos¢ grupowa
ow
Vg =—. 8.22
97 3K (8.22)
Rozpatrzmy dwa krecowe przypadki diugai fal:
1).Na kracach pierwszej strefy Brillouina, gdzke= 1va, predkosé¢ grupowa jest rowna zero. Fala o

minimalnej dtugéci Amin = 2a jest wkic falg stopca.
2).Dla fal o bardzo diej diugaci (matej wartdci liczby falowej), czstas¢ staje s¢ wprost
proporcjonalna do wektora falowego

5 K lsintka= (K
w=2 M ‘smik% M ka, (8.23)

co powodujeze prdkos¢ fali vy staje s niezalena od jej czstasci w
Vg =, |— a. (8.24)
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Temat 9. Dwuatomowy fa ncuch liniowy. Drgania sieci
trojwymiarowej.

Rozpatrzmy jednowymiaroysiet Bravais’go z dwoma edymi jonami o masach; i M, w
prymitywnej komorce elementarnej. Zayony, ze rozpatrywany #&cuch jest wycinkiem sieci
krysztatu regularnego, gdzie ptaszczyzny z jonami o mashchM, 53 utozone na przemian w
rownych odlegtéciacha.

potozenia rownowagi
(—2a (n1la na (ntl)a (n+2)a (n+3)a

o l. 0 i. #I .J—>X

M1 M,

wychylenie —» «—
Pn komorka elementarna
Rys. 9.1. Drgapcy tancuch liniowy jondéw. Chwilowe potgenie n-tego jonu o potgeniu
rownowagina opisuje jego wychylenig.

W ogdlnagci wspotczynniki spgzystasci Ky i K, dla oddziatywa migdzy sisiednimi parami
ptaszczyzn sieciowych maedy¢ rézne. W krysztatach czysto jonowych zachodzi jednak ré&no
Ki =K, i dalej rozwaymy ten przypadek. Catkowita energia potencjalna uktadu w pezyhili
harmonicznym przy ograniczeniw slo oddziatywa miedzy najblizszymi gsiadami

1
U= ZK 2 (Pnea =Pn)” (9.1)
n

Réwnania ruchu dla jonunZzego oraz (B+1)-tego mana otrzymé analogicznie jak dla
rozwazonego wczéniej tahcucha monoatomowego

62
M1 ai)ZZn ==K (2p2n ~P2n-1~P2n+1) - (9.2)

62p2n+1 —
My =57 ==K(202n+1 =P2n ~P2n+2) - (9.3)

Postulujemy rozwzania w postaci rowma fal ptaskich o ranych amplitudach i rownych
czestasciach
Pzn (t) = A expli(2nka—wt)], (9.4)
Pzn+1 (£) = Az expli((2n+1)ka— wt)]. (9.5)
Po podstawieniu funkcji (9.4) i (9.5) do rownaichu odpowiednio (9.2) i (9.3) otrzymujemy uktad
rownaa
~M; AW = —2KA + KA [exp(-i ka) + exp(+ika)], (9.6)
~ M, A0 = —2KA, + KA[exp(-i ka) + exp(+ika)] . (9.7)
Jest to ukiad jednorodny, ktéry posiada reganie gdy zeruje siwyznacznik z macierzy
wspotczynnikdw przyA; i A,

2 _
de M - 2K 2Kczoska 0. (9.8)
2Kcoska Mow™ -2K

Jest to réwnanie kwadratowe wedeémw? o rozwizaniach
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2 .2
co2=Ki+ii 1, 1) _d4sin ka' (9.9)
M1 M, MiM;

przy czym oba rozweania (Rys. 9.2) majsens fizyczny:

1).Drgania akustyczney opisane przez rozedania odpowiadage znakowi ,—". Cegstai¢ tych
drgax spada do zera dle= 0, przez co przypomirgjrozwigzanie znalezione wcgeiej dla
tancucha monoatomowego. Dla matych wéciok predkos¢ fazowa vy tych drga jest niemal

stata i wyraa predkos¢ dzwicku
V¢ :9:3 L (9.10)
k M;+M,

2).Drgania optycznepisane przez rozwaanie ze znakiem ,+” majnajwigksza czstotliwos¢ dla

k=0
wo)= 2K = ZK(l +1j | (9.11)
H My M;
Stosunek amplitud dla drg@ptycznych przk = 0 wynosi
ﬁ = —& , (9.12)
A M

CO oznaczaze atomy obu podsieci drgajvtedy w przeciwnych fazach (rys. 9.3).

4

W
drgania optyczne poeiam

| 2K T M, |

drgania N

' akustyczne — Predkos¢

! v=\w/k dzweku | K
= 0 7

Sa | strefa Brilouina Za

Rys. 9.2 Krzywe dyspersji dla diatomowegataucha liniowego.

Drgania optyczne mma wzbudzi przez absorpgjfal swietlnych w podczerwonej ezci widma.
Zakresy cgstotliwosci drgar akustycznych i optycznych nie zachg@dm siebie. Istnieje miedzy
nimi przerwa

Aw=ﬂ( 1—1} (9.13)

M; M,

Dla fal o czstotliwosciach z tego przedziatu krysztat jest przezroczysty
Mozna wykazd, ze analogiczne wyniki otrzymujec¢sdla taxcucha atomow o jednakowej
masie ale pgktzonych spgzynami o dwoch rénych statych sprystasci Ky i Ko [1].
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k=_C 0 <k < Knas A =
akust opt. akust opt.  akust opt.
| g @ @ o
o— o— ) o—>
| g +~@® @ ®
o— o— ® o
o— o— ) +—o,

Rys. 9.3. Poréwnanie drga akustycznych i optycznych na przykfadzie fal poprzecznych.
Analogiczne wychylenia wygpuja w przypadku drgapodtuznych.

W przypadkuM; =M, przerwa w pémie czstotliwosci Aw znika i powinnémy otrzyma
wyniki pokrywapce s¢ z wynikami dla tacucha monoatomowego. Rozhes¢ w ilosci
rozwigzan jest tylko pozorna i wynika z innych rozmiaréw komorki elemenjarme
poréwnywanych tacuchach i w konsekwencji innych rozmiarow | strefy Brillouina:

» —Tv2a...+12a w tancuchu dwuatomowym,

» —Tla...+1va w tancuchu monoatomowym.

Galyz optyczry mozna wic uwaac za czs¢ gakzi akustycznej przesugiej o Wa z przedziatow
lezacych poza | strefBrillouina taacucha dwuatomowego do wirea tej strefy (rys. 9.4).

4

M]_:Mz W

drganig optyczn

drgania
akustyczn(?

i i i k.
R 0 v .

e 2 Zex b

Rys. 9.4.Redukcja krzywej dyspersji dlanleucha monoatomowego (krzywa granatowa) do | strefy
Brillouina tancucha dwuatomowego (przedziat/2a...+172a).

Do tej pory rozwaalismy tylko drgania poditne. Drgania poprzeczne (rys. 9.3) iana
opis& analogicznymi zalsosciami ale odpowiadajim inne wartéci wspotczynnika sgzystasci.

W rzeczywistych krysztatach o dwéch atomach w komorce elemeptaitemu wektorowi
falowemu k odpowiadaj trzy niezalene fale ptaskie o wzajemnie prostopadtych kierunkach
polaryzacji: jedna podfuna i dwie poprzeczne w gai akustycznej i analogiczne trzy fale w gat
optycznej. Jeeli komdrka elementarna skladac & s atomow, to w widmie drga krysztatu
wystepuja trzy gakzie drga akustycznych i 8- 3 gatzie optyczne (Rys. 9.5). W strukturach
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regularnych gakie drga poprzecznych naktadgapgic na siebie (stagjsic zdegenerowane) dla fal
rozchodacych s¢ w kierunkach [001] i [111].

Krysztaty o strukturze BCC i FCC tworzone przez pierwiastldjantylko 1 atom w
najprostszej komaérce. W takich krysztatach nie wys akustyczne mody drga

w |
\ 3s - 3 gabzie
\ optyczne dies
. 3 gatzie
. akustyczne
. K,
0 T
]

Rys. 9.5. Krzywe dyspersji drga podtwnych i poprzecznych w krysztale tréjwymiarowym
zawierajcyms atomow w komorce elementarne;.

Drgania optyczne sieci ztonej z jonOw § przyczyry powstawania oscylagych elektrycznych

momentéw dipolowych. Momenty te mpg Sie sprzgat z zewnrtrznym polem
elektromagnetycznym.
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Temat 10. Model drga n normalnych. Fonony.

Rozwamy ponownie tacuch N jednakowych cgstek oddziatywujcych z najbliszymi
sasiadami  poprzez wrania o jednakowych wspofczynnikach pystasci. Fale, ktore
rozwazalismy wczeniej w temacie 8

Pn = A explikna— wt)] (10.2)
s3 tylko szczegdlnym przypadkiem digharmonicznych o jednej waki czgstotliwosci i wektora
falowego. W rzeczywistwi drgania mog by¢ dowolny superpozygj fal o wszelkich dozwolonych
wektorach falowych. Wychylenie-tego atomu z pol@nia rownowagi przedstawimy teraz w
postaci szeregu

Pn = D Ac expli(kna—wyt)] . (10.2)
k

gdziei oznacza jedn@ urojorg, Ax — amplitudy drga, k — liczba falowa,ux — czstas¢ kotows
wynikajaca ze zwazku dyspersyjnego dla danej watok.
Rozwamy dyskretig transformacg Fourierawychylea atomowpy,:

o1 g
Q« —ng:lpn exp(-ikna), (10.3)

gdzie sumowanie odbywacgbo numerach atomow Transformacja odwrotna ma pasta
1 :
== expikna) . 104
Rozwinmy wychyleniap, we wzorze (10.3) zgodnie z szeregiem (10.2)

1 Y -

Q =WZZ A exdi [(k'-k)na-wt]}. (10.5)
n=1 k'

Rozwamy najpierw sumowanie po atomaat).(Wykorzystamy wyprowadzony wcggej wzor

(8.19), wedtug ktérego liczba falovkgest zawsze krotrigig wartasci 21v(Na). Wowczas

N 0 da kzk',

> expli(k'-k)ar] = { .

= N dla k=K.
Sumowanie po we wzorze (10.5) sprowadza swigc do opuszczenia wyrazow exfi¢ k)] z
jednoczesgredukch sumowania pd’, ktére wnosi niezerowy wktad tylko dka=k

Q¢ =/NA, expCiwt). (10.7)
Widzimy wiec, ze dokonana transformacja przeprowadza wspdirg atoméwp, na wspotrezdne
Qx opisupce ich zbiorowe oscylacje zwanespotrzednymi fononowymi. Nalery podkréli¢, ze
zaden z oscylatoréw o danej liczbie falowenie odpowiada pojedynczemu atomowi, lecz ich
kolektywnemu drganiu.
Zauwamy, ze ze wzoru (10.7) wynika zwaek:

2
©ae=edo (10.8)
ktory jest réwnaniem oscylatora harmonicznego cesttkci wx. Oscylacje opisane we
wspotrzdnych fononowychQyx mozemy wic uzna za ortogonalne a drgania cieplne¢dace
ztozeniem takich drga o r&nych wartdciach liczby falowejk s3 drganiami normalnymi.
Wychylenia pojedynczych atomoOm, p», ps, ... dane szeregiem (10.2) nie spekimjarunku
ortogonalnéci. Zauwamy ze drgania cieplne gsortogonalne w przyhteniu harmonicznym,
natomiast uwzgldnienie w opisie sit mdzyatomowych take mniejszych nieliniowych
sktadowych prowadzi do wniosku o mlisvosci wzajemnego oddziatywania fononow.

(10.6)
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Definicja 10.1
Drgania nazywane g normalnymi jezeli kazde drganie wtasne uktadu o wielu stopniach swobody

mozna wyrazé jako sung drgan ortogonalnych. Wzbudzenie dowolnego z draie prowadzi do
wzbudzenia ktéregokolwiek z pozostatych drgatogonalnych.

Energia uktadu jest supenergii poszczegolnych niezatgch oscylatorow kwantowych
E=) E. (10.9)
k

Zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej energia oscylatora haanegi podlega kwantowaniu
I Wynosi

E, = hwk(nk +;j (10.10)

gdzieny=0, 1, 2, ... jest liczbfononow o wektorze falowyrk. Wyrazenie 7oy opisuje energi
pojedynczego fononu. Dowoddéw na kwantowanie energii rdrgjaplnych sieci krystalicznej
dostarczaj badania niespeystego rozpraszania neutronow.

Definicja 10.2

Fonon — kwant energii drga sieci krystalicznej o wikaiwosciach castki nalezgcy do grupy
bozonow(czgstek o catkowitym spinie).
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Temat 11. Widmo drga n sieci.

Jednym z waznych zagadnie fizyki ciata statego jest wyznaczenie energii drgeeplnych
krysztatu. Energi ta mazemy zapisé jako sung energii po wszystkich rodzajach dfigav
krysztale, ktGre oznaczamy licgkalows k i wskaznikiem p okreslajagcym polaryzagj

E=)Y <ngp>hoy,, (11.1)
k p
gdzie:
<ngp > Oznacza obsadzenie w stanie rownowagi cieplnegpiogth stanow fononami o liczbie
falowejk,
huwx — energia fononu.
Poniewa rozwaana liczba standw jest zwykle ogromna, wygodnie jesggi@sgumowanie catk

E= j D(w) <n(w) >awdw, (dla polaryzacji jednego rodzaju) (11.2)

gdzie D(w) jest liczly standw hodow drgar przypadajcych na jednostkowy przedziatgstcsci
wokot w. Srednia liczba fotonéw o enerdiio jest opisana rozktadem Plancka (przypadek statystyki
Bosego-Einsteina dla zerowego potencjatu chemicznego)

1

ex . -1
kgT
gdziekg = 1,38-10% J/K jest stat Boltzmanna. Celem dalszych obliézs:dzie znalezienie funkcji

D(w).

< n((,o) >= (11.3)

11.1. Gesto $¢ standéw w liniowym krysztale monoatomowym

Rozwamy drgania w tacuchu o diugéci L, skltadagcym sk z N jednakowych atoméw
rozmieszczonych w rownych odlegémach a. Wczéniej, wykorzystugc cykliczne warunki
brzegowe Borna-Karmana wyprowadzono wzoér (8.19)dapoy mazliwe wartaici wektora
falowego

2n n _2n
-—— —=—n

a N L
Analogiczny wynik otrzymuje gitakze rozwaajgc tancuch N + 1 atoméw, w ktérym krecowe
atomy numer O N 53 unieruchomione.

Kolejne dozwolone wartai ky+1 i K, rOznia sic zawsze o stat

Ak = 2: : (11.5)
Stad gestas¢ stanow przypadagych na jednostkowy przedziat waito liczby falowej wokot
wartasci k

K (11.4)

1 L, dla/k <1 (w | strefieBrillouina),
2a

W(k) =~ =421

A . (11.6)
Ak 0, dlak > o (pozal stref, Brillouina).
a

Liczba stanéw w przedzialé, (k + k) jest dana wzorem
2W(K) dk = D(w) dw, (11.7)
gdzie mnanik 2 wynika z dwéch mdiwych wartasci k (dodatniej i ujemnej) odpowiadgjych
jednej wartéci w w zwigzku dyspersyjnymw(k). Ze wzoréw (11.6) i (11.7) wynikae
L dk

D(@=— " (11.8)
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Zaleznos¢ dyspersyjnan(k) zostata wyprowadzona wczeej (Temat 8, wzoér 8.17)

= zﬁ sin;ka* (11.9)

Stad
k = Earcsini : (11.10)
a Wmax
dk 2 1

e, (11.11)
dw a W2, — 00

gdzie wmax 0ZNacza agstasé maksymaln wynlkaja}Ca} ze wzoru (11.9)

K
Wnax =2,/ - (11.12)

Ostatecznie ze wzoréw (11.8) i (11 11) otrzymujemy
_2N
D(w) =

\/ wmax - n \ wmax -
W modelu Einsteinadrgania sieci zioonej zN atomow rozpatruje sijako N niezalenych
oscylatoréw (dla jednego typu polaryzacji) o identycznyeaistcliwosciachwe
D(w) =N-d(w- wx), (11.14)
gdzied oznacza dejtKroneckera. Model ten wykazuje shalbgodnd¢ z danymi déwiadczalnymi.
W modelu Debye’azaktada si proporcjonalnéc czestasci wi liczby falowejk

(11.13)

w=V-Kk, (11.15)
gdzie pedkos¢ dzwieku v = const. w catym przedziale gstotliwosci. Sgd i ze wzoru (11.8)
L
D) =7’ dla w<1wv/a, (11.16)

0 dlaw>mnv/a

Czestotliwos¢ odckcia wp w modelu Debye’a wynika z istnienidl stanéw o wszystkich
dozwolonych cestotliwosciach. Czstotliwos¢ ta r@ni sie od czstotliwosci odcicia wmax (11.12)
dla rozwizania doktadnego

N vV _ T

D(w<s Wiax) Z 2
Model ten sprawdza ginajlepiej w niskich temperaturach. Porownanie r@zai doktadnych i
otrzymanych dla przybienia Debye’a przedstawiono na wykresach na rys. 11.1.

Wp = — Whax (11.17)

w D (w) 5 5
przyblzenie ! !
Debye'a : :
:(i?bliwd;é !
Wmax [T77 77777 L~ TTTT i i
przybhzenlé Debye'a :
k R | | .
a) mla b) Wmax WD

Rys. 11.1.Por6éwnanie rozvgzan doktadnych (11.9) i (11.13) z przybdiniem Debye’a dla drga
liniowego taicucha monoatomoweg(a) krzywa dyspersji(b) gestas¢ stanow fononowych.

54



11.2. Gesto $¢ standw w liniowym krysztale diatomowym

Rozpatrzmy jednowymiaroysiet Bravais’go z dwoma tdymi jonami o masach; i Mo w
prymitywnej komorce elementarnej. Zahdy, ze kade dwa ssiednie jony leg w takiej samej
odlegtcci i pofaczone § wigzaniem o takiej samej sgystasci. RoOwnanie krzywej dyspersji
takiego uktadu zostato wyprowadzone wagre] we wzorze (9.9)

2 .2
ek Tty [ 1,1 dsinkal (11.18)
My M, My M, MM
a gstas¢ stanow fononowych nmima wyznaczy ze wzoru
D(w) -k % (11.19)
mdw

Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcétdre zostam tutaj pomingte, otrzymuje si funkcije
gestaéci standwD(w) przedstawiogna rys. 11.2.

D (w)

drgania
akustyczne drgania

optycz.

pasmo wzbronione

w

KK«
M, My H

Rys. 11.2.Ge¢stas¢ stanéw fononowych w liniowym teuchu diatomowym.

11.3. Gesto $¢ stanOw w krysztale tréjwymiarowym

Zastosujmy cykliczne warunki brzegowe Borna-Karmana dla trojagomiego krysztatu w
ksztalcie szé&ianu o boku. o sieci prostej regularnej zionego zN* komérek. Wektor falowyk
jest wowczas okgbony wzorem

expli(k,x +k, y +k,2)] = exgilk, (x + L) +k, (y + L) + k,(z+ L)]}, (11.20)

skad otrzymujemyze:
2n 4an Nn
Ko, ky, Kk, =0, £—; £—; ..,; £—.
e L L L
W przestrzenk przypada wic jedna dozwolona wargé k na obgtosé (2r7L)°. Std ilosé stanéw
na jednostk objetosci

(11.21)

1 (LY
W(k)_m_(an . (11.22)

Liczba dozwolonych standw w krysztale trojwymiarawydla ktorych cegstos¢ fonondw jest
pomidzy wi w + dw
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3
D(w)dw= jW(k)dsk:[Lj jd?’k, (11.23)
warstwa 2 warstwa
gdzie catkowanie nagiuje po objtosci warstwy w przestrzerk, dla ktérej cestas¢ fonondw
zawiera s} w przedzialew i w + dw. Oznaczmy przez ), element powierzchni o zadanej statej
czestasci w (rys. 11.3).

K.

[ powierzchnia @ + dw = constans

dX,

/ powierzchnia @ = constans

Rys. 11.3. Element powierzchni &, w Rys. 11.4.Wielkos¢ dkp jako odlegtéci w
przestrzeni k  odpowiadajce] statej przestrzenik pomkdzy powierzchniami o
czestasci w [2]. statych czstotliwosciachw orazw + dw [2].

Element objtosci warstwy dk mozemy przedstawijako walec o podstawieSd i wysokdici dk |
ktora jest odleglcia pomkdzy powierzchniami o statych eztotliwosciach w oraz w+ dw
(rys. 11.4), tak wic

L 3
D(w)dco:[znj J'dSwde . (11.24)

Zaréwno odlegté¢ dkg jak i gradientw w przestrzenk s prostopadie do powierzchoi = const.,
wiec

dw=dk M, w=0,wdky, (11.25)
gdzie gradient w przestrzekijest zdefiniowany jako
O, = 9 : g : 0 : (11.26)
ok, ok, 0k,
Element objtosci w calce ze wzoru (11.24) jestggirowny
ds, dk, =ds, 3¢ =gs, 9% (11.27)
Okw Vg
gdzievy jest wartdcia predkosci grupowej fononwyg = [Jx w]. Wzor (11.24) mzna wkc przepiséa
W postaci
3
d
D(0) =(Lj | LNy (11.28)
AL V,
pow. 9

gdzie cailka jest liczona po powierzchni o stalejst@ci w w przestrzenk. Wynik ten odnosi i
do jednej gaizi zaleznosci dyspersyjneik) zwigzanej z jednym rodzajem polaryzacji.
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Gestas¢ standw w krysztale tréjwymiarowymw modelu Einsteinajest opisana identycznie
jak w krysztale jednowymiarowym, tzn. wzorem (11.14).

W modelu Debye’azaktada si proporcjonalnét w(k) =v k, tak wiec predkos¢ dzwieku jest
stata dla kadego rodzaju polaryzacji

V =Vy = const. (11.29)
Gestas¢ stanow opisana ogolnym wzorem (11.28) upraszezdospostaci
3
1(L
D(w) :—(—j ds, . (11.30)
Vg 21 pE)[w.

Powierzchnia statej estaici w w przestrzenk przyjmuje w przyblieniu Debye’a ksztalt sfery i
catka w powyszym wzorze jest polem jej powierzchni

2
[ds, =4mk? = 4”‘; (11.31)
pow. v
Ze wzorow (11.30) i (11.31) otrzymujemy
w?L3
D(w) = or? | (11.32)

przy czym wynik ten odnosigdo jednego rodzaju polaryzacji.
Jezeli krysztat sktada siz N komorek elementarnych, to catkowita liczba mod@nanow

akustycznych wynosN dla jednego rodzaju polaryzacji. Liczimodow maemy take obliczy

catkujgc gestas¢ standéw dagpwzorem (11.32)

o L3

6Iove

Wp
N= [D(wdw= (11.33)
0

Stad wynika istnienie skicczonejczestotliwasci odcicia wp oraz odpowiadggego jej promienia
ko kuli Debye’a w przestrzerki

wp = (enzN)l’S‘L’ | (11.34)
Ko = "f’D = (6”2LN)1/3 . (11.35)

W modelu Debye’a nie dopuszcza drgar o wartgciach wektora falowego wkszych odkp. Dla
czestotliwosci odcicia w = wp rozktad stanowD(w) w przyblizeniu Debye’a jest niegity, co
nazywane jesbsobliwacig Van Hove'a(rys. 11.5).

D(w) D(w)

osobliwasé

v

(495] w

a) b)

Rys. 11.5.Zaleznosé gestasci standw od ogstasci: (a) przyblizeniu Debye’a(b) w rzeczywistym
krysztale [2].
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Temat 12. Energia i ciepto wia sciwe krysztalu (izolatora) -
model Einsteina i model Debye’a.

Energe drga cieplnych krysztatu wyznaczymy ze wzoru
E = [ D(®) <n(w) > hood w, (12.1)
gdzie D(w) jest liczly standw (hodow drgaxr przypadajcych na jednostkowy przedziatestasci
wokot w. Obsadzenie standw dla fononow jest opisane statyBlykego-Einsteina:
1

ex RS -1
kgT
12.1. Przybli zenie Einsteina
W modelu Einsteina drgania sieci zémej zN atomow rozpatruje sijako N niezalenych
oscylatoréw (dla jednego typu polaryzacji) o ideatyych cegstotliwosciach we. W sieci
trojwymiarowej kady oscylator mge wykonywa drgania o trzech typach polaryzacjigwi

<n(w) >= (12.2)

D(w) = 3AN-d(w- wx). (12.3)
Energia termiczna ukfadu wynosigei
E =3N <n(wg) > hwg (12.4)
I po podstawieniu rozktadu Plancka (11.3) w miejso@oz)> otrzymujemy
E=_ SN7tE (12.5)

ex;{hij -1
kgT

Stad pojemndé¢ cieplna przy statej objosci
exd W
KgT

2
= aE = h(&)E
= (aij 3NkB(kBTj {e’“{h%j'lr
KgT

» Dla wysokich temperatur pojemftocieplna dzy do statej wartéci 3Nks, co jest zgodne z
prawem Dulonga-Petitadla pierwiastkow.

» W niskich temperaturac@y wedtug tego prawa jest proporcjonalne do expg/ksT), co jest
niezgodne z wynikami dwiadczalnymi, ktére wskazajpa proporcjonalni@ do T2,

(12.6)

o s s "9--
5 '/V -
/f

4 ///
- 0,
513 P,/ Rys. 12.1.Poréwnanie déwiadczalnych i
N vy teoretycznych wartei ciepta widciwego

2 4 diamentuc, = Cy/m:

1 (o) — wartdci doswiadczalne,

/"/ (---) — obliczenia na podstawie modelu

% 00 02 03 04 05 06 07 08 09 10 Einsteina dl&®g = iwe/kg = 1320 K [2].
/0,
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Ciepto witaciwe przy statym énieniuCp wynika z zalenosci
Cp -Cy =90%BVT, (12.7)
gdzie: a — wspotczynnik liniowej rozszerzalém cieplnej,B — modut spgzystasci objetosciowej,
V — objtos¢. Dla wickszdici ciat stalych Cp- Cy)/Cp nie przekracza tzlu 10% wiec mazna
przyja¢ Cp = Cy.

12.2. Przybli zenie Debye’a

Poprzednio wyznaczyiny (wzér 11.31),ze gstas¢ stanow w przyblieniu Debye’a dla
jednej polaryzacji

23
wL
Dj(w)=——— , (12.8)
! 23
przy czym dozwolone stany koza si¢ na czstotliwaosci odcicia
I3
o = [oren ) " (12.9)

Dla uproszczenia zatény, ze prdkos¢ fononu jest niezaima od jego polaryzacji, zatem dla
wszystkich polaryzaciji

2,3
D(w) = 3‘”*2" . (12.10)
21V
Po podstawieniu wzoréw (12.2) i (12.10) do (12.1) otrzymujemy
wp 23
E= | [3“’2"3] " ., (12.11)
o L2y exr{hwj—l
KT

W przyblizeniu Debye’a pydkosé¢ dzwieku v jest stata i w takim przypadku

3z Wp 3 3,414 Xp 3
g=t h3 “ dw="t Zkgz X dx, (12.12)
2mPy Oexr{ hwj_l 2m?v3h®  explx) -1
KeT
gdzie
x= e (12.13)
KeT

xo =¥ =8 (12.14)

keT T

Ostatnie réwnanie definiuje temperatudebye’a® poprzez cgstos¢ odcicia wp dary wzorem

(12.9). Sid

/
o= ™ (erzn)" (12.15)
kgL
i rownanie (12.12) mgemy zapisaw postaci
TV X3
E :9NkBT(j J-idx. (12.16)
6)  expx)-1

Dla wysokich temperatuprzedziat catkowania 0xp jest na tyle malyze maemy zastosowa
przyblizenie expX) = 1 +x. Wtedy
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T 3 Xp
E= 9NkBT( j jx dx=3NkgT . (12.17)
Stad pojemnd¢ cieplna przy statej objosci V = L3
oE
=| —— | =3Nkg| 12.18
o =( 55 =3nke (12.18)
Przypadek niskich temperatur
Poniewa
lim Xp = oo, (12.19)
T-0
zatem dla niskich temperatur 21¢:] przesua;c do nieskaczongci gorm granie catkowania
o -
dx = [x>Y expEsxdx =6 — 12.20
jexp(x) jsz_lp() 32-14 T (12.20)
i wzory (12.16) i (12.17) upraszczaic do postaci
4
Ez%ﬁ, (12.21)
50
OE) _12r*NKg _ 3 T)
- _ B
== | == 2T7=234NKkg| - | |. 12.22
i (aij 53 B(ej (12:22

Ostatni wzér jest nazywanyawem Debye’aT ®. Prawo to jest d@ dobrze spetnione w niskich
temperaturach. Charakterystyczna dla danego pisti@ademperatura Debye’a typowo zmniejsza
sie w ramach danej grupy uktadu okresowego wraz zestegm masy atomowej (Tabela 12.1).

Tabela 12.1.Temperatury Debye’a [K] dla wybranych pierwiastk[2}.

grupa | grupa IB grupa IV
Li 344 Cu 343 Qdiament) 2230
Na 158 Ag 225 Si 645
K 91 Au 165 Ge 374
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Temat 13. Rozszerzalno s$¢€ cieplna i przewodnictwo cieplne ciat
statych.

W temacie 8 wykazalmy przy wykorzystaniu warunkow brzegowych Borna-Karmazea,
wyraz liniowy w rozwingciu energii potencjalnej w szereg pgowy w funkcji odlegtéci miedzy
atomami zeruje 8ii wyraz kwadratowy jest pierwszym niezerowym skiladnikieneregu.
Przyblzenie polegajce na obegiciu szeregu za wyrazem kwadratowym, zwane przghiem
harmonicznym, okazatogwystarczajce np. do znalezienia zywku dyspersyjnegoxk), jednake
istnieje szereg zjawisk, ktérych wyjdenie wymaga rozpatrzenia wpltywu cztondw
anharmonicznych — jest to edizy innymi rozszerzalr$d cieplna i rozpraszanie fononéw na innych
fononach bdace przyczyg oporu cieplnego gazu fononowego.

13.1. Fononowe przewodnictwo cieplne ciat statych

W ciatach statych ciepto jest przenoszone przez fonony i swobodk&ogly. W metalach
przewodnictwo elektronowe me by dominupce. Rozwamy zatem izolatory, w ktorych za
przewodnictwo cieplne odpowiedzialnefenony.

Fonon o wektorze falowyrk i czgstaéci w oddziatuje z innymi castkami (fotony, neutrony,
elektrony, inne fonony) jak gstka o gdzie:

p=h-k (13.2)
oraz energii

E=h-w (13.2)
Wspoirzdne fononu opisana przez wzgidne wspotrzdne potaenia atomow. W konsekwenciji,
fonony nie g nosnikami pedu krysztatu, tzn. wzbudzenie fononu w sieci krystalicznej nie wptywa
na rd catego krysztatu liczony jako sumed@w wszystkich atoméw. Z tego powodedpfononu
nazywany jestkwazipedem. Wyjagtkowa sytuacja wyspuje tylko w przypadkuk =0, ktory
odpowiada jednorodnej translacji catego krysztatu i z ruchem tymzany jest pewien niezerowy

ped.

Definicja 13.1
Wspotczynnik przewodnictwa cieplnegoK [J/(m-K)] ciata statego w warunkach ustalonego

przeptywu ciepta przez diugi girzdefiniowany jest rownaniem
dT
_K —_—
dx
gdzie Jy jest strumieniem energii cieplnej [JArs)] = [W/nf], czyli energi przechodaca przez
jednostk powierzchni w jednostce czasu,/dx jest gradientem temperatury wzelosi petax.

Gdyby naéniki energii rozchodzity si przez prébk bez odchylé, to strumié ciepta bytby
zalezny nie od gradientu temperatury, lecz odnidy temperatur na Kaach probki. Obserwowana
w doswiadczeniach zafos¢ od gradientu wskazuje na tee fonony dyfunduj przez problk
ulegapc licznym zderzeniom.

Traktujgc fonony jak gaz zachowygy sk zgodnie z zatpeniami modelu gazu doskonatego
znajdziemy wyraenie opisujce wspoiczynnik przewodnictwa cieplnego. Rozmg
przemieszczenie pojedynczego fononu wzdisi X, z miejsca o temperaturde+ AT do miejsca o
temperaturzel. Czstka ta odda enekgicAT, gdziec oznacza ciepto wkgiwe liczone na jedn
czastke. Analogicznie czstka poruszara sé w przeciwm strore pobierze energicAT, jednak
kierunek transportu energiictizie w obu przypadkach taki sam. Wypadkowy strameeergii
przenoszony przez wszystkie fonony wynosgavi

Jy =NV, AT), (13.4)

Ju = (13.3)

gdzie:
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n jest koncentragjczastek (liczly czastek na jednostkobjetosci),
v = ow
X ok,
<...> 0znacza wartg sredng,
znak ,—" symbolizuje transport energii w kierunku spadku temperdtury
Rdéznica temperatuAT dla odlegtdci rownej sredniej drodze swobodnej fonomuwzdiwz osi x
WYynosi

- sktadowax predkaosci paczki falowej (mae razni¢ sie od pedkaosci fazowejwrky),

dT dT

AT =——I, =——w,T, (13.5)
dx dx
gdziet jestsrednim czasem raidlzy zderzeniami. Ze wzoréw (13.4) i (13.5) otrzymujemy
= v\t 3T
J = r‘<vX>CT o (13.6)
Dla csrodka izotropowego oraz krysztatu o symetrii regularnej
2\ _1/ 2
<vx> = 3<v > : (23.7)
i wzoér (13.6) przyjmuje posta
1 /5 dT
Jy =—=nv°)ct—. 13.8
v 3r< > dx ( )
Jezeli predkos¢ fonondwyv jest stata (jak w przybieniu Debye’a), wzor (13.8) memy zapisé
1 dT
Jy =—-=Cvl——, 13.9
v =3V (13.9)

gdzie:
| =vT1 jestsredni drogs fonondéw méedzy zderzeniami,
C =ncjest pojemnécia cieplm na jednostk objetosci.
Stad wspéitczynnik przewodnictwa cieplnego

K :éCvI | (13.10)

Tabela 13.1. Przyktadowe wartei liczbowe pojemnséri cieplnej na jednostk objetosci C,
przewodnictwa cieplnegl i sredniej drogi swobodnéj[2].

krysztat T [°C] C [J/(cnT-K)] K [J/(cm-K)] | [A]
kwarc 0 2,00 0,13 40
-190 0,55 0,50 540
NacCl 0 1,88 0,07 23
-190 1,00 0,27 100

Dtugos¢ sredniej drogi swobodnéjjest okrélona przez dwa procesy:
1) rozpraszanie na innych fononach (zderzenia tréjfononowe),
2) rozpraszanie na obiektach statycznych, w tym
- rozpraszanie ngiankach krysztatu,
- rozpraszanie na defektach sieci.

1). Zderzenia tréjfononowe.
We wszystkich procesach trojfononowych musi bgchowana energia

W+t =0ug. (13.112)
W sieciach periodycznych wszystkie niezale wartgci wektora falowegdk leza w pierwszej
strefie Brillouina. J&i w wyniku zderzenia powstanie fonon o wektorze falowyiydgm poza |
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strefy Brillouina, to musi by sprowadzony do | strefy przez dodanie wektora sieci odwr@ne;j
Stad wynika,ze mazna wyr@ni¢ procesy trojfononowe dwoch rodzajow:

1.1). Procesy normalne (N)- w ktorych zachowany jestg uktadu fononoéw, co mma zapisé
przy wykorzystaniu wektoréw falowych fononéw
ki+k,=ks. (1312)
Catkowity ped gazu fononowego nie zmienia sv wyniku takich zderze Srednia pedkosé
unoszenia fononéw nie jest ¢gi zaburzana przez procesy normalne i w konsekwencji nie
majg one wptywu ma przewodnictwo cieplne.

1.2). Procesy przerzutu (U —ang. umklapp — Peierls odkryt procesy, w ktérych wektor falowy
nie jest zachowany, natomiast spetnione jest réwnanie
ki +ko=ks +G, (1313)
gdzieG jest wektorem sieci odwrotnej.

: J« . J« :

Ky
\6 .
@ *—» @ = — 90—
/‘\ K ) \\\ K
ko ks y 3 G S~ ~k1+k2 Y

(@) | strefg Brillouina (b) | strefg Brillouina

° T ° ) ? )
Rys. 13.1.Zderzenia fonondéw na przyktadzie dwuwymiarowej sieci kwadrato@zgrne punkty
oznaczaj wezly sieci odwrotnej. Kwadrat symbolizuje | sigeBrillouina w przestrzenik.
(a) Proces normalnypb) proces umklapp. Wektor sieci odwrotiig@jma dtugaé¢ 21va, gdziea jest
stah sieci krysztatu.

W wysokich temperaturach T >> 0, gdzie8 jest temperatar Debye’a dag wzorem (12.5),
rozpraszanie fonondéw na obiektach statycznych jest mato istommaczm czes¢ wszystkich
procesow stanowiprocesy USrednia droga swobodna fonondéw wysijaca we wzorze (13.10)
jest wic sredng drogs swobodig dla proceséw U (bez procesow N). Koncentracja fononow
wzrasta ze wzrostemi z teorii sprzzen anharmonicznych wynikag srednia droga swobodna

[~ 1, (13.14)
Poniewa w wysokich temperaturach pojensdacieplna dzy do wartdci statej (prawo Dulonga i
Petita)
Cv = 3nkg, (13.15)
maozna oczekiwaé, ze przewodn&t cieplna
K ~ 1T, (13.16)
co jest zgodne z wieloma wynikamisigadczalnymi.

2) rozpraszanie na obiektach statycznych.
W niskich temperaturach T <<0, srednia droga swobodna jest ograniczona gtéwnie przez
niedoskonatéci sieci krystalicznej. 38 sie¢ nie jest silnie zdefektowana, t&rednia droga

63



swobodna fononow staje st porownywalna z szerokoig probkiD. Wzor (13.10) przyjmuje wt
nastpujaca post& (z doktadnéciag do rzdu wartgci)

K =CvD, (13.17)
gdzie jedyn wielkoscig zalezng od temperatury jest pojemétocieplnaC. Wczeniej wykazalsmy
(temat 12)ze pojemné¢ cieplna w przyblieniu Debye’a zmienia sijak T2 i mazemy oczekiwa
analogicznej zalaosci dla wspotczynnikad, co zostato potwierdzone @wiadczalnie.

Nawet w krysztale o idealnej strukturze mogyskpowa rézne izotopy pierwiastkow.
Przypadkowy rozktad mas izotopOw w sieci jest isfopnzyczyry dodatkowego rozpraszania
fononéw, co powoduje obignie przewodnictwa cieplnego w poréwnaniu do krysztatu czystego
izotopowo. Przyktadowe wyniki dla Ge ozrym sktadzie izotopowym pokazano na rys. 13.2.

100
50
K =0,06T" ’/ /-— wzbogacony "Ge
=20 ,/,/ \
& 10 / B N
é S Il‘f///xwykly 3;\\
LN »
£ ii \\\
g 5 o AN . .
g /’ \ Rys. 13.2. Przewodnictwo  cieplne K
N & germanu w funkcji temperatury. Probka
g / wzbogacona zawiera 96% izotopliGe,
= naturalny german zawiera 20%Ge, 27%
“Ge, 8% "“Ge, 37%"'Ge i 8% °Ge. W
0.2 niskich temperaturach dla probki
ol wzbogacone] otrzymujemy  zaleoi¢
T 2 5 10 20 50 100 200 500 K:0,06T3[2]_

temperatura [K]

13.2. Rozszerzalno $¢ cieplna ciat statych
Zapiszmy energi potencjala atomow przesuriych o x z pota@enia rownowagi w postaci
anharmonicznej
UX) =cx¢ —gx’ —f X, (13.18)
przy czymc, g i f map wartaici dodatnie. Wyrazyx® opisuje asymetsi wzajemnego odpychania
atomow.
Wedtug rozkltadu Maxwella-Boltzmanna utamelsizk zajmujcych stany o energi; wynosi

N > diexpCE/kgT)
i
gdzie d; jest wspotczynnikiem degeneracja stanow, czykbiicstanow o jednakowej enerdt.

Obliczmy sredng wazong wychyleniax dla d; = const. stosyf jako wag statystycza rozkiad
(13.19) przy braku degeneracji

+o0

J'xexp[—U (x)/kgT]dx
X ==2, - (13.20)
[exp-U (x)/kgT1d x
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potencjat harmoniczny potencjat anharmoniczny
U(x) = cx?, U(x) = cx2- gx3- x4,
gdzie x=r-ry gdzie x=r-ry
© © ] _
'053 <redni '05)1 Srednie
Q Srednie Q 0 pofozenie
o r, Polozenie v I —
D D r
/ r

a) b)

Rys. 13.1Energia potencjalna atomow w przyigniu (a) harmonicznym i (b) anharmonicznym.

Dla niezbyt daych wychyléa wyrazy anharmonicznegsmate w porownaniu do wyrazu
kwadratowegacx2 I mozemy rozwiné wyrazy podcatkowe w (13.20) w szeregi

2 3
J'xexp[—U(x)/kBT]dx— jex - ]x exr{Mde:

kgT kgT
_ 5
j exd ~OC [ xr 0 1y (13.21)
kgT kgT
+00 _ CX2
jexp[—u (X)/kgT]dx = j exp - dx (13.22)
o o B
I nastpnie wykorzysta znane warteci catek
n : dlan=0,
+00 a
J'x” explax®)dx = jﬁ , dlan = 4, (13.23)
o a

0, dlannieparzystgo.

Ostatecznie otrzymujemy
3
(X) = 4C92 ksT (13.24)
gdzie wyraz symetrycznix* w szeregu pegowym (13.18) okazuje shieistotny.
Wspotczynnik liniowej rozszerzaldoi cieplnej probki jest zdefiniowany wzorem

_ AL _ NA(x) _ AlX)

"~ LAT NaAT aAT’
gdzie przea oznaczono staisieci. Po podstawieniu wzoru (13.24) do (13.28yhujemy

39
4ac®
Zwigzek ten mana wykorzysta do wyznaczenia wspoétczynnika anharmoniézing na podstawie
pomiaréw rozszerzalgoi cieplne;.

(13.25)
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Temat 14. Stany elektronowe w krysztatach. Model el  ektronéw
swobodnych.

14.1. Model metali Drudego

W 1900 roku Paul Drude podat pierwysteori elektronédw w metalach. Zaktadata ona,
elektrony m¢dzy zderzeniami poruszagic ruchem prostoliniowym i zderzagie tylko z jagdrami.
Ponadto zakono, ze rozklad pgdkosci elektrondw swobodnych w metalu jest taki sam jak dla
zwyklego gazu klasycznego, czyli jest to rozklad Maxwella-Boltzmanna.

Model ten przewidywatze srednia energia kinetyczna elektronu w metalu wynosi

E(V) = mz"z :ngT, (14.1)
gdziekg jest stad Boltzmanna, zam mag elektronu. Dane dwiadczalne pokazywaly jednake
wktad elektronéw do ciepta wdaiwego metali w temperaturze pokojowej jest okoto stukrotnie
mniejszy od (3/XRe.

Niezgodndé¢ modelu Drudego z dwiadczeniem udato siwyjasni¢ dopiero gdy w 1925
pojawit sk zakaz Puliego. Wedtug tego zakazu w danym stanie kwantowymaie znajdowéa
si¢ wiecej niz jeden fermion, czyli citka o spinie potdbwkowym. Z zakazu Pauliego wynika
statystyka Fermiego-Diraca, wedtug ktéhegdnia liczba cgstek w stanie o enerdiiwynosi

1

fep ()= <,
ex;{ek_uJ +1

T
B

gdzie u jest wielkdcia zwary potencjatem chemicznyrktéra z dobrym przyhteniem jest rowna
omowionej dalejenergii (poziomowi) Fermiegér. Energé Fermiego cesto wyraa St poprzez
temperatug Fermiegolr (zazwyczaj rgdu dziesitek tysecy K)

(14.2)

Er =kg Tr. (14.3)
Wedtug klasycznego rozktadu Maxwella-Boltzmanna liczkgtek o energi€ wynosi
&
fug(&) =Cexpg ——— |, 14.4
mg (€) l{ kBTj (14.4)

gdzieC jest stad wynikajaca z normowania rozktadu. Dla temperatur mniejszygHL& K rozktad
Maxwella i rozktad Fermiego-Diracandia sic zasadniczo (rys. 14.1).

bl

f

700}
600
500}
a) ¢ I 400}

10
a8 I 300]

06 i 200
Q4t
02

l 1 1 1 -

070 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10
x=mv¥/ 2T x=mv¥/ 2kgT

Rys. 14.1.(a) Rozktad Maxwella-Boltzmanné,g) i rozktad Fermiego-Diracdep) w temperaturze

pokojowej dla typowych wartai gestasci elektrondw w metalu. (b) Pogkiszona cgs¢ rozktadu

Maxwella-Boltzmanna. Rozktad Fermiego-Diraca zlesiaz osi X.
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14.2. Teoria metali Sommerfelda

Sommerfeld zaloyl, ze oddziatywania elektrondw swobodnych w metalu z innyrgst&ami
mozna zaniedbéd W przypadku, gdy na elektron swobodny nie dziaf@dne zewetrzne pola
funkcja falowa W takiego elektronu dla poziomu o enerdii spetnia stacjonarne roéwnanie
Schrédingera bez cztonu opiscggo energi potencjalla

n?(o® 9% 9° )

- + r)= D Wr)=EW(r 14.5
Zm[axz o a2 Y0 () =ew(). (14.5)

Rozwigzania réwnania (14.5) mgposta
W(r glker 14.6
(r)= W (14.6)

I odpowiadag im wartaci wiasne energii

2,2

g(k)_ K (14.7)

2m
Czynnik normujcy w rozwgzaniu (14.6) zostat wybrany tak, by prawdopodasieo znalezienia
elektronu gdziekolwiek w danej aitpsci metaluV byto rowne jedngci:

[lw(r)?ar =1 (14.8)

Wektor falowyk w rozwigzaniu (14.6) mge by dowolny dopdki nie narzucimy dodatkowych
warunkéw. Wektor ten jest zgdany z gdem elektronyp

p =nk (14.9)
oraz z pedkoscia
y=P ik (14.10)
m m
Dzigki zwigzkom (14.9) i (14.10) energ(14.7) maemy zapisaw klasycznej postaci
2 2,2
£(K) _pt_omv _nk (14.11)
2m 2 2m

Zattzmy, ze rozwaany krysztat ma ksztalt s@ganu o bokuL. Przyjmiemy periodyczne
warunki brzegowe Borna-Karmana, ktore w trojwymiarowe] przestrsprowadzaj sie do
sklejenia przeciwlegtychcian krysztatu

Wxy,z+L)=¥(x Y, 2),
Yix,y+L,2=W(XY, 2, (14.12)
Yx+L,y, 2 =¥XY, 2.
Uwzglednienie zwjzkow (14.12) w rozwgzaniu (14.6) powoduje ograniczenie dopuszczalnych
wektoréwk do dyskretnego zbioru spetriaggo rownanie

gkl =gfst —gikel =g, (14.13)
Stad otrzymujemy wartéci skladowych wektoré&
_2mn, 2mn 2mn
ky = . ky=—"Y, k=72, 14.14
L y= S ( )

gdzieny, ny, N, s liczbami catkowitymi.
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Rys. 14.2.Zbiér punktow w dwuwymiarowej przestrzeni
k o wspdirzdnych w postacik = 2rmy/L, ky = 2rmy/L.
Zakreskowany kwadrat oznacza pole przypaoajna
jeden punkt zbioru réwne fRL)%. W przestrzeni
trojwymiarowej obgtos¢ przypadajca na jeden punkt
wynosi (27L)°.

Ze wzorow (14.14) i rys. 14.2 wynikaze obgtos¢ przypadajca na jeden punkt w
tréjwymiarowej przestrzenik wynosi (27L)%. Odwrotnéé tej wartdgci wyraza liczhe
dopuszczalnych warfoi wektorak przypadajcych na jednostkobjetosci w przestrzenk i zwana
jestgestascig pozioméw w przestrzeki

Vv
D=—:. 14.15
o ( )
Zgodnie z zakazem Pauliego zz8#gm punktem w przestrzeki mog by¢ zwigzane maksymalnie
dwa stany elektronowe odpowiagleg r&znym wart@ciom spinui/2 lub —7/2.

Konstrukcg N-elektronowego stanu podstawowego, odpowiamdao temperaturzé = 0 K,
rozpoczniemy od umieszenia dwoéch elektronédw w st&me0, ktéremu odpowiada najrsza
mozliwa energia. Kolejne elektronygiziemy umieszcza zawsze na nieobsadzonych jeszcze
stanach o najnszej energii. Poniewaenergia poziomu jednoelektronowego jest proporcjonalna do
K2 (wz6r (14.7)), wéc dla wielkich wartéci N zapetniony obszarcdzie bardzo zhtiony do kuli.
Promie tej kuli bedziemy nazywépromieniem Fermiegboznacza kg. Liczbe wszystkich stanéw
N lezagcych wewntrz kuli mazemy wyrazé mnazac obgtosé kuli przez gstas¢ poziomow (14.15)

3 3
N :2(4T2‘FJ(8\T/[3J:;TFEZV, (14.16)

przy czym mnenik 2 wynika z liczby elektronow o jednej wastd wektorak. Sgd otrzymujemy,
ze gestas¢ elektronowan (liczba elektronow w jednostkowej @bpsci) jest zwpzana z promieniem
Fermiego zalencscia

N _ k&
n=—=—-. 14.17

V3 ( )
Powierzchnia kuli Fermiego, oddziejeap poziomy obsadzone od nieggg¢h, nosi nazw
powierzchni FermiegdStanom elektronowym na powierzchni Fermiego odpowdadaj

ped Fermiegaor

Pr =7 ke, (14.18)
energia Fermiegd@r
pE _ h°kE
= =—" 14.19
& 2m  2m ( )
oraz predkas¢ Fermiegove
v = PE Tike (14.20)
m m

ktora jest rzdu 1% pedkosci swiatha.

Energe Fermiego & mazemy przedstawi jako wielkag¢ zaleeng tylko od gstaici
elektronowejn, ktora jest charakterystyczna dla danego pierwiastka (Tabela Z4 zoréw
(14.17) 1 (14.19) otrzymujemy
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pF B 2/3
3 14.19a
& = 2m 2m( ) ( )

Tabela 14.1.Gestdsci elektrondw swobodnych i energie Fermiego dla niektérych pielkaast
metalicznych. EnergiFermiego obliczono przyjmag m=9,11-10* kg [1].

Pierwiastek (temperatura) n[10°7cm’] & [eV]
Cs (5K) 0,91 1,59
Li (78K) 4,70 4,74
Cu (~300K) 8,47 7,00
Fe (~300K) 17,0 11,1
Al (~300K) 18,1 11,7
Be (~300K) 24,7 143

Energia stanu podstawowegd elektronéw jest sum energii wszystkich poziomow
jednoelektronowych lacych wewntrz kuli Fermiego

2
E=2) h k , (14.21)
k<kg

gdzie mnanik 2 wynika z istnienia dwéch elektronéw odpowiadgch jednemu stanowi wektora
k. Dla wielkich wartéci N powyzsz sunme mazemy przyblzy¢ catkg
n?k?

Ezzj D o

k<kg
gdzie gstas¢ stanowD w przestrzenk jest dana wzorem (14.15),szdQ jest elementem odtjosci

w przestrzenk. Element ohjtosci odpowiadajcy dtugagciom wektora falowego z przedziaky
k + ok jest sfeg o promieniuk i grubdici dk, styd

dQ, (14.22)

dQ = 4nk® dk. (14.23)
Po podstawieniu wzorow (14.15) i (14.23) do (14.22) otrzymujemy
E_ J'k4dk— nke (14.24)
Voo2rm 2 10mm '

W celu wyznaczenigredniej energii ha Jeden elektroB/N w stanie podstawowynT =0
podzielimy powyszy wynik przez ¢stas¢ elektronovs n darg wzorem (14.17)

E_E/V _ 3 n%kZ

(14.25)
N N/V 10 m
Wynik ten mana take zapisa& w postaci
E_3
—==§ ——k Tel, 14.26
N _ 5F BIF ( )
gdzie&r jest energj Fermiego damwzorem (14.19), ZalF jesttemperatug Fermiego
Te & (14.27)

Wartcasci energii Fermiega€: w metalach s rzedu kilku eV, zd temperatury Fermiego ¢du
10" K. Wynik (14.25) jest zdecydowanie odmienny od energii przypaedipna jeden elektron,
rownej (3/2ksT w klasycznym modelu Drudego.
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Temat 15. Rozwini ecie Sommerfelda. Elektronowe ciepto
wiasciwe.

Elektrony podlegaj rozkladowi Fermiego-Diraca, wedtug ktérego prawdopodditieo, ze
stan o energi jest zagty przez elektron wynosi

fe)= 1t

ex €-H +1
kgT
gdzie wielk@¢ U jest znana pod nazvpotencjatu chemicznegdV stanie podstawowym dig= 0

(rozwazonym w temacie 14) obsadzone & i tylko te poziomy, ktérych energie spetniaj
nierowna¢ € < &. Funkcja rozktadu (15.1) musi @ spetnig warunek

(15.1)

E<E,
lim f (&)= L & (15.2)
T-0 0, &>&.
Dla zgodnéci rozktadu (15.1) z grari(15.2) konieczne jest i, by
TIimou =&, (15.3)

natomiast dl& > OK potencjat chemiczny rézni sie od swej wartéci & w temp. OK.

W przypadkuT > 0 wkiad elektronéw do energii wewtrenejU w przyblizeniu niezalenych
elektronow jest sumenergii&(K) poziomow jednoelektronowych pomiwg przezsredniy liczbe
elektronéw na danym poziomigf)

U =2> &) f(EK)), (15.4)
k

gdzie mnanik 2 wynika z istnienia dwoch elektrondw aznym spinie odpowiadagych jednemu
stanowi wektorak, za zwigzek energii€ z wektorem falowynk jest opisany wprowadzonym
wczesniej wzorem (14.11)
n?k?
Ek) = : (15.5)
2m
Podobnie jak wczmiej dla stanu podstawowego (Temat 14) dokonanywa@ze (15.4) przégia

granicznego dI& — o

U =2j;T/[3£(k) fEK))Q, (15.6)

gdzie V/8 =D jest wyznaczon wczeniej (rys. 14.2 i wzér (14.15) ijestascig dozwolonych
poziomOw w przestrzeRi za& dQ jest elementem offjosci w przestrzenk. Std gestas¢ energii
u=UnN

1
u=|——&Kk)f(EK))dQ. (15.7)
J ame
Podobnie jak energielektrondw (15.4), maemy zapisa catkowity liczbe elektronOwN
N = 22 f(E(k)) (15.8)
k
skad po przejciu granicznym dldN — co otrzymamy gstasé elektronovg n = N/V
1
n=|—f(€Kk))dQ. (15.9)
J 4t
Catki we wzorach (15.7) i (15.9) mapgoélrg posta
jiF(e(k))dQ, (15.10)
4t

70



gdzieF(&(k)) jest funkcy odpowiedm dla wyznaczanej wielléai u albon. Wykorzystujc fakt, ze
funkcja podcatkowa jest zalea od wektorak tylko poprzez energi £ zwigzarg z modutem
wektorak, mazemy przedstawielement olgjtosci w postaci sfery

dQ = 4rk? dk. (15.11)
Nastpnie przejdziemy od zmiennkjdo zmiennef wykorzystuja(c zwigzek (15.5)
j FEK))dQ = jﬂF(e(k)) = jg(e)F(e)de, (15.12)
418
gdzie
m [2mE
[, €20,
9(€) =1 422" %2 (15.13)
0, E<O.

Wykorzystupc wprowadzon powyzej funkcg g(€) catki ze wzoréw (15.7) i (15.9) memy teraz
zapis& w postaci

+00
us= jg(e)a f(€)de (15.14)
oraz
+o00
n= jg(e) f(€)dE. (15.15)
Obie powysze catki maj posta
+00
j H(E) f (€)dE (15.16)

—00

a ich wyznaczenie jest éoztozone. Wprowadmy funkcg K(€) zdefiniowan wzorem

K(€) = jH(e')de', (15.17)
skad wynika,ze h
_dK(®)
HE)== " (15.18)

Do obliczenia catki (15.16) zastosujmy catkowanizeez cas’ci

iy df(E

jH(e)f(&)de:[K(e)f(a)]tz— j K (€) ( 91 4. (15.19)
Wyraz K(€) f(€) znika dla& - —oo, bo K(£) - 0 przyf(e) =1, a take znika dla€ - + o, bo
funkcjaf(€) dazy do zera szybciej aiK(E) do co.

Zauwamy, ze temperatural w praktyce jest zwykle znacznie mniejsza od teipey
FermiegoTr (14.27) przyjmuicej wartdci rzedu 10 K. Funkcja Fermiegé(€) dana wzorem (15.1)
dla temperatury pokojowej odchylagstnacaco od prostoftnego rozktadu dlar =0 tylko w
niewielkim otoczeniu woko€ = o szerokéci kilku kgT (rys. 15.1). Wart& catki (15.19) jest
wiec zdeterminowano zachowanieng $unkcji K(€) w tym wgskim otoczeniu, gdy tylko tam
pochodnaf /0€ rézni sie istotnie od zera.
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a) ¢ b) i
10 10

A\

" &
(A& = kgT)

I3 &

Rys. 15.1.Funkcja Fermiego dana wzorem (15.1) dla pewnej ustalonejdovapt@raz temperatur
(@T=0, (b)T =0,01wke.

Rozwinmy zalenos¢ K(E) w szereg pegowy wokot punktu€ = 1 ograniczajc sk do trzech
pierwszych wyrazéw i wyramy pochodne funkcjK poprzezH zgodnie ze wzorem (15.18)

_ _adK@ 1 o dPK(E) _
K(E) =KW +(E-1) Y; £:u+2(€ 1) de2 o
~ K +E-H G+ (€12 0 (15.20)
=
Po podstawieniu szeregu (15 20) do wzoru (15.19) otrzymujemy
jH(e)f(e)de_—K(p)j LAY H(p)j = u)—d& ;‘22 j(a u)zade (15.21)

gd2|e of /0€ jest funkcy parzysd; argumentué(—p) i catka z funkcu meparzysteﬁ(— W) (of /10€)
wzgledem € — u) musi s¢ zerow#&. Po zastosowaniu nowej zmiennej (€ —W/ksT otrzymujemy

of , _10H 20 20 f(X)
H(E) f(€)dE=-K =— kgT X —=1dXx, 15.22
j()() (u)j X 0e ., oD | X o (15.22)
gdzie
_ X
j 010X 4y = j € dx=-1, (15.23)
S OX W (€+1)?
z& ostatnia catka jest funkcRiemanna znayz tabllc funkcji specjalnych
+00 6 f(X) +00 T[2
- j X2 j . (15.24)
e w (€7 +1) 3
Po podstawieniu wzoréw (15.17), (15 23) i (15. Zereg (15.22) upraszczg sio postaci
jH (&) f (€)dE = jH (£)d£+T[2(kBT)2:2 (15.25)
&=y

nazywaneyozwinieciem Sommerfelda\/IOlewe jest wyznaczenie tak wyrazow wyszego rzdu,
jednalke dla temperatur pokojowych kolejne wyrazyni sie o czynnik radu (gT/m) ~ 107 i
zwykle nie g istotne w obliczeniach.

Zastosujmy rozwirgicie (15.25) do eptasci energii (15.14) i gstaéci elektronowej (15.15)
przesuwajc przy tym dolg granie catkowania do O w zweku z zerowaniem sig(€) dlaE <0

1]
u:jg(e)edeﬁg(kBT)z{p‘%f) +g(p):l, (15.26)
0 E=p
_ ™, 299
n—_{og(ﬁ)d£+6(kBT) O o, (15.27)
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Dalej pokaemy, ze wartd¢ potencjatu chemicznegu ze wzrostem temperatury bardzo
nieznacznie odbiega od swej wado&r dla T =0. Sad catki takie jak we wzorach (15.26) i
(15.27) maemy rozwirgé jako

&

jH(e)de jH(e)d£+(p EH (&) (15.28)
otrzymupc h h
&
u=| g(e)ed«s+(u—«sp)£pg(ep)+f(kBT){uagaff) +g(u)}, (15.29)
0 E=pn
&
n= | g(e)d£+(u—£p)g(ep)+"z(kBT)Za%ff) (15.30)
0 E=p

W metalach gstas¢ elektronowan jest stata, wic wartg¢é n we wzorze (15.30) musi byréwna
calce oznaczagej gestas¢ dlaT =0

0= (-6 )9(6)+ " R (15.31)
E=p
skad otrzymujemy
1 (kgT)? 09(€)
=& — ——= , 15.32
g - 6 g(eF) o€ &= ( )
a po rozwingciu g(€) i g(&r) wedtug wzoru (15.13) _
ol (kT )

Dla temperatur pokojowych wyraz zatg od temperatury jestgdu 10 %,
Zwigzek (15.31) wykorzystamy tak do uproszczenia wzoru (15.29) podstaygiggrzy tym
U = & do wyrazow o najmniejszych wastdach

U=up +T§(kBT)29(€F), (15.34)

gdzieu jest g:stascig w stanie podstawowym prZy= 0. Sid ciepto widciwe gazu elektronowego
w metalu

_ Jdu _T[2 2
_(cﬂ'jn =", KT a(&). (15.35)

W szczegoélnym przypadku elektronow swobodnyelst@c¢ elektronowan =N/V jest opisana
wyprowadzonym wczaiej wzorem (14.17), Za energia Fermiego& wzorem (14.19).
Wykorzystupc te wzory oraz rozwigcie funkcjig(ep) wedtug wzoru (15.13) nima pokazé, ze

=— 15.36

0(E) = (15.36)
Podstawiajc wzor (15.36) do (15.35) otrzymamy
™ kgT

=— nk, 15.37

Cv 2 | e B ( )

Przewidywana liniowa zak@os¢ elektronowego ciepta wdaiwego metali od temperatury jest
jedm z wazniejszych konsekwenciji statystyki Fermiego-Dirat.{). Dla temperatury pokojowej
rezultat ten jest mniejszy okoto 100 razy od statajtaici ¢, = 3nks/2 wynikapcej z zastosowania
rozktad Maxwella-Boltzmanna do elektronéw w klasyegteorii metali Drudego.
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W metalach, oprocz elektronéw, f&kdrgania jonéw wnogzswoéj wkitad do catkowitego
ciepta widciwego i wkiad ten jest domimgy w wysokich temperaturach. W niskich
temperaturach jonowe cieplo tawe jest opisane prawem Debyd'd (12.22) i wraz ze spadkiem
temperatury spada pamj ciepta elektronowego, ktére maleje jedynie liniowo. Catkowigpto
wiasciwe metalu w niskich temperaturach ma zatem gosta

c, =yT +AT3 |, (15.38)

Czion liniowy i szécienny staj sic porownywalne dla temperaturedu kilku kelwinéw. Statey i A
mozna dopasow@a do danych dawiadczalnych jako wspotczynniki prostej wykienej we
wspéhrzdnychc,/T orazT?

(;V =y+AT?, (15.39)
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Temat 16. Model elektronow prawie swobodnych.

16.1. Braki modelu elektronéw swobodnych

Model elektrondw swobodnych pozwala $dodobrze opisa np. ciepto wihaciwe,
przewodné¢ cieplmy i rozszerzalng cieplrp. Model ten nie wyjgnia jednak skd biorg sic
obserwowane tice medzy metalami, potprzewodnikami i izolatorami. W tym celu konieczne
jest uwzgtdnienie periodycznej struktury krysztatu, co prowadzi do periodycznie zmiesig St
potencjatu, w ktorym poruszgjsic elektrony w krysztale. Najwaiejsz cechy rozszerzonego
modelu jest przewidywanigpasm energetycznych elektronéw, rozdzielonychprzerwami
wzbronionymi. Krysztat jest izolatorem gdy dozwolone pasma energetyczicatkowicie puste
albo catkowicie obsadzone. zd&# jedno z pasm dozwolonych jest wypetnionesciowo, to
krysztat zachowuje sijak metal. W przypadku gdy jedno lub dwa pasmalssadzone tylko w
nieznacznym stopniu albo w bardzo matym stopniu nie obsadzone krysztat jest potprzewodnikie

4 energi:

izolator metal potprzewodnik

Rys. 16.1. Schematyczne obsadzenie dozwolonych pasm energii dla izolata&lumi
potprzewodnika. Obszary pocieniowane oznacpagiomy obsadzone przez elektrony.

16.2. Rachunek zaburze n niezaleznych od czasu dla stanéw
zdegenerowanych
Niech Hy bedzie hamiltonianem uktadu niezaburzonego. Réwnanie Schrodingera Isez cza
dla uktadu niezaburzonego ma pdsta
How? =EPw. (16.1)
Zalézmy, ze réwnanie (16.1) zostato zurozwiazane i znane gswartaici wiasne E,© oraz

odpowiadajce im funkcje wlasne. W dalszych rozaaiach dopgcimy degeneracg stanow; tzn.
przyjmiemy, ze jednej wartéci wtasnejE,® maze odpowiada wiele ré&nych funkeji wtasnych

Wi, Y, ..., Wnn®. Dowolrg funkcje falowa P, © uktadu o energiE,® mazna przedstawiw
postaci kombinacji liniowej funkcji wkasnych
_ 0
p _Zanngj) : (16.2)
j

Rownanie Schrodingera dla uktadu, w ktérym hamiltonian ulega niewialkizaburzenivA H'
przyjmie posta

(HO +M:|')'~pn = EnllJn- (16-3)
Funkcg falowg oraz wartéci wiasne w rownaniu (16.3) rozwijamy w szeregiggoive wzgédem
parametru\, przy czym ograniczymy stutaj do poprawek pierwszegodu
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W, =wO@ +ap, (16.4)
E,=E9Q +\EY. (16.5)

Poniewa nie wiemy ktég funkcje wiasm Y, (¥ wybrat we wzorze (16.4) jak,?, wezmiemy ich
kombinacg liniowg. Po podstawieniu wzorow (16.2), (16.4) i (16.5) do rownania (16.3)
otrzymujemy

(Ho +AR '){Zanng?) +A¢gl>] = (Er(f’) +AE® )[Zanng?) +A¢§]1)J . (16.6)
j j
Poniewa rownanie musi by spetnione dla dowolnej wadc parametru\, wigc wyrazy stajce
przy A musza by rowne
H l]J(l) +H" za l]J(O) - E(O)l]J(l) + E(l)zanjw(()) . (16.7)
j
Stad, po pomneeniu lewych stron przeqan 9% i scatkowaniu po catej przestrzeni otrzymujemy

(WO A® r-EQ [¢@ @ dr = [y?” {( By - H)Z anJ(O)}dS (16.8)

Z hermitowskiego charakteru operatéfgoraz z rownania Schrodlngera dla stanu niezabegmn
(16.1) wynika zwizek

[ Aow dr —j(H qJ(O)) WP d*r=eP o vl dr, (16.9)
CcO oznaczaze lewa strona rownania (16.8) musj gerow&. Ponadto zaktadag ortonormalnéc
funkcji Wn @ otrzymujemy

[u@ W dr = (16.10)
W rezultacie wzor (16.8) redukujezsio postaC|
> (Hi -E®3, )anj =0, (16.11)
j

gdzieH'; jest nazywanelementem macierzowym operatéfa
j WO A Pd3r. (16.12)

Wz6r (16.11) przedstawia uktad rown;asdnorodnych, ktory posiada niezerowe ragaiia an;
jedynie wtedy, gdy wyznacznik z macierzy wspotcakdw jest rowny zero
det[Hi'j —Egl)aij] =0, (16.13)
CO PO rozwingciu macierzy mgna zapisa
Hi-EY  Hi;  Hig
Hy,  Hy»-E® Hy .. =0. (16.14)

Jest to tzw. réwnanie wiekowe ktére umdliwia wyznaczenie poprawek energiE,®.
W ostatecznym wyniku przyjmujemyA =1 i otrzymujemy wartei wlasne energii
E =gO0 gd

n n n -

16.3. Model elektronow prawie swobodnych

Rozwamy najpierw model elektronow prawie swobodnych wsktale jednowymiarowym.
Okreslonej wartdci energii elektrontE® bez uwzgidnienia poprawki od potencjatu zabuezaigo
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g© =ﬁ
2m
odpowiadaj dwie wartdci liczby falowej k i -k, a zatem réwnie dwie funkcje falowe dla
elektronéw poruszagych s¢ w prawo i w lewo osk
1

e Ll/ze‘kx, (16.16)

(16.15)

1 s
W, = 12° thx (16.17)
gdzieL jest dtugdcig krysztatu. RoOwnanie wiekowe (16.14) przyjmuje teraz gosta
Hi, -EY  H;
11 o2 0 =0 (16.18)
Ha1 H2, —Ejq
gdzie elementy macierzowe
L
Hi = [Wi 0V (9w ()dx, (16.19)
0
zas V(X) jest okresowym potencjatem oddziatywania elektronu zsstaiatnich jondw o statey

V(x+a)=V(X) i TV(x)dx:O. (16.20)
0

Podstawiajc funkcje falowe (16.16) i (16.17) do wzoru (16.19) otrzymujetrey,diagonalne
elementy macierzowe zeagic ze wzgédu na okresow&t potencjatu

1 L 1 Na
Hip =Hy == [V ()dx=" [V (x)dx=0, (16.21)
Ly L+
zas niediagonalne elementy macierzowwe®&ne od zera
L
Hi =ife_2'ka(X)dx, (16.22a)
0
1% 4
Hyy =Ije+2'ka(X)d X. (16.22b)
0

Po podstawieniu wzoru (16.21) do rownania wiekowego (16.18) otrzymujemy

2
(Er(})) =Hj, Hyy (16.23)
i celem dalszych przeksztafcbedzie wyznaczeniéd';, i H'21. PotencjalV(x) ze wzgedu na jego
okresowd¢ rozwiniemy w szereg Fouriera

+0o .
viy= Y C exp{ ZTXJ, (16.24)
q:—OO

przy czymCy = 0, a jest stad sieci. Ponadto z warunku Borna-Karmap&) = @;(x + L) i funkcji

falowych (16.16) i (16.17) wynikage liczba falowa maze przyjmowa tylko wybrane wartéci
k=2"n=2"" " nnoc. (16.25)

L a N
Po podstawieniu wzoréw (16.24) i (16.25) do (16.22a) otrzymujemy

L +00 :
1 .21 N 21igx
Hi,=—|exp-2— —Xx C,ex dx=
o L£ F{ aleq_Z_:mq F(aj]
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1 &0k 271X n
=— C,e -2—+ dx. 16.26
qu J- ! X{ ( N qﬂ ’ ( :

=—00 O a

W ostatniej sumie zeryisic wszystkie catki z funkcji o okresieetlacym catkowiy wielokrotnccia
a. Niezerowe pozostagylko caitki z funkcji statych dla

n

q=2 N (16.27)
przy czym dla wymaganych catkowitych waton i q # 0 zwigzek mae by spetniony tylko dlan
bedacego catkowi wielokrotngcig N/2. Ze wzorow (16.25)-(16.27) wynika g, ze niezerowa
wartas¢ H'1» = Cq pojawia s¢ tylko dla liczb falowych

k="q qOC i q#0, (16.28)
a

co odpowiada granicom stref Brilluina. Analogiczne ppstanie przeprowadzone dla elementu
H',1 prowadzi take do warunku (16.28). Wakopierwszej poprawka do energii elektronu wynosi

EV =#Hi,[=4Hy =+ Cy. (16.29)

Poprawka ta pojawia gitylko na granicach stref Brillouina, gdzie catktavienergia elektronu
zmienia s¢ skokowo pomgdzy wartgciami

2
()
g0 L g® - a
E=EO+EP = - J_r\cq\. (16.30)
Tak wiec na samej granicy strefy szerék@rzerwy energetycznej ma waito
AE=E,-E_=2Cy. (16.31)

Zaleznos¢ E(K) wynikajgca z modelu elektronéw prawie swobodnych zostategstawiona na
rys. 16.2.a. Zalmosé ta jest paraboliczna jak dla elektronéw swobodn§ik) = #%/2m za
wyjatkiem niecggtosci na granicach stref, gdzie obaauje wzor (16.30). W otoczeniu punktow
nieciggtosci nie mana stosowadrugiego przyblienia rachunku zaburae

W przypadku jednowymiarowym odcinekr{a, +1Wa) wyznacza | strefBrillouina. Wartgci
wektorak spoza tej strefy mma zredukowa do | strefy przez dodanie pewnego wektora sieci
odwrotnej. Po redukcji przedstawionej na rys. 16.Dtrzymujemy szereg pasm energii
pooddzielanych przedziatami energii wzbronionydwmymi kolejno 2C4|, 2[C,|, ... .

I 7
. B
2r _w 0 @ 2
a

e A i T K
a a e @ &
) Istrefa Brillouina
(a) bez redukgciji do | strefy Brillouina, (b) po redukcji.

Rys. 16.2. Wykres zalencsci energii elektronuE od jego liczby falowejk przewidywanej na
podstawie modelu elektronéw prawie swobodnych dya#atu jednowymiarowego [3].

Rozwamy teraz model elektronéw prawie swobodnych dlaskigtu tréjwymiarowego
Danej energiE® odpowiada nieskiczenie wiele wektoréw
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2

EO =" K2
2m

przy czym dla ustalonego kierunku fali sive 53 dwa przypadkk orazk' = -k, odpowiadajce

falom rozchodgzcym st w przeciwne strony
1 1 .

Potencjat oddziatywania elektronu z sieana periodyczn@ sieci, zatem mana go rozwigé w
szereg Fouriera

, (16.32)

V(r)=> Vg expiG ), (16.34)
G
gdzie sumowanie przebiega po wektor&chieci odwrotnej My = 0. Elementy macierzowe
Hice =, [expl(k - TV () cr (16.35)

sa rozne od zera wtedy i tylko wtedy, gdy

k =k+G, G=#0. (16.36)
Biorgc pod uwag, ze k' = Kk mazna zapisé warunek (16.36) w postaci obejmcgj obie fale o
przeciwnych wektorach falowych

k?=(k +G)2 (16.37)
Otrzymany warunek opisuje granice stref Brillouina, ktorych pojawiaj si¢c niecihgtosci energii
elektronu, a szerokoi przerw energetycznych wynasz

AE=E, -E_=2Vg|. (16.38)

Warunek (16.37) pokrywa iz warunkiem Bragga dla dyfrakcji promieni X lubut®now na
krysztatach, przy czym wektolky i k' odpowiadag fali padajcej i odbitej. Niecigtos¢ energii jest
wiec zwigzana z odbiciem elektronéw od ptaszczyzn sieciowktiire g§ prostopadite do wektorow
G sieci odwrotnej.

Cykliczne warunki brzegowe Borna-Karmana prowadita N atomowej probki doN
dozwolonych stanéw energetycznych w ramach jedmefysBrillouina, ktérej odpowiada jedno
pasmo dozwolonych energii. Bgmr pod uwag dwie maliwe wartagsci spinu elektronu
otrzymujemy A niezalenych stanéw w kadym pamie. Tak wec pasma energetyczne madgyc
catkowicie zapetnione albo puste tylko w kryszthleatomow o parzystej liczbie elektronow
walencyjnych. W takiej sytuacji przytenie pola elektrycznego nie e doprowadz do zmian
wektoréw falowych elektrondw, czyli krysztat okaeige by¢ izolatorem (np. diament).

W przypadku sieci tréjwymiarowej me dog¢ do zr&nicowania ksztattu i zakresu pasm
energetycznych w #mych kierunkach w przestrzeki co w rezultacie prowadzi do zachodzenia
pasm na siebie w skali energii (rys. 16.3). Elekgr@ energiach z obszaru nakladania gnog
wowczas przechodzimigdzy pasmami w wyniku zderzge co umaliwia przewodzenie pdu.
Znaczne naktadanie pasm powoduje,np. berylowce nalgce do Il grupy uktadu okresowego
stap si¢ metalami.

energia

A

Rys. 16.3. Przyktad naktadania gipasm w metalu lub poétmetalu o
Z  parzystej wartéciowosci [2].

k—
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16.4. Granice stref Brillouina jako obszary nieci  ggto sci energii
W rozdziale 16.3 pokazanaze model elektronéw prawie swobodnych prowadzi do

nieciggtosci energii elektronu w przestrzekiw miejscach spetniagych warunek

k?=(k+G)?, (16.39)
gdzie G jest wektorem sieci odwrotnej. Kdy wektor G jest prostopadly do odpowiedniegj
ptaszczyzny sieciowej. Warunek (16.39)zamy przeksztatéido postaci

2k [G =+G2. (16.40)
Poniewa dla kadego wektora sieci odwrotn§j istnieje wektor &, ktéry jest take wektorem tej
sieci, zwizek (16.40) mgemy zapiséprosciej

2k [G =G2. (16.41)
Stad, po przedstawieniu iloczynu skalarnego w postaGi = K| |G| cosB, otrzymujemy
K| cos =;G , (16.42)

gdzie O jest lgtem pomé¢dzy wektoramik oraz G. tatwo zauwayc, ze kace wektoréwk
spetniajgcych rownanie (16.42) #8 na ptaszczinie prostopadiej do danego wektof@ i
przechodzcej przezrodek tego wektora (rys. 16.4).

[ J
® - Wezly sieci
odwrotnej
k
o“ ©
%G

ptaszczyzna

Rys. 16.4Ptaszczyzna wyznaczona  prZeRys. 16.5. llustracja pojcia pierwszej i
konce wektorow k spetniagcych rownanie dalszych stref Brillouina na przykladzie
(16.42). dwuwymiarowej sieci kwadratowe;.

Rozwaajac razne wektoryG sieci odwrotnej zaczepione w jednyngae mazna stwierdz, ze
ptaszczyzny sieciowe do nich prostopadte zanmykawry przestrzé wokot wezta. Po przeciu
przez granice najmniejszej takiej przestrzeni, @ygnerwsz stref; Brillouina, natrafiamy na
kolejny obszar ograniczony dalej ¥xmi ptaszczyznami oraz granicami 1-ej strefy iyveany
drugg stref; Brillouina. Analogicznie definiujemy dalsze strefy Brillouir(ays. 16.5). Granica
kazdych dwdch stref jest obszarem niggosci energii elektronu.

Znajdowanie pierwszej strefy Brillouina przebie@stpujaco:

1. Wybrany punkgérodkowy Bczymy odcinkami z gsiadami.

2. Przecinamy te odcinki prostopadtymi ptaszczyzinaardwne cgsci.

3. Znajdujemy najmniejszy obszar ograniczony piagzcami i zawierajcy punktsrodkowy.
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Temat 17. Elektron w potencjale okresowym

Istnienie okresowego up@uakowania jonow w krysztale prowadzi do okresowo
zmieniapcego s¢ potencjatu (rys. 17.1). Ruch elektronéw w krysztale jest z naturgdrégniem
wieloelektronowym, a petny hamiltonian ciata statego zawierzetpktencjaty opisgge wzajemne
oddziatywania elektronéw. Vigrzybli zeniu elektrondéw niezalénych oddziatywania te zaghuje
sie efektywnym potencjatem jednagsteczkowynmv(r).

J
utr}

Rys. 17.1.Typowy krystaliczny potencjat okresowy. Czarne kétka oznaqzalozenia rownowagi
jonéw. Linig ciggta (——) oznaczono potencjat wzétprostej przechodzej przez jony, linia
kropkowana (......) obrazuje potencjat wzdlprostej leacej pomedzy dwoma ssiednimi
ptaszczyznami jonowymi, ligiprzerywana (-----) odpowiada potencjatowi izolowanych jondéw [1].

Twierdzenie Blocha

Funkcje wiasnalg(r) hamiltonianu w polu idealnie periodycznej sieci krystalicanegna
przedstawd w postaci

Py (r) =uy (r)expk [¥), (17.1)
gdzieug(r) jest funkcj o okresowsci sieci, tzn.
U(r) =u(r +Ry) (17.2)

dla wszystkich wektorovR,, sieci Bravais’'go.
Zauwamy, ze ze wzoréw (17.1) i (17.2) wynikag
Wi (r +R ) = Uy (1) explik [r +R )] = Wy (1) explk [Ry,). (17.3)
Zwigzek ten pozwala na alternatywne sformutowanie tiwenia Blocha: funkcje wilasne
hamiltonianu idealnie periodycznej sieci krystaliegmazna przedstawiw taki sposéb, by kalej
z nich odpowiadat pewien wektor falowy przy czym

Py (r +Rp) =Py () expik [Ry). (17.4)

Twierdzenie Blocha utatwia wyznaczanie funkcji falech elektronu w krysztale, gdywystarczy
ograniczy si¢ do jednej komorki elementarnej, podczas gdy pieémvdunkcja falowa w rownaniu
Schrédingera dotyczy catego krysztatu.

Dowdd
Rozwamy pojedynczy elektron w idealnie periodycznej siaystalicznej. Niezalene od
czasu rownanie Schrodingera dla takiego elektronu

2
[—hmz+vaﬁw«)=Ew«x (17.5)
2m
gdzieV(r) jest efektywnym potencjatem o okresie tréjwymiaep sieci periodycznej

V(r) =V(r +Ry). (17.6)
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Wektor R,, oznacza tutaj dowolny wektor translacji zbudowany z catkowity@lokiotngci (ny,
Ny, ng) trzech wektorow bazowydh, a,, ag sieci Bravais’'go

Rh=nma; +npa; + nz3a3. a7.7)
Poniewa potencjalV(r) ma taly sam periodyczné¢ jak si€, mazna go rozwigé w nas¢pujacy
szereg Fouriera:

V(r) =) Vg exp(G @), (17.8)
G
gdzie sumowanie przebiega po wektor&chkieci odwrotnej
G=mbi+mbs +nybs. (17.9)

Funkcg falowg Y(r) przedstawimy jako kombinagcfal ptaskich o ranych wektorach falowyck,
nie zaktadajc jednak z gory okresowo sieci

P(r)=> Cy explk @). (17.10)
k
Podstawiajc rozwinkcia (17.8) i (17.10) do réwnania Schroédingera (Ldt&zymujemy
2,2
zﬂck exp(k @)+ > C, Vg exdi(k'+G) ] =E> " C, exp(k @) (17.11)
K 2m K.G k
I po zmianie wskanikow sumowani&' +G - k
2,2
> exp(k E)Hh K _EJCK +ZVGCk—G:|:O' (17.12)
k 2m G

Poniewa rownanie jest spetnione dla dowolnego wektoyaviec wyrazenie w nawiasie musi
zerowa si¢ dla dowolnegdk

n%k?
T—E Cy +D_VsCy-g =0. (17.13)
m G

Powysszy uklad rowna obejmuje N réwnar odpowiadajcych poszczegdélnym dozwolonym
wektoromk. Kazde z rowné ma rozwgzanie, ktdremu odpowiada pewna energia wiasnakicjan
wilasna réwnania Schrodingera (17.5). Regania te mena wic numerowdé indeksamik.
Réwnania (17.13) spegaj ze sob tylko wspoétczynnikiCy, Cy. ¢, Ck-c-, ..., dla ktérych wektory
k réznig sie od siebie zawsze o wektor sieci odwrot@ej Tak wiec nie musimy przedstanda
funkcji falowej jako ogolnej superpozycji fal ptask (17.10), gdy wystarczy zapisa
superpozygj fal ptaskich o wektorack réznigcych seé o wektory sieci odwrotnej

Wk (1) =Y Cy—g expli(k -G) ]. (17.14)
G
Stad otrzymujemy
Wy (r) :{ch—e expEG m)}exmk ) =uy (r)exp(k @), (17.15)
G

gdzie wprowadzona funkcja(r) jest szeregiem Fouriera po wektorach sieci odvejptzatem ma
ona periodyczn& sieci, co nalgato udowodni.

Wektor k przyjmuje N wartcsci, ktore mana okréli¢ zaktadajc periodyczne warunki
brzegowe Borna-Karmana

WX y,z+L)=WX y+L,2=WYXx+L,y,2 =Wy, 2, (17.16)
skad wynika,ze sktadowek wektorak mogy przybier# tylko wartcci
=0+ 2N AT 2 (17.17)
L L L
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Temat 18. Model silnego wi gzania.

Przyblizenie silnego wizania stosuje sigdy wystpuje znaczne nakladanies atomowych
funkcji falowych i trzeba wprowad&ipoprawki do energii elektrondéw ale nakrywanie nie jest tak
silne by atomowe funkcje falowe stracity sens. Model ten mstogawanie zarowno do
dielektrykow jak i elektronow w metalach na westrenych powtokach atomow.

W modelu silnego wizania zaklada sj ze znane $juz rozwigzania réwnania Schrédingera
dla elektronu w atomie izolowanym

n?
-—0O°+Vo(r) 10 =Ep ¢, 18.1
{ om ol )}b 0 (18.1)
gdzie Ey jest energi elektronu w atomie izolowanym, &a/y(r) jest potencjatem w atomie
izolowanym. Analogiczne rownanie obaauje dla pojedynczego elektronu w potencjale catej
sieci krystalicznej zioonej z oddziatywujcych jednakowych atoméw

2
{—hmz +V(r)}tp - By, (18.2)
2m

gdzie energid, potencjalv(r) (rys. 18.1) i funkcja falowd w krysztale rania sie od wart@ci w

atomie izolowanym. Potencjat w krysztale jest symtencjatow pochodzych od wszystkichN
atomow

N
V(r)= Y Vo(r -Ry), (18.3)
n=1
gdzieR, ;3 wektorami translacji sieci Bravais’go.

Vs

0 {n-2)a in-1a na (n+Yla {n+2)a R
T ¥ T = T %
2 V0

ANANNY

Rys. 18.1.Potencjat w atomie swobodnym (----M), i potencjat sieciowy (——Vsie: Otrzymany
przez sumowanie potencjatow atomowych.

Funkcji falowychy dla N-atomowego orbitalu molekularnegedziemy szukali w postaci liniowej
kombinacji funkcji¢p w atomach nieoddziatywagych. Przyblienie to jest nazywane w literaturze
metody LCAO (ang.Linear Combination of Atomic Orbitgls

N
W(r) =D crd(r —Rp). (18.4)
n=1
Zgodnie z twierdzeniem Blocha, funkcje faloweelektronu w potencjale okresowym neony
przedstawd w postaci

W +R) =€ Ry (1), (18.5)
Wymog spetnienia twierdzenia Blocha powoduje, wspotczynniki rozwiricia (18.4) nalgy
przyja¢ ¢, = exp( k-Ry)
N
W(r) =D expik R,)o(r —Rp). (18.6)

n=1
W celu upewnienia gj ze funkcja (18.6) rzeczywgie spetnia twierdzenie Blocha zauway, ze
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N
W(r+R) =Y explk R,) ¢[r - (R, -R)] =
n=1

=eFR Sexfik R, - RO - (R, ~R)]=

n=1

) N o o )
=€ "R > exp( k Rn)o(r -Rn) =€ "R y(r). (18.7)
n=1
Pomnamy réwnanie Schroédingera (18.2) stronami prpg4r) i scatkujmy pa
[Wi A d®r =EW)[wi vy d*r. (18.8)
Prawg catke w tym réwnaniu wyznaczymy korzysiajz rozwingcia funkcji falowych (18.6)

[wkwe d®r=Y exdik QR ~Ry)] [0" (' =Rp)6(r ~R,)dr. (18.9)
nm

Funkcje falowe rénych atoméw izolowanych cechuje maty stéprakiadania sii w pierwszym
przyblizeniu zataymy, ze catka nakrywania takich funkcji znika z wiffiemm=n

Jwk W d®r = > exdik GR, ~Rp)] 8y =N, (18.10)
nm
zatem energia elektronu ze wzorow (18.8) i (18.10)
WY gL
E(k):J‘*: YeHYdr. (18.11)
Wi wy d®r NI oo

Zgodnie z zasadrachunku zaburze przedstawimy szukanenergé¢ elektronu w krysztale w
postaci sumy energiEy elektronu w atomie izolowanym i poprawki energiwizzanej z
potencjatem zaburzgymV(r) - Vo(r)

2
E(k) :;Zexdik IR, -R.)] jq)*(r —Rm)[—ZmDZ +V(r):|¢(r -R,)d3r =
nm

:,},Zexr{ik Ry =Rpm)] [0"(r —Rm){—gznmz Vo (r —Rn):lq)(r —R,)d%r +
n,m

+ 2 S exfik TRy ~R)] [0 ~Rm)V () ~Vo(r ~R)IO( ~Ry )T =
nm

=E, +:lzexr{ik IR, -Ry)] jq;* r-R)ME)-Vo(r -Ry)o(r -R,y)dr.  (18.12)
n,m

W przyblizeniu silnego wjzania ograniczamy sitylko do sumowania wyrazow dla ktéryohe m
oraz wyrazow, w ktoryctRy, i R, opisup najblizszych gsiadow. Wprowadza¢ nowy zmienn
r' =r - Ry, odlegt@¢ najblizszych gsiadow pnm=R,- Rn oraz wykorzystyjc okresoweé
potencjatuVv(r) = V(r - Ry) otrzymujemy

E(k) = Eg— A-BY extik [p ), (18.13)

gdzie sumowanie przebiega po najshych asiada?h, zaA i B oznaczaj
A==[0 V) -Volr)]oe)dr, (18.14)
B=—[¢"("+pm)V (1) ~Vo(r)]o @ )dr. (18.15)
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Calki A i B 5 statymi charakterystycznymi dla danej sieci. Ich w&rtomazna potraktowé jak
parametry dobierane na podstawie wynikow eksperymentalnych. Paniewsl, < 0 (rys. 18.1)
parametiA jest dodatni.

Przyktad 18.1
Rozwamy siec regularn prost, ktorej stata wynosa. Wektor wskazujcy najblizszych gsiadow

pewnego ustalonego atomu przyjmuje gaspce wartdci
Pm=Rn- Rm=(xa 0,0); (0ta, 0); (O, Oita), (18.16)
a wicc dla tej sieci
E(k) =Eo- A- 2B(cosky a+ cosky a+ cosk; a). (18.17)
Wykres zalenosci E od wartgci k dla jednego wybranego kierunku pokazano na rys. 18.2.c.

SEVIir) 13 TE

Eq

T F  3F &
a
(odlegtose)’  wektor falowy k wzdtuz kierunku [111]
a b c
Rys. 18.2.Jakdaciowa ilustracja wynikdéw obliczew modelu ciasnego wzania dla sieci regularnej
prostej. (a) PotencjatV(r) w atomie swobodnym,bf Obnizenie i rozszczepienie poziomow
energetycznych w krysztales) (zaleznosé E(k) w kierunku [111] grodio: [4]).

Rownanie (18.17) prowadzi do ngstijagcych wnioskow:

1). Uwzgkdnienie oddziatyw& miedzy atomami prowadzi do ohkehia atomowego poziomu
energetycznego A.

2). Pojedynczy poziom atomowy rozszczepia Ba szereg podpoziomow okienych przez
wartasci wektora falowegd. Z cyklicznych warunkéw brzegowych Borna-Karmana wyniea,
wektor k moze przybierd N wartasci w obrebie | strefy Brillouina. Liczba podpoziomow jest
tak duza, ze tworz one pasmo quasiggte (rys. 18.2.b).

3). Szerokéci pasm powikszap sie, gdy ragnie przekrywanie funkcji falowychgasiadupcych
atomoéw. Pasmaigce nizej w skali energii wywodgsi¢ z bardziej zlokalizowanych stanéwai s
wezsze od pasm mgcych wyzej (rys. 18.2.a-b).

4). W przypadku pasm typs minimum energii znajduje siw punkciek = 0. Dla pasnmp i d
sytuacja nie jest jednoznaczna. Na rys. 18.2.c przedstawiono sytuadprej punktowik = 0
odpowiada maksimum energii w doaie walencyjnym i minimum energii w gaie
przewodnictwa. Taka sytuacja wgstije np. w GaAs.

Dla matych wartéci |k| kosinus ména przybliy¢ szeregiem pegowym obcetym za
wyrazem kwadratowym cas= 1- Z/2 i réwnanie (18.17) przyjmie postéunkcji kwadratowej
E(k) =Ey- A- 6B- Bal, (18.18)
gdzie K =k’ + k2 +k’. W tym przyblzeniu energiaE nie zaley od kierunku wektorek i
powierzchnie statej energia sferami w otoczeniu punktu= 0.
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Temat 19. Predko $¢é i masa efektywna elektronu
Ruch jednowymiarowy

Predkos¢ przesuwania gimaksimum amplitudy w paczce falowej jest opisana przgdkpic¢
grupowvs. Predkosé v elektronu powinna wt odpowiadé predkosci grupowej zwgzanej z nim fali.
Poniewa w = E/A, wigc

yodu_1dE

dk 7 dk

Rozwamy zmiarg energii & elektronu przemieszczaego s¢ przez krotki czastgpod wptywem
zewrgtrznej sityF

(19.1)

de=Fvdi=F 9Eq = dK_F

h dk dt =

Przyspieszenie elektrorauwyznaczymy raniczkujgc predkos¢ v darg wzorem (19.1) wzgdemt i
podstawiagc wyrazenie (19.2)

a_dv_dkd(ldEJ_ldk d’E_F d°E

dt dtdk\z dk) 7 dt dk? 72 dk?

Poréwnujc ostatnie rownanie z 1l zaspdiynamiki Newtona otrzymujemy,e masa efektywna

elektronu wynosi

(19.2)

(19.3)

hZ

Masa efektywna elektronu w sieci krystalicznej masi by rowna masie elektronu swobodnego,
maoze by nawet ujemna (rys. 19.1).

Ruch elektronu w tréjwymiarowej sieci krystalicznej

W przypadku skomplikowanej trojwymiarowej sieci &tglicznej energia elektrortd maze
zalee¢ w rézny sposob od poszczegolnych skiadowych wektoraviedo k. W takiej sytuacii
wektor prdkaosci elektronu mana zapiséa

v=10,E() =1 9E 9E OB} (19.5)
h h{ ok, ok, 0k,
z& i-tg sktadowg wektora przyspieszenapod wptywem sity-
F. aZE
J -1
a =)y — = [m];: " F, . 19.6
=Z 2 ok, T2 (19.6)

j
Skalarm mag efektywry m* w przypadku tréjwymiarowym powingimy wiec zasipi¢ tensorem
masy efektywnejfi*]. Odwrotnai¢ tego tensora jest zdefiniowana wzorem

1 9°E

[t = (19.7)
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typowe zalencosci dla pasma walencyjnego  typowe zalenosci dla pasma przewodnictwa

4 A

| E | k | E !

| 0 | | |

i i | 0 i K

i v ~ CE/dk é v ~ CE/dk

i .k 0 i

o | | Tk

 m* | ~U(CEMKD L mr | ~LCEIKD)

a 5 i Lk

E Lk | g
I o LA S o n

a i i & i i i i

Rys. 19.1. Energia E, predkos¢ v, i masa efektywnam* jako funkcje wektora falowegdk
zredukowanego do | strefy Brillouina. Wykresy dotypzzypadku ruchu jednowymiarowego.

W pamie przewodnictwa zamos¢ E(kK) oshga minimum, zwane dnem pasma
przewodnictwa, dla pewnej waftm k = ko, przy czym w ogolnym przypadkki; nie musi by
wektorem zerowym. Analogicznie w fmaie walencyjnym istnieje wierzchotek pasmazele
zalenos¢ E(k) rozwiniemy w szereg pegowy w otoczeniu punktu ekstremalnelgs to wyrazy
proporcjonalne doAk; = (ki —kg) wyzerup sie i z dokladndécia do wyrazoéw kwadratowych
otrzymamy:

E(K) = E(ko) + = Zz[akakJ Bk =Ekg) + iy, (] Ak k) (19.8)
Ko b

Tensor masy efektywnej jest symetryczny, tah; = m*;, zatem:

1. Maozna znale¢ taki uktad wspotregdnych w przestrzenk, w ktdorym pozostantylko wyrazy
diagonalne m*13, m*,, i m*33 zwane masami efektywnymi w kierunkach osi ukfadu
wspotrzdnych sieci odwrotnej.

2. Powierzchnie stalej energik w przestrzenik opisane wzorem () ¢bla wiec elipsoidami
trojosiowymi osrodkach w punkcid.
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3. W niektérych materiatach elipsoida ma symgetosiong, a w tensorze masy efektywnej
pozostag jedynie dwa réne wyrazy:

my
0

o O

0
[nr] = m (19.9)
0 0 m,

gdzie m jest nazywanemas; poprzeczg (ang.transversal effective magssza m jest mag;

poding (ang. longitudinal effective mags Taka sytuacja wyspuje w przypadku pasm

przewodnictwa krzemu i germanu.

4. Mazliwa jest sytuacja, w ktorej wszystkie trzy masgldfwne g jednakowe i wiéciwosci
elektronéw w danym ganie krysztatu g opisane przez jedriczbe. Takie elektrony zachowaj
sie w otoczeniu punktu ekstremalnego podobnie do edakiv swobodnych

2a1,2
E(k) = Eko) + 2K (19.10)
2m*

Z tg roznicy, ze wszystkie oddziatywania w sig@ uwzgkdnione w ich masie efektywnej.

Mas: efektywry elektronbw maena wyznaczy w ddswiadczeniach nad rezonansem
cyklotronowym. Naniki pradu umieszczone w polu magnetycznBnw temperaturze ciektego
helu poruszaj sie po liniach statej energii. deli dodatkowo do krysztatuelzie przytl@aone
mikrofalowe pole elektryczne prostopadie do polagnsycznego, to mma wyznacz§
czestotliwos¢ pola wy odpowiadajca maksimum absorpcji, ktora jest zgodna zstatliwoscia
ruchu elektrondbw po torach kotowych lub eliptyczhydDla torow kotowych ogstotliwasé
rezonansoway jest zwgzana z magefektywry zaleznoicia

eB
=, 19.11
W= ( )
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Temat 20. Dziury elektronowe.

Definicja 20.1.
Dziur g elektronowa (ang.electron hol@ nazywamy stan energetyczny niechajprzez elektron w

prawie zapetnionym pganie. Pogcie dziury elektronowej nie ma zastosowania dla pasm w
znacznym stopniu pustych.

1). Wektor falowy dziury elektronowe;j.
Sumaryczny wektor falowy elektronow w4paie catkowicie zapetnionym jest zerowy

> k=0. (20.1)

Zerowanie wynika gtl, ze strefa Brillouina wykazuje symeirwzgledem wezta sieci. $4d
kazdemu dozwolonemu wektorowi odpowiada wektor k-w tej samej strefie. deli elektron o
wektorze falowymk, zostanie usuety z calkowicie zapelnionego pasma walencyjnego, to
catkowity wektor falowy elektronow w gaie wynosi Ke i jest przypisany do dziury

kn = Ke . (20.2)

pasmo
o przewodnictwa

ho

k

_— k,
usunigty elektron—» 1 k—>

pasmo
walencyjne

Rys. 20.1.Generacja dziury w wyniku absorpcji fotonu o emehgo. Elektron przechodzy z
punktu E pasma walencyjnego do pasma przewodnictwa zackoswj wektor falowyke (z
doktadndcia do niewielkiego wektora falowego fotonu), natorhias pa&mie walencyjnym
pojawia s¢ dziuraG o pedzieky = - ke. Catkowity gd uktadu obu pasm jest zachowany [2].

2). Ladunek dziury elektronowe;j.
Jezeli pasmo jest catkowicie zapetnione, ts@sc pradu elektrycznego wynosi

jo=—e>.v =0, (20.3)

gdziev; jest pedkoscia i-tego elektronu w danym gaie.
Jezeli j-ty elektron opéci gorm cze$¢ pasma, to poptynie pa

j=-edvi=-e> v +ev; =ey;. (20.4)
iz i

Tak wiec dziura zachowuje sjak czstka o dodatnim tadunkuet+
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3). Masa efektywna dziury elektronowe;j.
Zabranie elektronu z goérnej gzi pasma walencyjnego jest réwnowia dodaniu dziury.

Poniewa elektron przy wierzchotku pasma walencyjnego ma ugemas efektywryg mg*, wiec
dziura ma dodatgimas efektywry

my* = —mg* > 0. (20.5)
4). Energia dziury elektronowe;.

Zabranie elektronu o enerdik z gornej czgsci pasma walencyjnego jest rownaowa dodaniu
dziury o przeciwnej energii

En(Kn) = En(—Kn) = En(ke) = —Ee(ke). (20.6)

5). Prawdopodobiestwo zagcia stanu.

Rozktad prawdopodobistwa zagcia standw dla elektronow jest opisany fumlkcj
Fermiego-Diraca

(€)= 1

(20.7)

KT

gdzie & oznacza energiFermiego. Rozktad prawdopodoh#twa dla dziur jest dopetnieniem
rozktadu dla elektronéw:

ex{fek‘ff }
f(6) =1- (&)= =t =

ex{ge_eg:| +1 ex{w} +1 ex{‘sh_eg:| +1
KT KT KT

Rozklad prawdopodobistwa dla dziur mzna wic opis& Rozkladem Fermiego, w ktorym
energia Fermiego dla dziur jest przeciwna do anetogj energii dla elektronow

(20.8)

& =-¢¢. (20.9)

Istnienie dziur jako nimikow prdu o dodatnim tadunku zostato potwierdzone wwiadczeniu
wykorzystupcym efekt Halla.
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Temat 21. Ogolne wia $ciwo sci pétprzewodnikow.

21.1. Potprzewodniki samoistne

Do najwaniejszych materiatow potprzewodnikowych nale

1). Pierwiastki z IV grupy uktadu okresowego: krzem (Si) i gerr(fae). Ze wzgldu na dua
szerokadc¢ przerwy wzbronionej (5,5 eV) diament zaliczarsiczej do izolatorow.

2). Zwigzki pierwiastkéw z grup llI-V krystalizdape w strukturze blendy cynkowej. ¥¥¢ania w
tych zwizkach maj gtéwnie kowalencyjny charakter.

3). Zwiazki pierwiastkéw z grup I1I-VI, w ktérych wkania mog by¢ zaréwno jonowe jak i
kowalencyjne. Ciata te nazywanpptprzewodnikami polarnymKrystalizup one w strukturze
blendy cynkowej, lub tew przypadku selenku, tellurku i siarczku otowiu w strukturze chlorku
sodu.

Tabela 21.1. Szeroké¢ przerwy energetycznej wybranych poétprzewodnikdw w tempemturz

300 K [1].

Pierwiastki z IV grupy Zwgzki Il1-V Zwi gzki 11-VI
krysztat Ey [eV] krysztat Ey [eV] krysztat Ey [eV]
Si 1,12 InSb 0,16 PbS 0,37
Ge 0,67 InAs 0,35 PbSe 0,26
C (diament) 55 InP 1,3 PbTe 0,29
Gasb 0,69
GaAs 1,4
GaP 2,2

Szeroka&¢ przerwy energetycznej w poétprzewodnikachzen@mienig sie +10% przy zmianach

temperatury. Jest to spowodowane gtdwnie dwiema przyczynami:

1) rozszerzalniwia cieplrg, ktéra wpltywa na potencjat okresowy dzia&j na elektrony
przewodnictwa,

2) oddziatywaniami elektron-fonon, przy czym koncentracja fononégnigoze wzrostem
temperatury.

Szeroka&c¢ przerwy wzbronionej w potprzewodnikach jest wyznaczana gtownie dwiema metodam

1). Badania wigciwosci optycznych krysztatu.

1.1). W polprzewodnikach prosta przerwa energetyczm (rys. 21.1.a), np. GaAs, nagtije
gwattowny wzrost pochtanianiviatta padajcego na potprzewodnik gdy energia fotam
przewy.sza szerok& przerwy energetyczne;j.

1.2). W potprzewodnikach z&kosna przerwg energetycz maksima i minima pasm przypaslaj
na r&ne punkty w przestrzeri. Prze§cie elektronu z wierzchotka pasma walencyjnego na
dno pasma przewodnictwa w takich warunkach nazywparnggciem skenym (rys. 21.1.b).
Foton niesie pomijalnie matyed i z powodu obowizywania zasady zachowania kwaglp
przegcie skédne wymaga udziatlu fononu. Wyznaczonaswidadczalnie energia fotonéw
odpowiadajca progowi optycznemu jest mniejsza Bglo energt wnoszom przez fonon

nu(K), zwykle rzdu setnych agci eV.
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a) J b) J

pasmo |przewodnictwa

\\\‘ﬁ
_—

pasmo przewodnictwa

& q 1
———
pasmo|walencyjne Q m
K K

Rys. 21.1.Pochtaniane fotonu w potprzewodniku &) (prost i (b) skasng przerwg
energetyczg Symbolq oznacza wektor falowy fononu.

2). Badania temperaturowej zat@sci przewodnéci elektryczne.
Zmiany przewodn&i elektrycznejo potprzewodnikdédw samoistnych wynilgagtownie z bardzo
silnej zalenaosci koncentracji nénikdw n; od temperatury wedtug przybtinego prawa

By
o~n ~exg - : (21.1)
2kgT

Stad, wart@¢ E; mazna wyznaczg§ jako wspotczynnik kierunkowy prostej na wykresaeznosci
In(c) od (1/%gT). Metoda ta zostata wykorzystana np. dwiczeniu ,Wyznaczanie energii
aktywaciji potprzewodnika” dogbnym w Laboratorium Fizyki Diawiadczalnej w Instytucie Fizyki
PL.

21.2. Typowe struktury pasmowe pétprzewodnikdw samo istnych

Wzbudzone elektrony zajmyj praktycznie tylko poziomy fgce w poblzu dna pasma
przewodnictwa, zadziury - poziomy w pobhu wierzchotka pasma walencyjnego. Zales¢ E(k)
maozna wiec prawidtowo opisastosujc przyblizenie paraboliczne (19.8).

1). Krzem

Krysztaty krzemu maja struktgirdiamentu, a pierwsza strefa Brillouina ma ksztéhioscianu

scigtego (rys. 21.2).

» Pasmo przewodnictwama 6 miniméw w | strefie w kierunku (100) oraz vietkinkach
rownowanych ze wzgjdu na przeksztalcenia przez elementy symetrii. Mag oddalone od
srodka strefy o okoto 0,8 odledia do granic strefy. Powierzchnie izoenergetycznpallizu
minimum maja ksztalt elipsoid wydtanych w kierunku osi (100) Iub kierunkow
rownowanych (rys. 21.2). Masa efektywna elektrondéw wzdhbsi (podiina masa efektywna)
jest rownam_ = 1,0m, gdzie m jest masa elektronu swobodnegos$ zmasa efektywna w
kierunkach poprzecznyahy = 0,2m[1].

» W pasmach walencyjnych znajdup sic dwa zdegenerowane maksima w punkkie O,
powierzchnie izoenergetyczne w pahlimaksimum maj w przyblizeniu symetg sferyczm
(rys. 21.3), a masy efektywne dziur dla poszczegbinpowierzchni wynosgz 0,49 (tzw.
dziury ckzkie) i 0,16n (tzw. dziury lekkie) [1].
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[111] [000]) [100]

Rys. 21.2 Powierzchnie izoenergetyczne WRys. 21.3Pasma energetyczne krzemu we
poblizu miniméw pasma przewodnictwa dlavspétrzdnyché(k) w kierunkach [111] i [100].
krzemu [1]. Rysunek wykonano weMinimum pasma przewodnictwa w kierunku
wspotrzdnychk. [100] odpowiada elipsoidom na rys. 21.2 [1].

energia [eV]

2). Zwiazki lll-V

W najwaniejszych zwazkach pierwiastkow z IIl i V grupy uktadu okresowego wszystkie iméni
pasma przewodnictwa i maksima pasma walencyjnegoweednym punkci&k = 0 (rys. 21.4), a
wszystkie powierzchnie izoenergetyczne griagztatt sferyczny. Przyktadowo w GaAs:

» masa efektywna elektronow wdpaie przewodnictwa wynosi* = 0,07m,

» masy efektywne dziur wynogokoto 0,68n (dziury cezkie) oraz 0,18h (dziury lekkie) [4].

X ASE

1 1 ¥ 1

energia (eV)
0

GaAs

/ﬁ
r X UK
zredukowany wektor falowy

Rys. 21.4Pasma energetyczne GaAs we
wspoétrzdnych £(k) w kierunkach L =[111] i
X =[100] [4].
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21.3. Potprzewodniki typu ni p

Definicja 21.1.
» Potprzewodnik, w ktérym przeptyw gatu jest spowodowany gtéwnie ruchem dziur nazywamy

potprzewodnikiem typu @ang.positive.
» Jezeli przeptyw jest zwgzany gtéwnie z ruchem elektronéw, to poOtprzewodnik nazywamy
potprzewodnikiem typu fang.negative.

W przypadku krysztatow zwikow chemicznych mina uzyska poétprzewodniki typun i p
przez drobne odgbstwa od skiadu stechiometrycznego. Potprzewodniki takie nazywamy
nadmiarowymiub defektowymiPrzyktadowo typ przewodnictwa w zygkach ZnO i TiQ mazna
Zmieni nastpujaco:

» podczas wygrzewania w atmosferze tlenu azWii te przyjmug nadmiar tlenu i staj sic
potprzewodnikami typun,
» podczas wygrzewania w pndi trag czes¢ tlenu i stag sie potprzewodnikami typ.

W potprzewodnikach domieszkowyclmdatkowe néniki pradu pojawiag sie na skutek
wprowadzenia domieszek pierwiastkéw pochgzh z innej grupy uktadu okresowega atomy
sieci macierzystej.

Definicja 21.2.
Domieszki zwg¢kszapce gstasé nasnikdw poprzez przekazywanie dodatkowych elektronow do

pasma przewodnictwa nazywandonorami Domieszki zw¢kszapce liczly dziur w pa@mie
walencyjnym nosg nazwe akceptorow

W przypadku potprzewodnikow w postaci pierwiastkow z IV grupy uktadu okresoweg&G€9i i

» Donorami g pierwiastki z V grupy uktadu okresowego, np.: P, As, Sb.apastie atomu sieci
macierzystej atomem domieszki donorowej powoduje pojawieriewsisieci krystalicznej
centréw przycigajgcych o tadunku e i rownoczénie dodatkowego elektronu.

» Akceptorami g pierwiastki z Il grupy ukfadu okresowego, np. B, Al, Ga, In. Wprowadzenie
domieszki donorowej prowadzi do pojawienig sijemnego centrum przygajcego € i
dodatkowej dziury.

21.4. Poziomy domieszkowe

Nieruchome, dodatnio zjonizowane centrum donoroweemwizat jeden elektron twoer
struktug wodoropodoba (rys. 21.5), w ktorej:
> mas; elektronum nalezy zastpi¢ przez masefektywnam, (zazwyczajm <m),
» sita oddziatywania kulombowskiego ulega ofamiu € razy, gdzie € jest wzgédng
przenikalndcia elektryczn krysztatu rzdu 10...100.

W takim uktadzie odpowiednikiem promienia pierwszej orbity w modelu atomu Betreb
ro = n: €ay, (21.2)
m

gdzieag = A/mé jest promieniem pierwszej orbity Bohra. Promig oshga wartdci rzedu 100 A |
wigcej.
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Rys. 21.5.Struktury wodoropodobne tworzone w sieci krystalicznej krzemu przez siokiéa)
donorowy, (b) akceptorow [4].

Energia wizania struktury wodoropodobnej w stanie podstawowym wynosi

& =-1360eVO, (21.3)
me

gdzie —13,60 eV jest enegigivigzania w atomie wodoru w stanie podstawowym. Enenggaania
elektronu przez dodatnie centrum domieszkowe jést Wwardzo mata (np. 0,049 eV w przypadku
krysztatu Si domieszkowanego As) w poréwnaniu d&raizaici przerwy energetycznéjy. Energe
wigzania naley liczy¢ wzgledem poziomow, z ktérych tworzyeszwigzany poziom domieszkowy,
czyli od dna pasma przewodnictwa. W rezultacie @saki donorowe powodajpojawienie sj
dodatkowych pozioméw o energiada lezacych w niewielkiej odlegtéci ponizej dna pasma
przewodnictwa, (rys. 21.6).

Analogiczny uktad mze by stworzony przez nieruchome ujemne centrum akcepori
zwigzana dziug. Energia wazania takiego uktadu okazuje ginéw wielk@ciag malg w poréwnaniu
do Ey. a energi wigzania nalgy liczy¢ w gor wzgledem wierzchotka pasma walencyjnego.

&
e 4
Eg
80— Rys. 21.6. Gestas¢ poziomow poétprzewodnika zawiegapgo
&, ! domieszki zaréwno donorowe jak i akceptorowe. Pogialonorowe
/ &4 1 bliskie dna pasma przewodnictdg a poziomy akceptoron&,
glé) leza blisko wierzchotka pasma walencyjnef§id1].
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Temat 22. Gesto $¢ standw elektronowych.

Rozwamy proble w ksztalcie sz&ianu o boku i objetosci V, ktora zawierdN elektrondw.
Wyznaczanie ¢ptosci standw elektronowych w sieci krystalicznej przebiega podobnie do
omowionej wczeniej w rozdziale 11.3. gptasci stanow fononowych. Wedtug twierdzenia Blocha
(Temat 17) funkcje wiasngi(r) hamiltonianu w polu idealnie periodycznej sieci krystalicznej
mozna przedstawiw postaci

Py (r) = u (r) expik ), (22.1)

gdzieu(r) jest funkcyj o okresowséci sieci. Wektork przyjmujeN wartasci, ktére mana okreli¢
przyjmujc periodyczne warunki brzegowe Borna-Karmana

Yx,y,z+L)=P(x,y+L, 2 =dx+L,y, 2 =d(xY, 2, (22.2)
skad wynika,ze sktadowek; wektorak mogy przybiera tylko wartcci
=0, + 20 LA 2 (22.3)
L L L

W przestrzenk przypada wic jedna dozwolona wargé k na obgtosé (2r7L)°. Std ilosé stanéw
na jednostk objetosci

1 (LY
W(K) Ve [an : (22.4)
Celem dalszych przeksztaicdedzie znalezienie funkcji ggtasci stanow elektronowychN(E),
zdefiniowanej jako liczba stanow przypagajch na jednostkowy przedziat energii wokot wéeto
E. Liczbe stanow w przedziale energé, (€ + df) w krysztale trojwymiarowym ma@my powazat
Z gestaécig stanOw w przestrzeki rownaniem

_ 3, o L 3 3
N(€)dE=2 jW(k)d k_2[2nj jd k, (22.5)

warstwa warstwa
gdzie ,2” oznacza dwa nibwe spiny elektronu odpowiadgje tej samej energli. Catkowanie we
wzorze (22.5) przebiega po eftmsci warstwy w przestrzenk, dla ktérej energia elektronéw
zawiera si w przedziale & € + d€). Element ohjtosci warstwy dk mozemy przedstawi jako
walec o podstawie® i wysokdaici dk , ktora jest odlegkeia pomidzy powierzchniami o statych
energiacl€ oraz€ + d€,

d’k = dSe dks . (22.6)
Odlegta¢ dkg jest mierzona w kierunku prostopadtym do powieracktatej energii, czyli w
kierunku gradientu energii. &t
d€(k) :\Dk £(k)\de. (22.7)
Po podstawieniu wzoréw (22.6) i (22.7) do (22.5prieliczeniuN(E) na gstas¢ D(E) dla
jednostkowej olgtosci otrzymujemy

NE) _ 1 dS
Vo4 Oy €(K)

gdzie catkowanie odbywaespo powierzchni statej energii w przestrzkni

Poniewa funkcja £(k) jest funkcy okresovs z okresem sieci odwrotnej, zatem wzéte)
komorce elementarnej muszistniec takie wartéci k, dla ktorych [k £Kk)| =0. Funkcja
podcatkowa we wzorze (22.8) ma w takich punktacbbbtwosci zwane osobliwgciami van
Hove'a Mozna jednak udowodgj ze w przypadku tréjwymiarowym osoblida te g catkowalne
I funkcjaD(€) przyjmuje skaczone wartéci.

D(€) = , (22.8)

&E(k)=const
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Wartasciom k, dla ktorych [k £(k)| = 0 odpowiadaj niecagtosci pochodnej B(E)/dE
(rys. 22.1). Takie punkty osobliwve wygpujace na otrzymanych eksperymentalnie widmach
gestasci elektronowej D(E) (np. metod spektroskopii fotoelektronowej) ma powizad z
ekstremami i punktami siodtowymi na wykresie struktury pasmd@fkej Przyktadowe wyniki dla
germanu przedstawiono na rys. 22.2.

maksimum energi minimum energi

k (6)\

k(© ,

[IN N 1

A g

2 2
ASH 2. _
QM Q| «
PuEe ° a

]

)

energia& energia&

Rys. 22.1 Ksztalty krzywej gstasci standwD(E) w s3siedztwie minimum i maksimum energiiw
pasmie w przypadku krysztatu trojwymiarowego.

=N
o
o
2
Q
o
[
-6 L pasma walencyjne
L —
-8 !
10
-2
] |
1,5 1,0 0,5 oL r X r
gestos$¢ na jeden atom (eV") zredukowany wektor falowy

Rys. 22.2.Doswiadczalna gstas¢ stanow elektronowych w germanie (po lewej) i odpowigdaj
jej teoretyczna struktura pasmowigk) wzdtuz kierunkdw wysokiej symetrii. Wida ze mana
powigzat punkty osobliwe oznaczone na obu wykresach. Symbble: srodek 1-ej strefy
Brillouina, L i X — punkty na granicy strefy wzdych kierunkach wysokiej symetrii [4].
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Dla niezbyt daych wartgci k| i masy efektywnej elektronu niezatej od kierunku w
przestrzenik mazemy zastosowa przyblizenie paraboliczne (19.10). zé# ekstremum pasma
przypada dl& = 0, to energia elektronu

21,2
&K=&+ X (22.9)

gdzie w przypadku elektronéw w gmie przewodnictway 0znhacza energina dnie pasma. &t i
ze wzoru (22.8) otrzymujemy

n3 % [ds = RW 412 = T[rznezk (22.10)

dk me
gdziek przedstawimy jako funkej€ wykorzystugc wzér (22.9)

k= 1 2Me(&Eoe) (22.11)

Do (€) =

k =const.

h
Po podstawieniu wzoru (22.11) do (22. 10) otrzquj@qstoéé stanow w pgémie przewodnictwa
De(€) = 525/ 2Me(E~ &pe) - (22.12)

Analogicznie, w przypadku d2|ur w fraie walencyjnym ich energiw przyblizeniu
parabolicznym mzemy zapiséa
2k2

& (K) =&n - (22.13)
2m,

gdzie&y, 0znacza energina wierzchotku pasma walencyjnego.
Postpujac podobnie jak w przypadku elektronéw iemy znale¢ gestas¢ stanow
dziurowych w pobliu wierzchotka pasma Walencyjnego

D (€)= M) = b 2 e - (22.14)
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Temat 23. Koncentracja no $nikbw i poziom Fermiego w
potprzewodnikach

23.1. Potprzewodnik samoistny

W pétprzewodnikach koncentracja elektronow wmpie przewodnictwa jest zwykle mata w
poroéwnaniu do ¢stasci poziomow w tym pémie, a energia Fermiedgt lezy ponizej dna pasma
przewodnictwa. W takie] sytuacji E€ &) >>kgT 1 funkcje Fermiego fo(€) opisupca
prawdopodobigstwo zapetnienia stanu o energfi mazemy przyblzy¢é funkcjg rozktadu
Boltzmanna

1
fe(&) exd(E-& )/ kgT]+1

Gestas¢ standw w pgmie przewodnictwdDg(€) zostata wyprowadzona wcreej w Temacie 22,
wzor (22.12), przy wykorzystaniu przybdainia parabolicznego:

De(€) = ”}; 2Me (€~ &e) (23.2)

gdzie &y jest energi elektronu na dnie pasma przewodnictwa. Koncergralgktronéw w pamie
przewodnictwa (zdefiniowana jako liczba elektrondavjednostk objetosci) jest rowna

=~ exp~ (E-&)/KgT]. (23.1)

0 N\3/2 .
n= [De® fe€)d = 5| 2T | expi IkeT) [ /€~ exp(E/ksT)dE . (23.3)
e 2r{ n oo

Wykonanie podstawienia

= (€~ &e)/keT (23.4)

prowadzi do wzoru w postaci

2 [oe]
n= ZTEZ(ZmeJ ex’{&k;%jz(kBT)s/zgxz exp(— xz)dx, (23.5)

w ktérym wystpuje catka znana z tablic

sz exp(—xz)dx=iﬁt. (23.6)
0
Ze wzorow (23.5) i (23.6) otrzymujemy
. 3/2
n=1[ 2MekeT & ~foe | N exg &F "o |, (23.7)
4\ 3 kgT KgT

gdzieNes jest efektywn gestascia standw.
Wyprowadzenie analogicznej zahesci dla dziur elektronowych w gmie walencyjnym
przebiega podobnie z \Wj(lem nasgpujacych ré&nic:
> mas; efektywry elektronum ¢ nalezy zasypi¢ przez mas efektywry dziurym p,
» energe £ zastpujemy przez energina wierzchotku pasma walencyjne§in,
» odwracamy znaki przy wszystkich wiellasach opisujcych energie.

* 3/2
p= i(erthTJ ex WF]: Pef ex WF] (238)

T2 KgT KgT
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W potprzewodniku samoistnym dziury w §paie walencyjnym powstagjprzez termiczne
wzbudzenie elektrondw do pasma przewodnictwa, tajc wih koncentracje mugzby¢ rowne.
Przyréwnujc koncentracje dane wzorami (23.7) i (23.8) otrzymujemy

*\3/2
eX[{Z‘SF — &e ~ &on ]:{rnEJ ’ (23.9)

*

T (23.10)
Mg

& = (oo &)+, KeT In

W przypadku gdy masy efektywne dziur i elektrondgv réwne poziom Fermiego g
doktadnie wsrodku przerwy energetycznej. Sytuacja taka vyt takze w temperaturzd =0
niezalenie od wartéci mas efektywnych. Poziom Fermiego w pétprzewodnikach nga wminy
sens fizyczny rii w metalach. Poziom tgcy w przerwie energetycznej nie meooddziela standw
obsadzonych od nieobsadzonych i mglgo traktowé jedynie jako parametr w funkcji rozktadu
(23.1).

Przy r&nych masach efektywnych dziur i elektronéw poziom Fermiegazydieiowo od
temperatury. Zmiany tegsjednak mate w porownaniu do szeré&oprzerwy energetycznej.
Przyktadowo w temperaturze pokojowleF 293 K wyraz opisacy wptyw temperatury we wzorze
(23.10) wynosi (3/4T = 0,019 eV.

23.2. Prawo dziatania mas

Po pomnaeniu koncentracjin i p danych wzorami (23.7) i (23.8) oraz wprowadzeniu
oznaczenidy dla szerokéci przerwy energetycznej

Eg = &e—Eon . (23.11)
otrzymujemy zwazek zwanyprawem dziatania mas
3
1( kgT « % \3/2 Eq
np=—-| —5 exg ——— |. 23.12
p= (9% i) r{ kBT] (2312

Z prawa dziatania mas wynikapastpujace wnioski:
1) W poétprzewodnikach samoistnych
Z warunku rownéci koncentracji elektronéw przewodnictwa i dziyr= p; oraz z prawa (23.12)

otrzymujemy
n=p= 2( j / (“'e*“'f*l) / exp — : (23 13)
! I 2'”7"'12 2kB| , '

gdzie indeks i) oznacza samoistnyafg. intrinsig.

2). W potprzewodniku domieszkowanym
Podczas wyprowadzania prawa dziatania mas (23.12) wykorzystataoz@slynie przyblienie
paraboliczne zafmosci £(k), natomiast nigdzie nie zagismy, ze materiat jest pétprzewodnikiem
samoistnym, tak wc prawo to obowizuje take dla potprzewodnikdw domieszkowanych.
Poniewa w ustalonej temperaturze iloczyn koncentragjjest staty,

np=n? (23.14)
wigc wprowadzenie domieszki zgikiszajcej koncentragj elektronéwn powoduje jednoczeie
spadek koncentracji dziyge Catkowity koncentragj nasnikOw n + p w zanieczyszczonym krysztale
maozemy bardzo silnie zmniejséypoprzez kontrolowane wprowadzanie odpowiednich domieszek.
Proces taki nazywamompensach.
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23.3. Potprzewodnik domieszkowany

W pétprzewodniku domieszkowanym wystija dodatkowezrddia ngnikow pradu i dlatego
n- p=An#0. (23.15)
Réwnania (23.7) i (23.8) opisyge rownowagowe koncentracjesnikdw pozostaj poprawne, z
tym ze wart@¢ energii Fermiego w potprzewodniku domieszkowgaulegnie zmianie wzgtem
wartasci &gy dla potprzewodnika samoistnegoamazemy zapiséa

& & & &
n=n; ex +F7£F(') oraz p=p;ex —Fi&(') : (23.16)
kgT kgT
Ze wzorow (23.15) i (23.16) otrzymujemy zmek
A" 2sin mj (23.17)
n; kBT

W potprzewodnikach donorowyadn > 0, zatem energia Fermie§e > &g,
w potprzewodnikach akceptorowydm < 0, zatem energia Fermiege < &.

Wyznaczymy teraz gptas¢ wickszaciowych nagnikow prdu w pétprzewodniku typun.
Analogiczne zwjzki mazna wyprowadzi dla poétprzewodnika typup, ktOry zostanie tutaj
pominiety.

1). Przypadek niskich temperatur - obszar wyrana nénikow.
Funkcg rozkladu Fermiego miemy zastosowa takze do opisu koncentracji elektronéw na
poziomach donorowych o energ

np =Np fe(&) =

Np

exfl(&p — &)/ kgT|+1’
gdzieNp jest koncentragjdomieszek donorowych. W niezbyt wysokich tempeeatiaEy >> kgT i
niemal wszystkie elektrony w grie przewodnictwa pochodz jonizacji donorow, st

(23.18)

~No —n. = _ 1 - Np
n=No =" ND{l exd(ﬁD—eF)/kBT]+1} exd (& —&p) /kgT]+1 (23.19)

Energe Fermiegofs mazemy wyeliminowa wykorzystuac wyprowadzony wczmiej wzor (23.7),

z ktérego wyznaczymy
exg SF =M axg See (23.20)
keT ) Ngr T\ KgT

i podstawiamy do (23.19) otrzymagj

n=— Np , (23.21)
exp&y /kgT) +1
ef
2
exp&y /kgT)+n=Np, (23.22)

ef

gdzie & = & — Ep jest energ jonizacji donora. Jest to rébwnanie kwadratowe zglydu nan,
ktore ma tylko jedno rozwkanien > 0

-1
n=2ND[1+\/1+4I\NIDexp(£d/kBT)] : (23.23)

ef

W temperaturach tak niskiche 4(Np/Neexp€a/ksT) >> 1 otrzymujemy przyhtenie
n=_/NpNgs exp& /2kgT). (23.24)
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2). Srednie temperatury - obszar nasycenia.
Powyze] pewnej temperatury niemal wszystkie domieszkjugz zjonizowane, natomiasrednia

energia drga termicznychkgT << Eg. W takie] sytuacji mgna zaniedba elektrony wzbudzone z
pasma walencyjnego, natomiast rownanie (23.23) przechodzi w

n=Np = const. (23.25)

3). Wysokie temperatury - przewodnictwo samoistne.
Przy dalszym wzriie temperatury koncentracjasmikéw n; wzbudzonych z pasma walencyjnego
rosnie i w kaacu przekracza koncentraaglektronow wzbudzonych z donordw. W tym zakresie

temperaturn=n;, gdzie koncentracja 8oikbw w potprzewodniku samoistnym jest opisana
wzorem (23.13).

Przedstawiajc zalenos¢ logarytmu koncentracji roikow log(n) od odwrotnéci
temperaturyl * na jednym wykresie dla wszystkich oméwionych obszaréw temperaymamy
trzy w przyblizeniu prostoliniowe odcinki o nagiujacych nachyleniach prostefa/2ks, 0, £4/2ks W
kolejnasci od najmniejszej do najekszej temperatury (rys. 23.1).

b
1 nachylenie E 2k
[ =4
g
= S - nachylenie E 2k
a
obszar| obszar obszar wymrazania
W?S‘in'"y“ nasycenia |~ nosnikow
Bl e Rys. 23.1. Jakdciowe  zalenosci w
y e ™ energia Fermiego E-(T) potprzewodniku typun w funkcji odwrotndgci
-% [ T oot S — Eq temperaturyl” 1 (@) koncentracja elektronéw w
e J pasmie przewodnictwan, (b) energia Fermiego
E, b - N & [4]. Oznaczenia na rygunku:cE- dglna
R krawedz pasma przewodnictwa, vE- gorna
b 4 i
odwrotno$¢ temperatury T kl'aW(;dZ pasma Walencyjnego'
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Temat 24. Ruchliwo $¢ nosnikdéw i przewodnictwo elektryczne
potprzewodnikdéw
Definicja 24.1.
Ruchliwdscia nasnikbw pradu nazywamy stosuneléredniej pedkosci dryftu vg w polu
elektrycznym do nateniaE pola
u= Vél _ (24.1)
» W metalach wystarczy rozpatryweylko elektrony na krawdzi energii Fermiego.
> W potprzewodnikach ruchlinkai elektronow i dziury, i pp Sa wartgciami wrednionymi po
obsadzonych stanach elektronowych odpowiednio w dolnggicpasma przewodnictwa i w
gornej czsci pasma walencyjnego. Masa efektywna dziur jest z regidksza nk masa
efektywna elektronow w potprzewodniku i dlatego ruchkidvdziur jest mniejsza (tabela 24.1).
Ruchliwas¢ elektrondw w potprzewodnikach jest znacznieksza nk w metalach, np. w germanie
jest ok. 100 razy wksza nk w miedzi.

Tabela 24.1 Ruchliwaci elektrondw, i dziur p, [m?/V-s] w wybranych pétprzewodnikach [3].

Potprzewodnik Si Ge InSb InAs PbS
Hp 0,060 0,190 0,075 0,046 0,060
Hn 0,150 0,390 7,700 3,300 0,055

Ruchliwas¢ nasnikow w potprzewodnikach zatg silnie od temperatury:

» W niskich temperaturach istotne jest rozpraszanimikéw na zjonizowanych domieszkach.
Wraz ze wzrostem temperatury zikéza s¢ predkos¢ nasnikoOw i maleje czas oddziatywania
centrum rozpraszggego na kady nanik pradu. Temperaturowa zaleos¢ ruchliwosci
uwarunkowana rozpraszaniem na jonach jest furpaigowg

Haom ~ T2, (24.2)

» W wysokich temperaturach o ruchlivad nasnikébw pradu decyduje rozpraszanie na fononach.
Wraz ze wzrostem temperaturymee liczba fononow, wskutek czego maleje ruchkévo

Hfon ~ T2 (24.3)

» Ponadto w bardzo niskich temperaturach istotne staje r@zpraszanie roikdbw na
deformacjach neutralnych elektrycznie (niezjonizowane domieszkigktyef punktowe,
dyslokacje). Rozpraszanie tego typu jest niezeded temperatury.

W pcdsrednim obszarze temperatur pojawig snaksimum ruchliwéci (rys. 24.1). Potzenie
maksimum przesuwa ¢iw kierunku wyszych temperatur wraz ze wzrostem koncentracji
domieszek.

rozpraszanie
“ na fononach

log it

™\ rozpraszanie na
zjonizowanych

" Rys. 24.1. Schematyczna zaleos¢ ruchliwosci p od

< temperaturyl dla potprzewodnika [4].

log T
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Przewodné¢ elektryczg whasciwg o [Q'm™] jednorodnego pétprzewodnika, w ktorymagr
jest przenoszony zarOwno przez elektrony, jak i dziurymaaapisaw postaci:

0 =€ (Nin + PHp), (24.4)

gdzie pn i Mp Oznaczaj odpowiednio ruchliwéci elektronéw i dziur,n i p — koncentracje
elektronow i dziur. Przewoddé o nie ma charakteru tensorowegas@i¢ praduj ptynacego pod
wptywem pola elektrycznegé wynosi

j = e (Mo + i) E. (24.5)

Temperaturow zaleenos¢é o(T) w poiprzewodniku typun mazna wkc okreli¢ na podstawie
omowionych wczéniej zalenaosci koncentracjin(T) (temat 23) i ruchliwéci p,(T). Dla wigkszaci
potprzewodnikdw mana wyr@ni¢ trzy charakterystyczne obszary temperatur:

1). W bardzo niskich temperaturach zale¢ o(T) jest zdeterminowana przez zalesc¢
koncentracji elektronbw w pmie przewodnictwa pochogeych z jonizacji domieszek
donorowychn(T) ~ exp(-€4/2ksT), natomiast zmiana ruchliwo ps(T) jest mniej istotna.

2). W pcrednim obszarze temperatur niemal wszystkie domiegzjizszjonizowane, natomiast
wzbudzenia elektronbw z pasma walencyjnego zmao zaniedby zatem n= const.
Przewodnictwoo maleje jednak ze wzrostem temperatury z powoduzabia s¢ ruchliwosci
elektrondwyu, na skutek rozpraszania na fononach.

3). Przy dalszym wzkaie temperatury potprzewodnik zaczyna zachowdysia jak potprzewodnik
samoistny. Najwaniejszym mechanizmem decydoym o zalenosci o(T) staje s wowczas
wzrost koncentracji elektrondw wzbudzanych z wierzchotka pasmaneygiego do pasma
przewodnictwan(T) ~ exp(-£y/2kgT).

Teoretyczg zaleznoé¢ logarytmu przewodrni@i log(c) od odwrotnéci temperatury I
przedstawiono schematycznie na rys. 24.2, natomiasgnoade daswiadczalna otrzymana dla
germanu przy rinych koncentracjach domieszek donorowych jest pokazana na rys. 24.3.

Ino

Obszar | \ nme Ny

]
|
}
i
|
1
f7>/Vd I\ }
samoistny |\ |

Rys. 24.2. Schematyczna zaleos¢ In(c) od 1T dla
potprzewodnika typun.
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temperatura (K)

300 78 333 20,4 143 10
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przewodnictwo ¢ (€2 '«cm™)

@
N

Rys. 24.3.Wyznaczona daviadczalnie
zaleenos¢ przewodnictwao germanu
typu n od odwrotnéci temperatury.
Koncentracje domieszek donorowych
Np dla prébek od (1) do (6) zmiemiaj

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 si¢ od 13° do 132 cmi® [4].
odwrotno$¢ temperatury T (K™)
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Temat 25. Termodynamiczne modele blokowe wzrostu
krysztatéw

W modelach blokowychwzrostu krysztatow wszystkie zjawiska zachgmz na powierzchni
krysztatu zostaly sprowadzone do pargania i odiczania identycznych blokow fazy statej. Bloki
te mog znale¢ si¢ tylko w weztach prostej sieci krystalicznej — zwykle prostej siegutarnej lub
tetragonalne.

W _termodynamicznych modelach blokowyebhzwaza st minimum energii swobodne;j
granicy faz. Modele znane z literatury ima podziekk ze wzgédu na ograniczenia naktadane na
grubas¢ granicy faz ciato state-faza macierzysta:

1. Model Jacksona [1] — granica o gr&tigednej warstwy blokow,
2. Model Mutaftschieva — granica dwuwarstwowa,
3. Model Temkina [2] — bez ogranigzdla grubdci granicy faz.

W _kinematycznych modelach blokowyadlmzwaza st sekwencje elementarnych zjawisk
opisanych poprzezrednie cestotliwosci zachodzenia. Takie modeleg gtownie podstaw
komputerowych symulacji Monte Carlo

25.1. Termodynamiczny model Jacksona [1]

W modelu Jacksona roz#ana jest tylko jednaciana (001) krysztatu z uktadu regularnego
lub tetragonalnego. Warunki wzrostu krysztadiopisane dwoma parametrami:
1). Wspdéiczynnik Temkinadefiniowany wzorem

40
a=—-,
gdzie 4 — liczba wszystkich bocznychsmdow statych i cieklych danego blokks — stata
Boltzmanna,T — temperaturap — srednia zmiana energii na jednogzanie gdy wymieniany jest
blok z obszaru catkowicie statego z blokiem z obszaru catkowicie ciektego

1
:§(¢ss+¢ff )_q)sf ' (25.2)

(25.1)

gdzie @y D, Py s3  negatywnymi energiami wzania blokow odpowiednio
solid-solid, fluid-fluid, solid-fluid.

Zrywane §:
4 wiagzania solid-solid,
4 wigzania fluid-fluid,

powstaje:
8 wigzan solid-fluid.

Rys. 25.1.Przemieszczenie bloku statego pierwotnie wbudowanego w obszar catkowigcie stat

2). Wspotczynnik chropowacenia kinetycznegupisuje si# nagdows krystalizacji

_ s ~Hs
= , 25.3
P kgT ( )
gdzie:ps — potencjat chemiczny fazy ciektej/gazowang. fluid),
Us — potencjaty chemiczne fazy statan@. solid).
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Mozna wykazé, ze w roztworze doskonatym

B=In(1+0), (25.4)
gdzieo jest wzgédnym przesyceniem fazy macierzystej. Dla niewielkich przésyce
B=0o. (25.5)

Definicja
Roztwor doskonaty (lub mieszanina doskonata) to taki roztwor (mieszamkiiday powstajc w
izotermiczno-izobarycznym procesie dyfuzji nie doznaje zmiangtaigj | energii wewwtrzne;.

W modelu Jacksona jako termodynamiczny stan odniesian@ eference state) rozva
sie jednowarstwow granie faz ztazong z N = Ns + Ny blokow:
» Nsblokéw w obszarze w 100% statym oraz
» N blokow w obszarze w 100% ciektym/gazowym.
Energia swobodna takiego uktadu

F'=psNs+ s Ni =PV + ... | (25.6)

gdzie wyraenie (-PV + ...) jest nieistotne dla dalszych rozwaa i zostanie pomigie. Gdy state i
ciekie/gazowe jednostki ulegayvymieszaniu (bez zmiany temperaturysngénia i obgtosci) oraz
energia swobodna jest rowna

F=F"+AUmix - T ASni, (25.7)

gdzie zaklada sistalg¢ F' podczas mieszania (stéopotencjatow chemicznychfAUniy jest
energi mieszaniaASqix jest entropi mieszania.
Energia mieszaniaAUnx wynika z powstawania wkan typu solid-fluid w miejsce
rozrywanych wazan solid-solid oraz fluid-fluid
AU ix = DNg =KTo Ng; /4, (25.8)
gdzieNs jest liczly wigzar pomiedzy blokami solid-fluid w warstwie graniczne;.

Przyblizenie Bragga-Williamsa
Rozkiad statystyczniNs/N w zaleznosci od parametréwa i B nie zostat analitycznie znaleziony.
Cechy wspolrg wszystkich trzech modeli Jacksona, Mutaftschieva oraz Temkinay&srzystanie
przyblizenia Bragga-Williamsa (zwanegaztprzyblizeniem zerowego ¢zlu) w celu oszacowania
Ns#/N. Zaktada si catkowicie losowe wymieszanie blokow statych oraz ciektyctggach. W
konsekwencji prawdopodohistwo znalezienia bloku statego w pewnym wybranym miejscu nie
zaleey od wypetnienia miejscasiednich i jest rowne utamkowi blokow statycBrad wszystkich
blokoéw w warstwiexs = N/N. Stad wynika,ze

Nst = 4N Xs (1= Xg) . (25.9)
Przyblizenie to prowadzi do zavignego oszacowania licziNi w stosunku do wynikoéw symulaciji
Monte Carlo, wskazggych na preferowanie wzan miedzy blokami jednego rodzaju.

Entropia w termodynamicznym stanie odniesienia wynosi

S'=0. (25.10)
Entropke po wymieszaniu blokow statych i ciektych/gazowych wyznaczymy ze wzoru Boitzana
Shix = ks In(Q), (25.11)
gdzieg jest liczky sposobdéw na ktére mana rozmiéci¢ N = Ns + Nt blokdéw w warstwie
g=— N (25.12)
Ng! Ni!
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Dla dwych X stosuje si przyblizenie Sterlinga

InX'=XInX-X (25.13)
I otrzymujemy entrogi mieszania
% = —xInx, - (L= %) (LX) . (25.14)
B

Wz6r Boltzmanna w postaci (25.11) obawmije tylko dla standéw jednakowo prawdopodobnych,
zatem ponownie jest tuzyte wspomniane wczniej przyblizenie zerowego exlu.

Po podstawieniu wzoréw (25.3), (25.6), (25.8), (25.9) i (25.14) do (25.7) oraz reawini
Nt = (1— Ng) i ASnix = Snix — S' otrzymujemy

f(%s) =NLkBT = -Bxs<-k“—fT>+a Xs (1= %s) + X5 IN X + 1= X5) IN(1 - X5) . (25.15)
B

gdzie niezaleny od xs wyraz /ksT mazna pomin¢ w dalszej analizie funkcjf(xs). Wykres
zalezndci f(xs) dla wybranych wartei parametrowa i 3 pokazano na rys. 25.3. Mua pokazé,
ze funkcja (25.15) ma jedno albo dwa minima, a kegha wartéé Bei przy ktérej zmienia i

liczba minimdéw jest dana wzorem
1—\/1—2/0(]

25.16
1+41-2/a ( )

Berit = t(a 1-2/a +In
* W przypadku braku przesycerfla= O:
a < 2 - funkcjaf(xg) ma jedno minimum przys = 0,5; stabilna jest mieszanina blokéw statych i
ciektych,
a > 2 - funkcjaf(x) ma dwa minima, ktore przy wzwe o dazag do granicx, = 0 ix, =1, tzn.
stabilne g niewymieszane obszary niemal ciekie i osobno algygzramal state.
* Wzrost przesycenif przya > 2 przyczyniagdo zaniku minimum dl&s bliskiego 0, co
oznaczaze stabilna pozostaje tylko faza stata i gasfe szybka chaotyczna krystalizacja.

2

151

05+

F /N ksT
o
I
)

F /N ksT

Q[Qf]|lQ
mnjpuppn
=N w

-0,5 -0,6

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

. 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
XS - zape+n|en|e warstv

XS - zapelnienie warstv

Rys. 25.2 Wykresy funkcijif(xs) danej wzorem (25.15) w zat@osci od parametrowa i 3.

Badanie liczby miniméw funkcjif(x) pozwala na okidenie granicznych warfoi
parametrowa i (3 dla ktorych zanikajbariery dla swobodnej krystalizaciji.
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08I jedno
E minimum
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Rys. 25.3. Liczba miniméw funkcji f(xs)

danej wzorem (25.16) w zaleosci od

wartasci parametrown i f3.

Jedno minimum funkcji f(xs) przy >0
oznaczaze stabilna jest tylko faza stata i nie
ma bariery energetycznej dla szybkiej
chaotycznej krystalizacji — ggty mechanizm
wzrostu. Nasfpuje silne chropowacenie
granicy faz.

Dwa minimafunkcji f(Xs) oznaczaj, ze stabilna
jest zaréwno faza ciekta jak i stata. Wzrost
krysztatu przyp >0 mae odbywé sic przez
rozrastanie si obszarOw prawie statych
odpowiadajcych xs=1 (np. dwuwymiarowe
zarodki, stopnie) kosztem obszaréw niemal
ciektych s bliskie 0).

25.3. Literatura podstawowa do tematu 25

[1] P. BennemaKONA Powder and Particlenr 10 (1992), str. 25-40.
[2] P. Bennema, G.H. Gilmer, \&rystal Growth: an Introductioned. P. Hartman, North-Holland

Publ., (1973), str. 263-327.
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Temat 26. Komputerowe symulacje wzrostu krysztatow metod g
Monte Carlo

26.1. Idea Metody Monte Carlo

W metodzie Monte Carlo (MC) decyzje dotyce przebiegu symulacji zapagl@ja podstawie
wartasci liczbowych otrzymanych z generatora liczb (pseudo)losowych. Méfdtigest stosowana
gtéwnie do modelowania procesow zbytzziaych, by mana byto przewidzié wyniki w sposob
analityczny, np.:

- symulacje zderZewysokoenergetycznych gtek z jdrem atomowym,
- obliczanie catek oznaczonych z funkcji o nieznanych funkcjach pierwotnych,
- symulacje ruchu samochodowego wylu miescie.

Przyktad - liczbat jako poleS okregu 0 promieniu 1
Losujemy wspohedne punktow X, y) przy wyciu generatora o rozktadzie rownomiernym i
zakresie 0...1.

S= 22 kaole )
N
N S
A

y 1 4

2 4
. 7 w kole 3 2,667

X +yr< 1 4 |3

1 ° 5 3,2

. 0 6 3,333
7 2,857

. o 2 poza kotem 8 3
X¥+y21 90 |3111

-1

+o0 | 3,142

Rys. 26.1.Przyktadowy wynik losowania dig=9.

Doktadnd@¢ wyznaczenia wartgi Ttrosnie ze wzrostem liczby losowvaN.

26.2. Generatory liczb losowych
1). Generatory programowe

W bibliotekach standardowych dostarczanych ezylkami programowania najexie]
dostpne g generatory multiplikatywno-addytywne obliczeg kolejry wartas¢ pseudolosowx na
podstawie poprzednigj-; wedtug wzoru

X = (@x-1 +b) modm, (26.1)

gdziea, b i ms3 odpowiednio dobranymi statymi. Statgest wybierana jako da liczba pierwsza.

Przyktadowo, generator liczb pseudolosowych catkowitych z przedziatu 8-1)2
dostarczany jako funkcja rand() w bibliotece standardowej kompilaBmdand C++ 5.02
wykonuje nasipujace dziatania:

¥ =(2269547%_ +1)mod2%?,

RND = (x /2*%)mod2®,
gdzieRND s3 wynikami zwracanymi przez funkcjand().

(26.2)
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2). Generatory sperowe

generator .
S7UMU przetwornik —
: —> analogowo-cyfrowy [~ liczb
biatego _ , 1ICZDYy
bity losowe
najmniej
znacace

Rys. 26.2.Schemat blokowy typowego sptawego generatora liczb losowych.

26.3. Symulacje wzrostu krysztatéw - skala zadania i typowe zato zenia

Przeprowadzenie symulacji 3D wzrostu krysztatu o makroskopowych nahialnp.
szégcian 1 mmx 1 mm x 1 mm) obejmujcej pelny czas wzrostu przekracza AneoscCi
dostpnych obecnie komputerdw.

W krysztale NaCl:

» Odlegta¢ miedzy najbliszymi atomami
2,8-10"m

* Liczba atoméw w krysztale 1 mm1l mmx 1 mm
(1 mm/2,8-10°m)*=4,5-10"°

* Liczba atomoOw na powierzchétiany 1 mmx 1 mm
(1 mm/2,8-10°my=1,3-10"*

Typowy komputer osobisty:
e Szybkac¢ procesora (na 1 rdiag

3-10 cykli/s - ok. 10 zjawisk/s= 9-10° zjawisk/dzig
* Pamgc¢ operacyjna

8 GB=8-10°B

W celu umaliwienia przeprowadzenia pierwszych symulacji na przetomie lat 60-tychyicFrOXX

wieku przygto szereg zalaen upraszczagcych przebieg symulacji [1,2]:

1. ldentyczne jednostki-molekuty fazy statej maggpjmowad miejsca tylko w wztach idealnej
prymitywnej sieci regularnej lub tetragonalnej (model blokowy).

2. Kazda jednostka przestrzeni najedo fazy statej dng. solid) albo fazy ciekiej/gazowepig.
fluid), tzn. nie ma miejsc pustych ani miejscégalniego typu.

3. Rozpatrywana jest powierzchnia tylko jedé@any krysztatu, zwykle o wskaikach (001).

4. Pod kadym blokiem statym znajduje ¢sblok staly. Zataenie to znane jest jako SOS&n(.
»solid on solid”). W konsekwencji wypetnienie dwdch kolejnych warstakbmi statymi musi
spetnia nierownac¢:

Chi1=C,, (26.3)
gdzie C, = Nis/N; Nys — liczba blokéw statych wn-tej warstwie,N — statla liczba wszystkich
blokéw w jednej warstwie.

Ponadto izolowany blok catkowicie otoczony cigecee mae nalee¢ do krysztatu; nie stez
mozliwe nawisy blokéw statych.
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bloki nie naleace
do krysztatu

nawisy

niedozwolone inkluzje

niedozwolone

Rys. 26.3 Konsekwencje

(0,0:1) zalazenia SOS.

5. Zaktada si cykliczne padczenie przeciwlegtych krasezi sciany krysztatu (brak brzegéw), tzn.
Xl = X1, Ymel =X, (26.4)
gdzieM jest dtugdcia boku tablicy opisujcej staréciany krysztatu.

6. Uwzgkdnia s¢ wytacznie oddziatywania mdzy najblizszymi gisiadami.

energia wigzania kowalencyjnego: E ~%

najblizsi gysiedzi

V2 a E-a
ta naskpni najpHSi
—— £ a/Z' Rys. 26.4. Zanik energii wizania
2a jednostek wzrostu ze wzrostem ich
[ odlegiaci na przyktadzie wizania
~a kowalencyjnego.

7. Na powierzchni krysztatu me@gachodzi trzy rodzaje zjawisk:
a) kreacja - przylgczenie jednostki wzrostu do powierzchni krysztatu,
b) anihilacja - odiczenie jednostki wzrostu z powierzchni krysztatu,
c) dyfuzja powierzchniowa - symulowana jako przesygcie bloku na jedm z pozycji

sasiednich.

26.4. Czestotliwo $¢ zachodzenia kreacji i anihilacji
Czestotliwos¢ zachodzenia procesw zwigzanego z pokonywaniem bariery energii jest

opisana rownaniem Arrheniusa:
Ea
v, = voexp{ ” TJ’ dlag, >0, (26.5)

B
Vo, dlag, <0.

gdzie:
Vo - czestotliwos¢ prob zajcia zjawiska,
Es - energia aktywacji procesu relaksacyjnego p¥teczk],

ksT —s$rednia energia drgeermicznych,
T - temperatura [K].

Wedtug Gilmera i Bennemy [1,2] podczas wzrostu krysztatu z parywystpuje bariera
energetyczna dla kreacji, zatemestotliwos¢ kreacji nie zalgy od konfiguracji powierzchni w
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miejscu przydczenia bloku do krysztatu (rys. 26.5). Wraz ze wzrostemmicy potencjatow
chemicznychAu = s — Us fazy gazowej oraz fazy statejsroe natomiast liczba jednostek wzrostu

zderzajcych sé z powierzchnj, zatem cazstotliwosé¢ kreacji k'™ jednostek w miejscu, gdzie liczba
sgsiaddéw bocznych jest rownavynosi

ky =k =k =k3 =kj =k ~eM/KT =P (26.6)
gdzief jest wspotczynnikiem chropowacenia kinetycznego zdefiniowanymswiegev temacie 25
podczas omawiania termodynamicznego modelu Jacksona

_ Mt ~Hs
- , 26.7
P KgT (26.7)

gdzie: s — potencjat chemiczny fazy ciektej/gazowang.fluid),
Hs — potencjaty chemiczne fazy statepg.solid).

Istnienie bariery energetycznej dla anihilacji wynika z pre@nia wiazan typu solid-solid o
energii s na jedno wizanie oraz z rnicy potencjatdw chemicznych fazy statej i pary.
Czestotliwos¢ anihilacji ki bloku majcego i najblizszych gsiadéw bocznych wzgtlem

czestotliwosci kreacji ki mazna wyrazt wzorem [1]

K /K :ex{% @-) —B] (26.8)
gdziea jest wspoétczynnikiem Temkina zdefiniowanym waziej w temacie 25
40 1
a=——, P=Z(D.+Dy )-D, 26.9
kBT 2( SS ff ) sf ( )

gdzie @ oznaczasredng zmiare energii na jedno weanie gdy wymieniany jest blok z obszaru
catkowicie stalego z blokiem z obszaru calkowicie gazowego/gekied ®.s Py, D 3
negatywnymi energiami wkania blokow odpowiednio solid-solid, fluid-fluid, solid-fluid. W
przypadku wzrostu z pary istotna jest tylko enefia

Ze wzgkdu na przycie zataenia SOS (solid on solid) istnienigsgada leacego poniej
bloku statego przy granicy faz jest zagwarantowane wddjasytuacji i gsiad ten nie jest
uwzgkdniany w indeksachsymboli k™ i k" .

kreacje anihilacje

potencjat L . .

jednakowo cgsto
- brak bariery
energetycznej

czesto
rzadko
- wysoka bariera

Hs

Rys. 26.5Bariery energetyczne dla zjawisk elementarnych przy ssEdrysztatu z pary.
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Wedtug Binsbergena [3] zachodzenie zjawisk w roztworze jest utrudrzom®wodu
wystepowania lepkéci, z ktor zwigzana jest energia swobodA&, aktywacji przeptywu lepkiego
lub rotacji bloku (rys. 26.6). Catkowita energia aktywacji dla gci@jod pewnego stanu o energii
swobodne/AG;-; do stanu o energhG; wynosi

_ 1
Ea =AG, +1(AG; -AG ), (26.10)

gdzie energi\G;-; oraz AG; wynikaja z rozwaan nad wazaniami zrywanymi oraz tworzonymi
(rys. 26.7).

AG

1T

j-1 j 1 [

Rys. 26.6 Energia swobodniatej konfiguracji w przypadku wzrostu krysztatu z roztworu [3].

Czestotliwosci kreaciji i anihilacji w miejscu przy granicy faz otoczonpnaezi sasiadéw bocznych
mozna wyrazé wzorami (wzory pochodize z [3] w zmienionym zapisie wg. [1]):

k' = f, @exp{—%(z—m%] (26.11)
- an_\_B
k™= f, @x;{z(z i) 2}. (26.12)

Wyraz f; mazna interpretowé jako liczly prob zajcia zjawiska w jednostce czasu zwary z
energy swobodn aktywacji przeptywu lepkiegaG,

AG
f, LI s B (26.13)
h kT
1) Przed kreagj 2) Po kreacji

® @,

5 nowych
Wwigzah
ciekte-ciekte

energia aktywacji
u lepkiego

zerwanie 10
wigzah
state-ciekte

5 nowych
Wwigzan
state-stale

Rys. 26.7 Bariera energetyczna dla kreacji przy wzie krysztatu z roztworu.
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26.5. Dyfuzja powierzchniowa

W modelu Gilmera i Bennemy dyfuzja powierzchniowa jest realana jako zigenie
anihilacji z kreacj na jednej z 4-echasiednich pozycji. Cgstotliwos¢ dyfuzji k; z miejsca
otoczonego przeizsgsiadow do miejsca mgiegoj sasiadow bocznych nmima wiec wyraze [1]

ki =rk kj, (26.14)
gdzier jest stad 0 wymiarze czasu, ktgmaozna obliczy wykorzystugc rownanie dyfuzji Einsteina
2
D=2, (26.15)

T
gdzie: a — stata sieci krystalicznePg — stata dyfuzji powierzchnioweft = 1kgo jest srednim

czasem miedzy przeskokami dyfuzji powierzchniowej po gtadkiej @aehni. Srednia droga
dyfuzji powierzchnioweXs wynosi

Xs=+/DgTe (26.16)

gdzie 1. = 1ky jest srednim czasenxycia jednostki na gtadkiej powierzchni. Po podstawieniu
i =) =0 do (26.14) i wykorzystaniu zgzkow (26.15) i (26.16) otrzymujemy

2
(= Koo =i(§j (26.17)

a

Zwiazki (26.14)-(26.17) obowruja dla dowolnych wzorow opisagych czstotliwosci k; oraz
kj+, w tym take dla wzoréw (26.11) i (26.12) dotyzzxch wzrostu z roztworu. Mma wicC
uzupeiné model Binsbergena [3], ktéry w swej oryginalnej postaci nie wudnit zjawiska
dyfuzji powierzchniowej.

26.6. Algorytmy symulacji

Spotykane w literaturze algorytmy komputerowych symulacji wardsysztatow metogl
Monte Carlo mana podziek na trzy grupy:
1) Algorytmy bez pustych losovia w ktorym decyzje o zdarzeniach wybranych do realizaciji
podejmowane g przez porownania liczb (pseudo)losowych z przedziatami o szsmiakb
zmieniagcych se odpowiednio do zmian stanu powierzchni krysztatu [4].
2) Algorytmy z pustymi losowaniamiv ktérym wybér zdarzenia odbywacgprzez poréwnanie
wylosowanych liczb z przedziatami o ustalonych szefolkah, natomiast dostosowanie rozktadu
prawdopodobigstwa realizowanych zdanzelo biezacego stanu powierzchni krysztatu uzyskuge si
dzicki dodatkowej decyzji czy wybranezajawisko zostanie zrealizowane [1].
3) Algorytm ,waiting list” — zdarzenia wylosowane dla wszystkich ztiveych miejsc na
powierzchni krysztatu umieszczae sna liscie uporadkowanej wg. wylosowanych czaséw ich
zajcia. Po realizacji zdarzenia pierwszego jest ono usuwandyzilissowane ponownie dla
pozniejszej chwili czasu. Ponadto wszystkie inne zdarzeniarmlenusz by¢ usungte z listy i
wylosowane ponownie z uwzglnienie zmian stanu powierzchni. Algorytm ,waiting list” nie
bedzie szerzej omawiany w niniejszym skrypcie.

W algorytmie bez pustych losowa(rys. 26.8) wykorzystuje sitablicc przechowujca
czestotliwaosci k... ky wszelkich maliwych proceséw dla wszystkich dozwolonych miejsc.
Przyktadowo w modelu Gilmera i Bennemy w wybranym miejsawpowierzchni krysztatu nie
zaj¢ szeéé réznych proceséw: kreacja, anihilacja oraz dyfuzje powierzchniowezterech
kierunkach. Tak wic dla krysztalu o wymiarach 100100 jednostek wzrostu konieczne jest
przechowywanie 60000 egtotliwosci. Po zrealizowaniu jednego procesu trzeba zaktualizowa
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czestotliwosci ki dla kilkudzies¢ciu procesow zwizanych z danym miejscem i miejscami
sgsiednimi oraz zaktualizowasune K. Uzyskanie diej wydajngci programu wymaga starannego
wyboru takiej struktury danych, ktora gwarantuje optymalny kompromigdzy szybkdcia
aktualizacji i szybkécig wyszukiwania danych.

Wybor zdarzenia
RND |

o L[ T [1K

K, K, Ky - K,

Wykonaj wybrane zjawiskd

4
Aktualizuj czstotliwosci k >

Rys. 26.8.0g0dlny algorytm symulacji metgdMonte Carlo bez pustych losoivaW praktyce
podejmowanie decyzji (oznaczone tutaj jako jeden krok)enty¢ rozdzielone na kilka etapdw.

W algorytmie z pustymi losowaniami (rys. 26.9) o wyborze zjawisiazji, kreacji albo
anihilacji decyduje poréwnanie liczby losowej z przedziatu 1'9m.x z przedziatami o stalych
szerokdciach [1]:

(ku )max
L 1Y s (26.18)
706 e (6 D+ K v

(k) ma
L 1Y (26.19)
0 man (5 Dma + (K
Ly = (5 ) max 1Y - (26.20)

(kl )max+(k| )max+(ku)max
Na kolejnym etapie symulacji zapada decyzja czy wylosowad&rzenie moe zafc. W
odpowiednim przedzialep, Lk alboL wydzielany jest podprzedziat o diugdLp jj, Laj albo
Lk i albo proporcjonalnej do ggtotliwosci zachodzenia zjawiska w wylosowanym miejscu
Lo i B T T (26.21)
U (ku )max o (ki+)max “ A (ki_)max A

Jeili liczba losowa trafi w ten podprzedziat, to powehnia symulowanego krysztatu jest
odpowiednio modyfikowana; §& nie - od razu rozpoczynagsnowy cykl symulaciji.

Ze wzgkdu na prost implementag tego algorytmu jego wydajdd@ maze by
konkurencyjna przy niezbyt dych wart@ciach parametra. Liczba wygenerowanych zjawisk w
poréwnaniu do liczby losowiamaleje jednak szybko ze wzrostem wécta.
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losowanie pozycji na powierzchni krysztah

!

qyfuz]a_ wygenerowanie liczby losowej o
powierzchniowa | RNDi wybér rodzaju zjawiska | @nihilacja
l 0 LD LK LA IYmax
losowanie kierunku RND T
dyfuzji z rownomiernym
rozktadem prawd. kreacja
v
I, = liczby sisiadow i = liczba asiadéw i = liczba gsiadéw
dyfundupcego bloku na bloku cieklego w bloku statego w
_mC;erclu pocgtkowym miejscu kreacji miejscu anihilacji
i docelowym v = £
X g 3 z
7] v v 0
czy dyfuzja zajdzie? _I czy kreacja zajdzie? —I czy anihilacja zajdzie? _I
0| Lpj L e 0Ly, L i 0Ly, L, e
N RND MRND -1, MNRND-Lp —Ly
tak y tak tak
»| wykonanie odpowiednichle
modyfikacji powierzchni start
t

Rys. 26.9 Algorytm symulacji wzrostu krysztatow wedtug Gilmera i Bennemy [1].

26.7. Szybko $é i czas wzrostu sciany krysztatu

W modelu Gilmera i Bennemy szyhi¢owzrostusciany krysztatu zostata zdefiniowana [1,2]
przy wykorzystaniu rénicy strumienia jednostek prayizanych do krysztatl ™ i strumienia
jednostek anihilucychl ™

=%(| fo1), (26.22)
gdzie: d - wysokda¢ jednej warstwy blokow,
N - liczba blokéw w warstwie.

Strumieniel *, 1 ~ oblicza s¢ jako sumy czstotliwosci kreacji i anihilacji we wszystkich miejscach
na powierzchni krysztatu

4

1" =>k"'N", (26.23)
i=0
4

17 =>"k N, (26.24)
i=0

gdzie: NiF - liczba blokéw ciektych przy granicy faz maychi sgsiadow,

Nis - liczba blokéw statych na powierzchni krysztatu gogichi sgsiadow.
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Poniewa szybkadé¢ chwilowg R (26.22) cechuje bardzo #y rozrzut wartéci, konieczne jest
usrednienie szybk&i probkowanych co pewien staty, niewielki okres czasu. W modelue@lin
Bennemy czas w uktadzie krysztatu nie zostat jednak zdefiniowainywane g tylko przyblzone
miary czasu takie jak: liczba wylosowanych zdardezba kreacji albo liczba powtonzeytdéwnej
petli algorytmu z pustymi losowaniami.Aywanie takich miar czasu me prowadzt do znacznego
btedu systematycznegwedniej szybkéci.

Algorytm bez pustych losowiadaje maliwos¢ prostego zdefiniowania czadu, pomkdzy
n-tym i nas¢pnym zdarzeniem przy wykorzystaniu sukfn) wszystkich maliwych procesow [4]

1
At =——. 26.25
"KM ( )
Czast uptywapcy w uktadzie krysztatu jest sunezasow czstkowych
t=> At,. (26.26)
n
Sredni szybkaé wzrostusciany krysztatu mena policzy jako
r=daN (26.27)
tN

gdzieAN jest przyrostem liczby blokéw statych w czassie

26.8. Wyniki symulacji MC

Wyniki symulacji MC pokazuj ze wart@¢ parametrun zdefiniowanego wzorem (26.9) ma
bardzo silny ptyw na obserwowany mechanizm wzrdstany krysztatu (rys. 26.10-26.12). Przy
niskich wartdciach a na powierzchniciany rosnacego krysztatu nie obserwujegsivyraznego
uporzdkowania blokéw o dalekim zaggju (rys. 26.10). Przy dych wartgciacha wzrostsciany
nie zawieragjcej zadnych defektow mi@ odbywé sic tylko przez powstawianie i wzrost
dwuwymiarowych zarodkéw (rys. 26.12). Pkmgpwy mechanizm wzrostu obserwujee silla
a = 3,2, przy czym wptyw drugiego paramefBu(26.7) na mechanizm wzrostu okazuje siato
istotny.

Dwuwymiarowe zarodki powstajna powierzchnisciany w wyniku losowych fluktuaciji
jednostek wzrostu, przy czym wraz ze wzrostem wartparametrua rosnie krytyczny promig
zarodka odpowiadagy prawdopodobigstwu 0,5,ze zarodek nie rozpadniegsibedzie rosné¢ az
do wypetnienia catej wolnej przestrzeni w danejstiare blokow. Rozmiar tablicy opisigej stan
sciany krysztatu w pamci komputera powinien ldyznacaco wigkszy od krytycznego rozmiaru
zarodkow. Zastosowanie zbyt matej tablicy wgeakniu z cyklicznymi warunkami brzegowymi
powoduje,ze zarodki zrastajsic same ze sa@bzanim o0signg rozmiar krytyczny, co prowadzi do
otrzymania niefizycznych wynikéw symulaciji (rys..28).
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[ i
Rys. 26.11Wzrostsciany (001) z roztworu dla = 3,2; B = 0,10; Xs = 1a; tablica 50 x 50.
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Rys. 26.12Wzrostsciany (001) z roztworu dle = 5,0;3 = 0,35;XS = 1a; tablica 50 x 50.
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0,10 T

1/2

0,08 -

0,06 -

0,04 -

0,02 -

(r' - szybkasé wzrostu)

0 3I0 6IO 9IO 1éo 1I50 1;30 2I10 2;10

dtugas¢ boku tablicy
Rys. 26.13. Wplyw dtugaci boku tablicy opisujcej sciare (001) krysztalu na otrzyman
bezwymiarow szybkad¢ wzrostusciany r' =r/(d-f)) dla a =6,0; Xs = la; wzrost z roztworu;
powierzchnia bez defektéw [4].

Symulacje MC daj mazliwos¢ uwzgkdnienia defektow struktury krysztatu poprzez
specjalny sposob liczenia bocznyddsiadoéw blokow w wybranych lokalizacjach z dodatkowym
uskokiem at1 w kierunku normalnym déciany krysztatu. Wprowadzenie takiego uskoku tylko na
wybranym odcinku na powierzchriiciany krysztatu odpowiada zespotowi dwdch dyslokacii
spiralnych padczonych prostoliniowym stopniem, ktory nazywany jesidiem Franka-Reada.
Przy odpowiednio diwych wartgciach parametrut wokét dyslokacji narastajspiralne stopnie
(rys. 26.14). Maliwe jest znalezienie takich kombinacji parametr@w 3, przy ktérych znaczenie
ma wkcej niz jeden mechanizm wzrostu, np. wzrost spirali wokot dyslokacji oraz gmiavowe
zarodkowanie (rys. 26.15). Mikrostruktura powierzchni przewidywana pseaulacje MC
znajduje potwierdzenie w obserwacjach krysztatdow pod mikroskopem sit atomowgcBgry6).

a)a=70;=0,5;X=0, b) 0 =9,0; 3=0,9; Xs=0.
Rys. 26.14. Wzrost sciany (001) z roztworu, tablica 250 x 250, powierzchnia zeédtem
Franka-Reada. Wzrostiany odbywa si przez wzrost spirali wokét dyslokaciji.
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a) a=55;B=0,3 X=0, b) a=7,0;B=1,0 X=0.

Rys. 26.15. Wzrost sciany (001) z roztworu, tablica 250 x 250, powierzchnia zeédtem
Franka-Reada. Do wzrostgiany przyczynia i zarOwno wzrost spirali wokoét dyslokacji, jak i
dwuwymiarowe zarodkowanie.

: § o s R M 5 s
a) Spirala wokoét dyslokacji oraz zarodki 2D. b)) Wzrost przez dwuwymiarowe zarodkowanie.
Rys. 26.16.Sciana rospcego krysztatu pod mikroskopem AFM (atomic force microscope —
mikroskop sit atomowych)Zrodto: K. Maiwa, M. Plomp, W.J.P. van Enckevort, P. Bennema,
~AFM obserwation of barium nitrate {111} and {100} faces: spiral growtid awo-dimensional
nucleation growth”, J. Crystal Growth, vol. 186 (1998), str. 214-223.

W przypadku cigtego mechanizmu wzrosticiany krysztatu (niskie warfci a) szybkdé
wzrostusciany ragnie niemal liniowo ze wzrostem paramefyrys. 26.17.a). Zwjzek parametr(s
z przesyceniem roztworu lub pary podano womg we wzorze (25.4). Zeli na powierzchni
rosmgcego krysztatu nie wygbuja zadne defekty sieci krystalicznej, to dla odpowiedniaydh
wartasci a mazliwy jest tylko wzrost przez dwuwymiarowe zarodkowanie, ptzym wzrost ten
obserwowany jest dopiero po przekroczeniu pewnej granicznejseigotaesycenia (rys. 26.17.b).

Obecnd¢ stopni na powierzchriiciany krysztatu, np. spiralnych stopni naragtggh wokot
dyslokacji srubowej, umaliwia wzrost scian krysztatu take przy matych przesyceniach. Wzrost
przez przemieszczaniegstopni odpowiada liniowej zateosci szybkdaci wzrostur' od 3 na rys.
26.18. Przy diych wartgciach B zaleznos¢ ta staje s silnie nieliniowa, co oznaczaze
dominugcym mechanizmem wzrostu staje dwuwymiarowe zarodkowanie.
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a). Chgly mechanizm wzrostu. b). Warstwowy mechanizm wzrostu.
Rys. 26.17 Wplyw parametr(3 na bezwymiarow szybka¢ wzrostur' =r/(d-f;) sciany (001) bez
defektéw opisanej tabkc60 x 60, Xs = 1a, wzrost z roztworu.

0,01

2 =6

0,00 B

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40

Rys. 26.18.Wptyw parametru3 na bezwymiarow szybka¢ wzrostur' =r/(d-f;)) sciany (001) z
pojedynczym prostym stopniem, tablica*60, Xs = 1a, wzrost z roztworuSciarg z pojedynczym
prostym stopniem nmima rozwaa¢ jako maty wycinekiciany ze spiral wokét dyslokaciji w duej
odlegtcci od osi dyslokacii.

Przedstawiony powjej prosty model symulacji wzrostu jednggiany krysztatu metag
Monte Carlo zostat opracowany na pgtkn lat 70-tych XX wieku. Model ten w pgaiejszych
latach wykorzystywano wielokrotnie jako podstawlo budowy bardziej zimnych modeli
uwzgkdniagcych medzy innymi:

» krysztaty wielosktadnikowe,

» wzrost limitowany dyfuzj objetosciows,

» zastosowanie fraktali do opisu ksztattu krysztatow,

» oddziatywania kolejnychasiadow,

» domieszki blokujce wzrost,

» uktady krystalograficzne innemnregularny i tetragonalny.

Obecnie w literaturze wegt brakuje prac pavieconych symulacjom Monte Carlo bez
zalazenia SOS, ktore powinny urdiwi ¢ przeprowadzenie symulacji w petnie trojwymiarowych.
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26.9. Czy podej scia kinetyczne i termodynamiczneis g rownowa zne?

Modele blokowe granicy krysztal-faza macierzysta, ktGgezsane z literatury, mma
podzielt na dwie grupy:
» modele termodynamiczne w ktérych badane jest minimum energii swobodnej (lub funkcji
Gibbsa). Najbardziej znane z literatusyrsodele Jacksona i Temkina (omowione w temacie 3).
» modele kinetyczne gdzie rozwaana jest sekwencja elementarnych zjawisk zaciuydh
kolejno na powierzchni krysztatu. Obecnie istniejgaodmian modeli kinetycznych, ktorg s
wykorzystywane gtéwnie jako podstawa do przeprowadzania symulacji gnidtmtte Carlo.

Obie grupy modeli prowadzlo przewidywania dwoch odmiennych warunkéw wzrostu krysztatu:
1) wzrost cagly (ang. continuous growjh
2) wzrost warstwowygng. layer growth

Symulacje MC oraz modele termodynamiczne prowagadnak do wyranie odmiennych

przewidywa w zakresie warunkow prowagtz’ch do okrélonego mechanizmu wzrostu

(rys. 26.19). Sformutowanie jednoznacznego wniosku o0 przyczynach tych amXoie jest

utrudnione z powodu naktadanig przyczyn co najmniej dwéch fundamentalnychnio:

» odmienne podégia termodynamiczne i kinetyczne,

* przyblizenie Bragga-Williamsa (25.9)zywane w modelach termodynamicznych albo tablica
przechowujca informac} o uporadkowaniu blokow dalekiego zggiu w symulacjach MC.

— model
Temkina

— Monte
Carlo

01 +

0,01 +

G,

Rys. 26.19Porownanie przewidywanego wptywu parametw 3 na mechanizm wzrostu
sciany krysztatu (001) wedtug termodynamicznego modelu Temkina ordimgveymulaciji Monte
Carlo. Przewidywania symulacji MG ardzo zblione dla przypadkéw wzrostu z pary oraz z
roztworu.
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