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Artykut opisuje pewne réwnanie w zbiorze liczb zespolonych, ktore mozna roz-
wigzaé kilkoma metodami odwotujgcymi sie do réznych wlasnosci (zwlaszcza
liczb zespolonych). Autorki wskazujq takze dydaktyczne zalety zapoznania stu-
dentow z tymi metodami.
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1. WSTEP

Liczby zespolone zostaly wprowadzone w XVI wieku na potrzeby algebry. Okazalo si¢ bo-
wiem, ze poprzez dopuszczenie pierwiastkow z liczb ujemnych mozna wyprowadzaé ogoélne
wzory do rozwiazywania rownan trzeciego stopnia [1]. Liczby zespolone zostaly nastepnie
wykorzystane w innych zagadnieniach matematycznych, np. w rozwiazywaniu réwnan roz-
niczkowych [2]|, w obliczaniu calek oznaczonych z funkcji rzeczywistych przy pomocy resi-
duéw [3]. Po wielu latach okazalo sie, ze ten tak pozornie abstrakcyjny dzial matematyki
ma zastosowanie w wielu innych dziedzinach nauki. Przykladowo w elektrotechnice liczby
zespolone przydaja sie one do analizy obwodéw elektrycznych pradu przemiennego, wyraza-
jac jego moc czynna oraz bierng [4]. Ponadto ulatwiaja obliczanie pradéw zwarciowych [4],
co w praktyce przeklada sie na plynna i nieprzerwana dystrybucje pradu, np. do mieszkan.

Liczby zespolone pomagaja w analizowaniu i modelowaniu zlozonych zagadnien, ktore
pojawiaja si¢ w grafice komputerowej i modelowaniu 3D [5], w funkcjach falowych w fizyce
kwantowe] [6], w dynamice plynéw i aerodynamice [7], w teorii sygnalow i przetwarzania
danych [8], w teorii chaosu i dynamiki nieliniowej [9]. Liczby zespolone sa tez kluczowe przy
tworzeniu efektow filmowych, a ze wzgledu na liczne zastosowania sa wbudowane w niekto-
rych jezykach programowania, np. w Fortran czy Python [10].

To wszystko sprawia, ze liczby zespolone sa tematem omawianym na wielu kierunkach na
uczelniach wyzszych. Jednak liczba godzin przeznaczona na to zagadnienie pozwala przed-
stawi¢ shuchaczom tylko podstawy pozwalajace postugiwaé sie liczbami zespolonymi, bez
poruszania takich zagadnien, jak na przyktad analiza zespolona.

Jednym z tematow, jakie wchodza w zakres realizowanego materiatu, jest rozwiazywanie
rownan w zbiorze liczb zespolonych [11]. W ponizszym artykule chcemy rozwazyé jedno
z takich rownai, ktore rozwiaza¢ mozemy na kilka sposobow z ktorych kazdy ma pewne
walory dydaktyczne.
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2. ZESPOLONE ROWNANIE WIELOMIANOWE

2.1. Metoda pierwsza

Rozwazmy rownanie:
22 —-8=0. (1)

Jest ono oczywiscie réwnowazne réwnaniu:
2 =8, 2)

a zatem, aby znalezé rozwiazania réwnania (2), wystarczy policzy¢ pierwiastki trzeciego
stopnia z liczby 8. Mozna to zrobi¢ wykorzystujac postaé¢ trygonometryczng liczby zespo-
lonej. Latwo policzyé, ze |8| = 8, a argument tej liczby wynosi: ¢ = 0. Obliczamy zatem
pierwiastki z liczby 8 korzystajac ze wzoru na pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej
z = |z|(cos ¢ + isin @), ktore mozemy zapisa¢ w postaci [11]

2 2
wg = V/|z|(cos 9+ 2kn +isin M), (3)
n n

gdzie k =0,1,....,n — 1. A zatem

04+2-0- 0+2-0-
wo = %(COS¥+isin¥>=2(coso+isin0):2(l+0i) (4)
=2
2-1- 2-1- 2 2
w = V8 <C0SO+% + isin M%) =2 <cos gﬂ' + isin gﬂ')

=—1+3i
. 2.2 2.2
wy = %(COSM%_,_iSmu)

3
=—1—/3i.

9 4 Lis 4
cos —m +isin -7
3 3

2.2. Metoda druga

Drugi — i chyba najkrotszy — sposob rozwiazania rownania (1) polega na skorzystaniu ze
wzoru na réznice szeSciandow:
P -8=0=22-P=0= (2-2)(z?+2244) =0 =
=2=2 VvV P42 44=0=

2z =2 V Znglf\/gi \ 23:*14’\/37;.

2.3. Metoda trzecia
W trzecim sposobie rozwigzania rownania (1) wykorzystamy postaé kartezjanska liczby ze-

spolonej z. Mozemy zapisaé, ze
z=x+1y,

dla pewnych z,y € R. Wowczas rownanie (1) przyjmie postac:

(x+iy)® —8=0 = 2®+ 32%yi — 3zy® — y*i = 8. (5)
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Liczby zespolone sg sobie rowne wtedy i tylko wtedy gdy maja rowne czesci rzeczywiste
i urojone, a zatem:

22— 3z’ =38, (6a)
32y —y® = 0. (6b)
Zajmijmy si¢ rownaniem (6b):

y(322 —4?) =0 = y=0 \ (VBz—y)(V3z +4) =0 —

= y=0 V y=+3z V y=—V3uz.
Rozpatrzmy réwnanie (6a):
e dla y = 0 réwnanie (6a) przyjmuje postaé¢ 2® — 8 = 0, zatem = = 2;

e dla y = /3 réwnanie (6a) przyjmuje postaé¢ z3 — 3z - 322 — 8 = 0. Doprowadzajac
lews strone do najprostszej postaci otrzymujemy —8z% — 8 = 0, a stad z = —1;

e dla y = —v/3z rownanie (6a) przyjmuje taka sama posta¢ jak w poprzednim przypad-
ku, zatem i tu rowniez x = —1.

Podsumowujac, mamy trzy rozwiagzania ukladu rownan (6a) i (6b), (a wiec i rownania (1)):

2 =2, 29 = —1+ /3, 23 = —1—/3i.

2.4. Metoda czwarta

W czwartym sposobie rozwigzania rownania (1) wykorzystamy fakt, ze pierwiastki n-tego

n

stopnia z liczby zespolonej z dziela okrag o promieniu 7 = {/|z| na n réwnych tukow [11].
Jedno rozwigzanie rownania (1) latwo jest odgadnac:

z = 2
(argument gltowny tej liczby to ¢ = 0). Zatem pozostale pierwiastki z liczby 8 musza byé
liczbami zespolonymi o argumentach %w oraz %w (bo 27 : 3 = %71’, 0+ §7r = %7{' oraz
%ﬂ' + %ﬂ' = 2r7). Stad obliczamy (wykorzystujac wzory redukcyjne) pozostate pierwiastki

3
réwnania:

2 2
29 = 2(cos 37 +isin grr) = 2[cos(m — g) + isin(m — g)] = 2(—cos g + ising) =

1
=2(—5 + \/731') = -1+ V3,

oraz analogicznie

4 4
23 = 2(cos 37+ isin §7r) = 2[cos(m + g) + isin(m + g)] =2(— cosg - ising) =

=2(-> - ?i) =—1-V3i.

ks
2
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3. PODSUMOWANIE

Od wielu lat prowadzimy zajecia dla studentéw na roznych wydziatach Politechniki L.odz-
kiej, na ktorych matematyka nie jest przedmiotem kierunkowym. Zazwyczaj jej nauczanie
ogranicza sie do dwoch semestrow, z czego lacznie kilkanascie godzin przeznaczone jest na
wyktad i éwiczenia z liczb zespolonych. Ponadto wérod naszych studentow dosé rzadko spoty-
ka sie osoby szczegodlnie interesujace sie matematyka. Niech swiadczy o tym fakt, ze niewielu
z nich zadaje proste pytanie: "Po co sa liczby zespolone?", a jeszcze mniej z nich zna na
nie odpowiedz. Dobrze wiec, ze zagadnienie to jest omawiane na zajeciach.

Musimy przyznaé, ze podstawy teorii liczb zespolonych (dzialania oraz réwnania w zbio-
rze liczb zespolonych) sa czesto przyjmowane przez stuchaczy, ktorzy po raz pierwszy sie
z nimi spotkaja, z pewna ciekawoscia, jako co$ zaskakujacego (np. fakt, ze w zbiorze liczb
zespolonych kazde rownanie kwadratowe ma przynajmniej jedno rozwigzanie czy tez fakt,
ze pierwiastek n-tego stopnia z liczby zespolonej réznej od 0 ma n réznych wartosci). Pewna
trudnos¢ stanowi jednak koniecznos¢ postugiwania si¢ w niektoérych zadaniach trygonome-
tria (zwlaszcza wzorami redukeyjnymi).

Odnoszac si¢ bezposrednio do rownania (1), uwazamy, ze warto poswieci¢ czas na roz-
wigzanie tego rownania (badZ rownania o podobnym stopniu trudnosci) na ¢éwiczeniach
wszystkimi przedstawionymi metodami. Pierwszy sposéb pozwala na nowo przypomnieé
wprowadzona na wykladzie definicje pierwiastka n-tego stopnia w zbiorze liczb zespolonych.
Z naszych obserwacji wynika, ze studenci rzadko potrafig skojarzy¢ rozwigzywanie tego row-
nania z koniecznoscia obliczenia pierwiastkow trzeciego stopnia z liczby 8. Oczywiscie zaleta
dydaktyczna tego sposobu jest rowniez utrwalenie pojecia postaci trygonometrycznej liczby
zespolonej i wzoru Moivre’a.

Drugi sposob jest okazja do przypomnienia, ze w zbiorze liczb zespolonych kazde row-
nanie kwadratowe ma rozwiazanie oraz powtorzenie sposobu rozwigzywania takich réwnan.
W dalszym toku nauczania matematyki bedzie to dla studentéw niezbedna umiejetnoscia,
choéby przy zagadnieniach zwiazanych z réwnaniami rozniczkowymi liniowymi rzedu dru-
giego. Drugi sposob daje rowniez sposobnosé¢ poznania lub przypomnienia wzoru na roéznice
szeScianow, ktory pozwala uniknaé procedury dzielenia wielomianow.

Trzeci z kolei sposob jest okazja do przypomnienia warunku na réwnos$é¢ dwoch liczb
zespolonych zapisanych w postaci kartezjanskiej. Ponadto zaleta pod wzgledem dydaktycz-
nym jest tu koniecznos$¢ rozwigzywania otrzymanego nieliniowego ukladu réwnan i wlasci-
wego zinterpretowania otrzymanych wynikéw, z czym nierzadko studenci spotykaja sie po
raz pierwszy.

Czwarty sposob pozwala przypomnie¢ geometryczna interpretacje pierwiastkow z liczby
zespolonej. Z naszego do$wiadczenia wynika, ze przez te wszystkie lata tylko jeden student
polaczyl taka interpretacje z rozwiazaniem réwnania (1), mimo ze bylo to zagadnienie oma-
wiane na wezeéniejszych zajeciach.

Reasumujac: naszym zdaniem — mimo malej ilosci czasu, jaka mozna na zajeciach ze
studentami przeznaczy¢ na kwestie zwiagzane z liczbami zespolonymi — warto w ramach pod-
sumowania tej tematyki rozwiazac¢ zaproponowane przez nas rownanie (1) kazda z przedsta-
wionych metod. Uwazamy, ze warto to zrobi¢ nie tylko w celu uswiadomienia studentom,
Ze istnieja rozne sposoby podejscia do tego samego zadania, ale ze jest to rowniez okazja do
utrwalenia pewnych zagadnien, pojec i technik z teorii liczb zespolonych.
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