Temat 3. Termodynamiczne modele blokowe wzrostu
krysztatéw

W modelach blokowychvzrostu krysztatow wszystkie zjawiska zachgmz na powierzchni
krysztatu zostaty sprowadzone do pazgania i odiczania identycznych blokow fazy statej. Bloki
te mog, znale¢ si¢ tylko w weztach prostej sieci krystalicznej — zwykle prosigici regularnej lub
tetragonalnej.

W _termodynamicznych modelach blokowyebzwaa sk minimum energii swobodnej
granicy faz. Modele znane z literatury ima podziekk ze wzgédu na ograniczenia naktadane na
grubas¢ granicy faz cialo state-faza macierzysta:

1. Model Jacksona — granica o grétigednej warstwy blokow,
2. Model Mutaftschieva — granica dwuwarstwowa,
3. Model Temkina — bez ogranidzdla grubdci granicy faz.

W_kinematycznych modelach blokowyadlmzwaa sk sekwencje elementarnych zjawisk
opisanych poprzezrednie czstotliwosci zachodzenia. Takie modelea gtownie podstaw
komputerowych symulacji Monte Carlo

3.1. Termodynamiczny model Jacksona [1]

W modelu Jacksona roz#ena jest tylko jednaciana (001) krysztatu z uktadu regularnego
lub tetragonalnego. Warunki wzrostu krysztatiopisane dwoma parametrami:
1). Wspdiczynnik Temkinadefiniowany wzorem

40
oO=—,
gdzie 4 - liczba wszystkich bocznychsmdow statych i ciektych danego blokks — stata
Boltzmanna,T — temperatura — srednia zmiana energii na jednoaganie gdy wymieniany jest
blok z obszaru catkowicie statego z blokiem z obszatkowicie cieklego

1
:§(¢ss+q)ﬁ )_cbsf 1 (3.2)

(3.1)

gdzie Py Py, Py s negatywnymi energiami wzania blokébw odpowiednio
solid-solid, fluid-fluid, solid-fluid.

Zrywane §:
4 wigzania solid-solid,
4 wiagzania fluid-fluid,

powstaje:
8 wiazan solid-fluid.

Rys. 3.1. Przemieszczenie bloku statego pierwotnie wbudogame obszar catkowicie staty.

2). Wspétczynnik chropowacenia kinetycznegupisuje sié nagdows krystalizacji

— Mt “Hs
= , 3.3
P kgT 33)
gdzie: s — potencjat chemiczny fazy ciektej/gazowand. fluid),
Us — potencjaty chemiczne fazy statapg. solid).
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Mozna wykazéd, ze w roztworze doskonatym

B=In1+0), (3.4)
gdzieo jest wzgkdnym przesyceniem fazy macierzystej. Dla niewidikiczesyceé
B=0. (3.5)

Definicja
Roztwor doskonaty (lub mieszanina doskonata) to taktwér (mieszanina), ktéry powsdaj w
izotermiczno-izobarycznym procesie dyfuzji nie dagnzmiany olgtosci i energii wewntrzne;.

W modelu Jacksona jako termodynamiczny stan odmesi@ng. reference state) rozwa
si¢ jednowarstwow granie; faz ztazona z N = Ns + N blokow:
» Ns blokéw w obszarze w 100% statym oraz
> N; blokow w obszarze w 100% ciektym/gazowym.
Energia swobodna takiego uktadu

Fr:pSNS'FlJ.f Ns . (3.6)

Uwaga: w tym rozdziale potencjaty chemiczipg oraz i+ odnosz si¢ do zmiany funkcji Gibbsa
przy zmianie liczby cgstek o 1. Bywany jest take potencjat chemiczny odnesy sk do zmiany
liczby castek o 1 mol (np. rozdziat 1).

Gdy state i ciekte/gazowe jednostki ulegajymieszaniu energia swobodna jest réwna

F=F"+AUnix - T AShix, (3.7)

gdzie zakfad si stalg¢ F' podczas mieszania (stédopotencjatdw chemicznych)AUnmix jest
energi mieszaniaASyix jest entropi mieszania.
Energia mieszaniaAUn,x wynika z powstawania wzan typu solid-fluid w miejsce
rozrywanych wazan solid-solid oraz fluid-fluid
AU mix — q)st =kTa st/4, (38)
gdzieNgt jest liczly wigzan pomidzy blokami solid-fluid w warstwie granicznej.

Przyblzenie Bragga-Williamsa
Rozktad statystycznis/N w zaleznosci od parametrove i 3 nie zostat analitycznie znaleziony.
Cechy wspolra wszystkich trzech modeli Jacksona, Mutaftschiensa @emkina jest wykorzystanie
przyblizenia Bragga-Williamsa (zwanegaztprzyblizeniem zerowego &zlu) w celu oszacowania
Ns#/N. Zaklada si catkowicie losowe wymieszanie blokow statych oektych/gazowych. W
konsekwencji prawdopodoliistwo znalezienia bloku statego w pewnym wybranynejsecu nie
zalezy od wypetnienia miejscasiednich i jest rowne utamkowi blokow statycrad wszystkich
blokéw w warstwiexs = NJ/N. Stad wynika,ze

Nsr = 4N Xs (1 — X9 - (3.9)
Przyblizenie to prowadzi do zawgnego oszacowania licziNg w stosunku do wynikoéw symulaciji
Monte Carlo, wskazggych na preferowanie wzan migdzy blokami jednego rodzaju.

Entropia w termodynamicznym stanie odniesienia \8yno

S"'=0. (3.10)
Entropk po wymieszaniu blokow statych i ciektych/gazowyeyznaczymy ze wzoru Boltzmanna
Smix = kg In(g), (3.11)

gdzieg jest liczky sposobdw na ktére nana rozmiéci¢ N = Ns + N¢ blokow w warstwie
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N!

= : 3.12
J Ng! N¢! (3.12)
Dla duzych X stosuje si przyblizenie Sterlinga
In XI'=XIn X=X (3.13)
i otrzymujemy entro mieszania
Stix —XsIN X = (L= %) IN(L— %) . (3.14)

N kg
Wzér Boltzmanna w postaci (3.11) obawije tylko dla stanéw jednakowo prawdopodobnych,
zatem ponownie jest twzyte wspomniane wczniej przyblizenie zerowego edu.
Po podstawieniu wzoréw (3.3), (3.6), (3.8), (3.9)(3.14) do (3.7) oraz rozwigGiu
Nt = (1 - Ng) i ASnix = Snix — S’ otrzymujemy
F Mg
f(x) = =PBx (= ) tax (LX) + X Inx, + (1— %) INn(L—xg) . 3.15
(%s) Nk T Bs< kBT> Xs (1= %) + X5 InXs + (1= %) In(1— %) (3.15)
gdzie niezaleny od xs wyraz 4/ksT mazna pominé w dalszej analizie funkcjf(xs). Wykres
zalezngci f(xs) dla wybranych wartei parametrowa i B pokazano na rys. 26.3. Mua pokazé,
ze funkcja (3.15) ma jedno albo dwa minima, a krghawarté¢ Bt przy ktérej zmienia giliczba

minimow jest dana wzorem
1-41-2/a j

1++v1-2/a

Berit = i(a 1-2/a +In (3.16)

* W przypadku braku przesycerfia= O:
a < 2 - funkcjaf(xg) ma jedno minimum przys = 0,5; stabilna jest mieszanina blokoéw statych i
ciektych,
a > 2 - funkcjaf(xg) ma dwa minima, ktére przy wzde o daza do granicx; = 0 ix, = 1, tzn.
stabilne g niewymieszane obszary niemal ciekte i osobno algygzemal state.

» Wzrost przesycenif przya > 2 przyczyniagdo zaniku minimum dlas bliskiego 0, co
oznaczaze stabilna pozostaje tylko faza stata i gpgfe szybka chaotyczna krystalizacja.
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Rys. 3.2. Wykresy funkcjif(xs) danej wzorem (3.15) w zaleosci od parametrowa i (3.

Badanie liczby minimow funkcjif(xs) pozwala na okienie granicznych warkoi
parametréva i B dla ktérych zanikajbariery dla swobodnej krystalizaciji.
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Jedno minimum funkcji f(xs) przy >0
oznaczaze stabilna jest tylko faza stata i nie
14 ma bariery energetycznej dla szybkiej
chaotycznej krystalizacji — qgty mechanizm

12 ¢

081 jedno wzrostu. Naspuje silne chropowacenie
0sf nimum granicy faz.

dwa
041 minima Dwa minimafunkcji f(xs) oznaczaj, ze stabilna

jest zaréwno faza ciekta jak i stata. Wzrost

krysztatu przyp >0 mae odbywa sig przez

o= rozrastanie s§i obszarow prawie statych
2 3 4 odpowiadajcych xs=1 (np. dwuwymiarowe

Rys. 3.3. Liczba miniméw funkcjif(xs) danej zarodki, stopnie) kosztem obszaréw niemal

wzorem (3.16) w zalmosci od wartgci ciektych s bliskie 0).

parametréva i 3.

0,2 +

3.2. Termodynamiczny model Temkina [2]

Model Temkina jest rozszerzeniem modelu JacksokBwym zlikwidowano ograniczenie na
gruba¢ granicy faz. Przyjmuje sidodatkowe warunki brzegowe:
1) X =1 0raz X, = 0. (3.17)
2) Pod kadym blokiem statym znajdujecesblok staty. Zataenie to jest znane jako SOS (ang. solid
on solid). Sid
Xn+1 S Xn (318)
gdziex, = Ns, /N jest utamkiem blokow statych nrtej warstwie.

W modelu Temkina jako stan odniesienia przyjmuje giadky granie¢ faz pome¢dzy
catkowicie wypetnion warstwa nr 0 i pusi warstwg nr 1. Zmiana energii swobodnej Gibbsa
podczas chropowacenia granicy faz

AG = AG;_g +AU i —TAS, iy » (3.19)
gdzie AGs_s jest zmian wynikajaca z zasipienia blokéw statych o potencjale chemicznym
blokami ciektymi o potencjalg; i odwrotnie,AUn,x jest zmian energii wazan pomkdzy blokami
(powsta wiazania typu solid-fluid w miejsce rozrywanychag@ solid-solid oraz fluid-fluid),
ASyix jest entropi mieszania blokéw statych i ciektych.

Podczas chropowacenia granicy faz w warstwie gikowvo statejN(1 - x,) blokéw statych
zostanie wymienionych na bloki ciekte, coawe st ze zmiag potencjatlu termodynamicznego o
AU = s — Us Na jeden blok. Analogicznie pragizenieN x, blokéw statych w warstwie pogtkowo
cieklej powoduje zmiano —Ap na jeden blok. Zmiana wynikgja z przydczania i rozpuszczania

blokéw statych w calej granicy faz wynosi
0

AG¢_g = At N{ > (a- xn)—ixn:l. (3.20)
n=1

n=—co
Energe mieszania blokbw w ramach jednej warstwy wyznagz@ak samo jak w modelu
Jacksona i nagbnie sumujemy energie po wszystkich warstwach

AU iy =kgTaN > x,(1-x,). (3.21)
n=—oo
Z zalaenia SOS wynikaze maliwe konfiguracje blokéw w warstwien¢1l) mog, rozni¢ sie
tylko w miejscach potzonych ponad statymiasiadami zn-tej warstwy. V8rod tych N-x,, miejsc

jestN-xn+1 blokow statych orai(x, — X,+1) blokow ciektych. Std liczba konfiguraciji
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(NX,)! . (3.22)
(N XD TN (X = Xp0)]!
Entropia mieszania dla catej granicy faz

On+1 =

S, = kg In(g) =k n:|‘+|m (N>y)!

e LR (P T{ NIRRT

Wykorzystupc wzor Stirlinga InN! = N In N — N oraz uwzgédniajac warunki brzegowe., = 1 i
X+ = 0 po przeksztatceniach otrzymuje @acsrednie kroki przeksztatéepodano w pracy [2]):

TASjx =-KTN +Zoo‘,(xn ~ Xn+1) |n(xn - Xn+1)- (3.24)

n=—oo
Po podstawieniu wzoréw (3.20), (3.21) i (3.24) @alQ) otrzymujemy catkowdt zmiarg energii
swobodnej Gibbsa podczas chropowacenia powiergpmumtkowo gtadkiej

AG =[3|: Zol(l_ Xn)_ixn]'-a ixﬂ (L=x,) + i(xn _Xn+1)|n(xn _Xn+1)’ (3.25)

NkgT | = n=1 n=—oo n=-e
gdziea jest wspoitczynnikiem Temkina, B wspotczynnikiem chropowacenia kinetycznego.
EnergiaAG jest funkcy nieskaiczonej liczby parametrow,. W celu sprawdzenia, kiedy
granica faz bdzie stabilna, nafy znal&¢ minimum AG wzglgdem wszystkichx,. Warunkiem
koniecznym istnienia minimow jest:
O0(AG/NKT) _
0 %,

Uktad réwna (3.26) zostat rozwizany tylko na drodze numerycznej [2]. KrzywZa)

przedstawiona na rys. 26.4 rozdziela dwa charastyryne obszary:

1). Pod krzyw B(a) energiaAG posiada jedno minimum wzglem kadegox, — przy >0
mozliwy jest tylko warstwowy mechanizm wzrostu przemuivymiarowe zarodkowanie lub
wzrost spirali wokot dyslokacfrubowe.

2). Nad krzywq B(a) brak minimumAG wzglkkdem x, — brak barier termodynamicznych dla
swobodnego wzrostu krysztatu -a@y mechanizm wzrostu.

(3.23)

0 dla wszystkichx;, . (3.26)

B brak minimum G,
powierzchnia
| niestabilna

% 1 brak bariery dla krystalizacji,
wzrot ciagly,
chropowacenie kinetyczne

0,1

0,01 4
powierzchnia Jackson

0,001 1 stabilna

Temkin
0,0001 +

0,00001

1 2 3 4 L 15 2 25 3 35 a4
Rys. 3.4. Liczba miniméw funkcji AG(x) Rys. 3.5. Porownanie przewidywawg.modeli

danej wzorem (3.25) w zaleoici od  Jacksonai Temkina.
wartasci parametrowa i B.

Zniesienie ograniczena grubé¢ granicy faz w modelu Temkina prowadzi do zaualae]
zmiany krzywej a() rozdzielagcej obszary charakterystycznych mechanizmow wzrostu
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poréwnaniu do analogicznej krzywej w modelu Jacksgednake ksztatt obu krzywych jest
zblizony (rys. 26.5).
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