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WSTEP

Podstawowy kurs fizyki do§wiadczalnej dzielony jest zwykle na mechanike,
termodynamike i fizyke molekularng, elektryczno$¢ i magnetyzm, optyke, fizyke atomu i
jadra atomowego. Czasem kurs fizyki dos§wiadczalnej jest uzupetniany elementarnym
wstepem do mechaniki kwantowej. Poczatkowa czgécia kursu fizyki jest zawsze mechanika,
poniewaz inne obszary fizyki nie mogltyby by¢ studiowane bez opisu ruchu i jego przyczyn.

Kurs mechaniki zawiera kinematyke, ktoéra zajmuje si¢ opisem ruchu bez wnikania w
jego przyczyny, dynamike zajmujaca si¢ opisem przyczyn zmian ruchu oraz statyke, ktora
zajmuje si¢ stanami rownowagi uktadow ciat.

Dynamika punktu materialnego opisana jest wektorowym réwnaniem Newtona:

d—)
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dt
gdzie P =m7 jest pedem punktu zas F jest sila. Powyzsze rOwnanie jest wynikiem

do$wiadczenia i nie moze by¢ wyprowadzone z innych praw fizyki. Jest to rownanie
wektorowe rownowazne trzem réwnaniom skalarnym:

dpy
—_— F
dt X

dpy _

E
dt Y
dp,

dt  “

Aby rozwigza¢ problem mechaniczny, tzn. okresli¢ ruch ciata wynikajacy z dziatania sily F na
ciato, musimy rozwigza¢ powyzszy ukltad rownan. W niektérych przypadkach moze to by¢
nielatwym zadaniem, szczeg6lnie gdy mamy do czynienia z ruchami nieswobodnymi.
Mechanika teoretyczna oferuje metody znacznie utatwiajace rozwigzania ruchu wielu
ztozonych ukladéw fizycznych. Ten wstepny kurs mechaniki teoretycznej przedstawia
podstawowe metody mechaniki lagranzanowskiej (sformutowanej poprzez rownania
Lagrangea) oraz elementy hamiltonowskiego sformutowania mechaniki (rozdziat 3)
niezbe¢dne dla zrozumienia wstepu do mechaniki kwantowe;.

Zaktadamy, ze student zna i rozumie podstawowe pojecia i metody matematyczne w
zakresie pierwszego roku studiow fizyki, analizy matematycznej i algebry.
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1. POJECIA PODSTAWOWE

Dlugos$é i czas - dlugos¢ jest miarg rozmiardéw ciat, czas jest miarg dlugos$ci trwania
zjawisk. Definicja tych wielkosci jest w pewnym stopniu zadaniem filozoficznym.
Podczas naszych zajec¢ bedziemy uwazali obydwie te wielkosci fizyczne za
zrozumiate.

Punkt materialny — ciato o znikomych rozmiarach i skoficzonej masie. Punkt
materialny jest zwykle pewnym przyblizeniem rozwazanego ciata. Uzywajac tego
przyblizenia nalezy by¢ §wiadomym jego ograniczen. Dla przyktadu pojecie punktu
materialnego dobrze stuzy opisowi ruchu Ziemi po orbicie okolostonecznej, lecz
zawodzi gdy opisujemy ruch wirujacej piteczki pingpongowe;.

Polozenie punktu materialnego podajemy w stosunku do pewnego wybranego

uktadu wspotrzednych za pomoca wektora polozenia 77 = 7 X + 7 v+ P Z;.

Zp
2%
L]

s P(X4,Y2,23)

Rys.1.1. Polozenie punktu materialnego jest opisane za pomocq wektora

7=7 X1+ 7 y1 + I3 z1. Wybor wlasciwego uktadu wspotrzednych moze znacznie
utatwié czytelny opis zjawiska.

Zauwazmy, ze powyzsze roOwnanie zawiera w sobie dwa fundamentalne zatozenia fizyczne:

» Przestrzen fizyczna jest trojwymiarowa. Jak wiemy, zalozenie to dobrze funkcjonuje w
mechanice klasycznej, zawodzi jednak w przypadkach ruchow z predkoscia
poréwnywalng z predkoscig Swiatta lub zjawisk w bardzo silnych polach grawitacyjnych
opisywanych przez teori¢ wzglednosci.

» Jest mozliwe doktadne okreslenie potozenia punktu materialnego. Jak wiemy zatozenie to
zawodzi w mikroswiecie, gdzie zgodnie z zasadg nieoznaczono$ci Heisenberga
jednoczesne okreslenie potozenia i pedu ograniczone jest wielkoscig statej Plancka.

Jak wynika z powyzszej krotkiej dyskusji zatozenie tréjwymiarowos$ci przestrzeni fizycznej
ma duze znaczenie fizyczne.

Ruch i tor sg dane poprzez zaleznos$c od czasu wektora potozenia:
7 =7(t) (1.2)
Wektor potozenia w uktadzie kartezjanskim moze by¢ zapisany w postaci:

7)) = Lx(®)+ ] y®) + k 2(t) (1.3)
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Réwnanie (1.3) jest rtOwnowazne parametrycznym rownaniom toru:

x = x(t)
y =y (1.4)
z = 2z(t)

Zaktadamy, ze funkcje (1.4) sg podwojnie rézniczkowalne.
Predkos$¢ punktu materialnego jest dana przez:
- _d7 _ 5
v=_-=7 (1.5)
Mamy wigc:
?=%(x(t)_i)+y(t)7)+z(t) ?) = xT+ 9] + 2k (1.6)

Odleglos¢ przebywana przez punkt materialny rowna jest dtugosci toru i dana jest przez:

s= 50 = £ (&) + (2 + (%) a a7

Rozwazmy wyraZeniedF/ ds (1ys.1.2). dr jest wektorem stycznym do toru gdy |d7| dazy do

zera. Wielkos$¢ df/ ds jest przeto wektorem jednostkowym stycznym do toru ruchu.

A

4 —
y dr dr unit vector tangent
'ds to the trajectory
To
r
L+dr=T

e
X

Rys.1.2. Wektor % jest styczny do toru ruchu i jest wektorem jednostkowym poniewaz diugosé
rozniczkowo matej zmiany wektora potozenia dr dla rozniczkowo matej zmiany czasu dt jest
rowna odlegtosci ds przebytej przez poruszajgcy sie punkt materialny.

Wektor potozenia moze by¢ uwazany za funkcj¢ ztozona postaci 7 = 7(s(t)). Stosujac wektor

ar . . <
styczny — przestawiony na rys.1.2 mozemy napisac:

dar d# ds -
p="=""y (1.8)
dt ds dt



t jest tutaj wektorem jednostkowym stycznym do toru ruchu punktu, v jest szybkoscia, s jest
dlugoscia toru przebytego w czasie ruchu. Z roéwnania (1.8) wynika ze w przypadku ruchu
krzywoliniowego predkos¢ jest styczna do toru ruchu.

Przyspieszenie punktu materialnego jest zdefiniowane réwnaniem:

-

- d .= =g .7 o> > P
a=—=E(xl+y]+zk)=xl+y]+Zk 1.9
1.1. Skladowe styczna i normalna przyspieszenia

Zatozmy ze dany jest ruch krzywoliniowy o torze przedstawionym na rys.1.3.

A

tangential acceleration

normal acceleration

Rys.1.3. Przyktad toru ruchu krzywoliniowego. p jest promieniem krzywizny toru w punkcie P.
Wersory 1 i t sq jednostkowymi wektorami odpowiednio normalnym i prostopadtym do toru
ruchu w punkcie P.

Zalezno$¢ pomigdzy szybko$cig zmiany wersora t i promieniem krzywizny okresla
roOwnanie Freneta:
at _

= (1.10)

SRR

W ktérym ds. jest rozniczkowg dhugo$cia przebytego przez poruszajacy sie punkt toru. dt/ds
opisuje zmiane kierunku wersora t ktora jest odwrotnie proporcjonalna do warto$ci promienia
krzywizny toru p. Obliczmy przyspieszenie w ruchu krzywoliniowym po torze przedstawionym
narys. 1.10.

v 2 2 2 3 2 3 2 z,
i=2=2(S0) =Sl =vi+v T =vi+v i T =0 + (1.12)
Otrzymujemy wigc ze styczna do toru ruchu sktadowa przyspieszenia wynosi:

a;=v (1.12)
za$ sktadowa normalna do toru ruchu ma postac:
a, = ﬁ (1.23)
yo,



W przypadku jednostajnego ruchu po okrggu sktadowa normalna przyjmuje dobrze znang
postac:

(1.14)

gdzie R jest promieniem okrggu.

1.2. Radialna i transwersalna skladowa predkosci i przyspieszenia

Zatézmy, ze mamy do czynienia z ptaskim ruchem krzywoliniowym opisanym w
ustalonym uktadzie wspotrzednych (rys.1.4). Niech wektor potozenia # okresla potozenie
punktu w pewnej chwili czasu. Sktadowe dowolnego wektora (np. predkosci lub
przyspieszenia) wzdluz kierunku bgdacego przedtuzeniem wektora potozenia nosza nazwe
sktadowych radialnych, sktadowe wzdhuz kierunku prostopadtego do kierunku sktadowych
radialnych zwane sg sktadowymi transwersalnymi. Znajomo$¢ sktadowych radialnych i
transwersalnych predkosci i przyspieszenia jest pozyteczna przy rozwigzywaniu licznych
probleméw mechanicznych dotyczacych ruchdéw plaskich.

v A
direction parallel to
the position vector radial acceleration
@ vector of acceleration
N S P

transversal acceleration

1

1

' direction perpendicular to
: the position vector

T the victor of position

-
-

1
b
(| e X -

=
1

Rys.1.4. Radialna i transwersalna sktadowa przyspieszenia w punkcie P.
PotozZenie punktu na plaszczyznie dane jest rownaniem:
r=xt+yJ (1.15)
Na ptaszczyznie zespolonej potozenie punktu mozna zapisa¢ na dwa sposoby:
z=x+iy=re® (1.16)

gdzie i =+/—1 jest jednostka urojong zas ¢ jest katem pokazanym na rys.1.4. Rézniczkujac

(1.16) wzgledem czasu otrzymujemy:
z=re" +irge” = (i +irg)e”
A (1.17)
=i —rg? + (20 + rp)le”

Obliczajac rzeczywista 1 urojong cz¢s¢ tych wyrazen otrzymujemy sktadowe predkosci 1
przyspieszenia wzdluz osi x 1 y. Aby otrzymac sktadowe radialng i transwersalng musimy
obroci¢ uktad wspotrzednych o kat ¢ jak pokazano na rys.1.5.



=

Rys.1.5. Aby znalezé skladowe wektora v w ,,czerwonym” uktadzie wspotrzednych musimy
obrocic uktad o kgt ¢.

Wektor v w ,,czarnym” uktadzie wspotrzednych jest dany przez:

v, +iv, =ve"’ (1.18)
Natomiast w ukfadzie “czerwonym” dany jest przez:

v, +iv, = ve' ) (1.19)

pr 1 pr sa sktadowymi rownolegla i prostopadia do wektora potozenia 7, innymi stowy sg to
sktadowe radialna i transwersalna. Wynika stad Ze aby otrzymac sktadowe radialng i
transwersalng predkosci i przyspieszenia nalezy pomnozy¢ réwnania (1.17) przez exp(ip). W
rezultacie otrzymujemy:

Skladowe radialne Sktadowe transwersalne
predkos¢ f re
przyspieszenie i —re? 2rp+re

1.3. Sila i ruch, druga zasada dynamiki Newtona

Z punktu widzenia mechaniki skutkiem przylozenia sity do ciata jest zmiana ruchu
tego ciata. Miarg zmiany ruchu jest przyspieszenia, relacja pomiedzy wielkoscig dziatajacej
sity a spowodowanym przez te sit¢ przyspieszeniem znana jest jako Il zasada dynamiki
Newtona:

md =mr=F (1.20)
m jest tutaj masg bezwladng ciala. Jesli przytozymy t¢ samg sit¢ do pewnej ilosci ciat to
otrzymamy zwigzki:

myd; = mpd; = (m; + m;)d;y; (1.21)
Wynika z powyzszych rownan ze masa jest wielko$cig addytywna, tzn.:
gdzie mj+j jest masg ciala sktadajacego si¢ z ciat o masach m; oraz m;.

Roéwnanie (1.20) jest rownowazne trzem rOwnaniom skalarnym:



mx =F,
mj = F, (1.22)

mz=F

z

Biorac pod uwagg zwigzek F=dv Ut otrzymujemy (zaktadajac stalo$¢ masy m):
b _ (1.23)
dt

Roéwnanie (1.23) jest bardziej ogodlng forma rownania (1.20). Obliczajac catke (1.23)
wzgledem czasu otrzymujemy:

j‘%dﬁﬁ—ﬁo:jfdf (1.24)

Catka Iﬁdt zwana jest popedem sily F .
)

WSTAWKA: Gdy poped sily jest rowny zeru, ped ciata pozostaje statly. Prowadzi to do
zasady zachowania pedu. Poped sity moze by¢ rowny zeru albo gdy sita jest rowna zeru lub
gdy czas dziatania sity jest rowny (bliski) zeru.

1.3.1. Zasada zachowania pedu
Gdy poped sity jest rowny zeru zachodzi:

P =Dy (1.25)

co oznacza ze ped ciata pozostaje staty.

1.3.2. Zasada zachowania energii, pole potencjalne
Zaldzmy, ze na poruszajacy si¢ punkt materialny dziata zalezna od czasu sita F(t).
Roéwnanie ruchu tego ciata ma wtedy postac:

mi = F(t) (1.26)

Mnozac (1.26) przez wektor predkosci v i biorac pod uwage di (\7 ? ) =2VV otrzymujemy:
t

d (’”gz}ﬁv (1.27)

drl 2

=2

Oznaczajac energi¢ kinetyczna =T otrzymujemy:

ar _ m (1.28)

Calkujac obydwie strony réwnania (1.28) dostajemy:



[ ar=1-1, = [ Frar (1.29)

1} fy

R

—
ASi = [AxisAYiJAZi]

P

=
'

Rys.1.6. Ruch punktu materialnego po krzywej C pod wplywem sity F ®.

Rozwazmy prawa strone roéwnania (1.29). Zaré6wno sita F jak i predkos¢ sg zaleznymi od czasu

wektorami (rys.1.6). Catka po prawej stronie rownania moze by¢ przeksztatcona nastepujaco:
t

jﬁvdt = (B, + v, + Ev it =1im Y (F,v, + F,v, +F,v, At =
! : n=>o0 &= r b Y

(1.30)

n=ow 4
= F F

n P P
lim Y (F, Ax, + F, Ay, + F, Az,)= [ Fdx+ Fdy + F.dz = [ Fds
i=1
P P - )
Wyrazenie Idex +Fdy+F.dz= jF ds jest catkg krzywoliniowg I rowne jest pracy sity F
B R

wykonanej na krzywej C pomiedzy punktami Po i P.

1.3.2.1. Pole potencjalne i pole zachowawcze (konserwatywne)

Zalézmy ze w trojwymiarowej przestrzeni istnieje funkcja skalarna V (7, t) taka, ze w
kazdym punkcie tej przestrzeni sita dziatajgca na ciato umieszczone w tym punkcie jest
rowna:

F =—gradV (¥,1) (1.31)
Funkcja V(#,t) nosi nazwe potencjatu pola. Jesli potencjat pola skalarnego jest niezalezny od

czasu pole takie jest polem zachowawczym. Praca wykonana przez site F w polu
zachowawczym wynosi:

.
ja—de+a—de+a—de (1.32)

P P
W = |Fds = gradvds = -
J- ° I sraara Ox oy 0z

) ) B

WSTAWKA MATEMATYCZNA: Wyrazenie f,(x,y,z)dx+ f,(x,y,z)dy + f5(x,y,z)dz

Jjest rozniczkg zupetng jesli istnieje taka funkcja U(x,y,z) Ze spetnione jest nasteoujgce
rownanie:
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Pl

oU

—=1, (1.33)
oy

oU

o

Catka krzywoliniowa rozniczki zupetnej ma postac:
P
[totdiff.=UP)-U(R,) (1.34)
B

Biorac pod uwagge wiasciwos¢ (11.34) catki krzywoliniowej rézniczki zupelnej otrzymujemy
ponizsze wyrazenie na prace sity w polu zachowawczym:

W= Fds =~V (7) -V (%) =V (%) -V (7) (1.35)
Mamy wigc:
V(F)=PTEQ——TﬁhE (1.36)

PO
Z rownania (1.36) wynika, ze potencjat jest wielko$cia wzgledna, tzn. aby okresli¢ potencjat
pola w pewnym punkcie musimy zdefiniowa¢ potencjat w jakim$ innym punkcie przyjetym
jako punkt odniesienia.
Laczac rownania (1.36) i (1.26) otrzymujemy prawo zachowania energii:
V+T = Vo + To = constant (1.37)

1.3.3. Zasada zachowania momentu pedu

Zalézmy ze punkt materialny porusza si¢ w przestrzeni trojwymiarowej (rys.1.7).
Roéwnanie ruchu ma postac:

d(mv) =
o=k (1.38)

Mnozac (1.38) przez wektor wodzacy 7 x otrzymujemy:

de(mﬁ)

—FxF 1.39
” (1.39)

Biorgc pod uwage ze v x mv =0 dostajemy ostatecznie:

di(rxmﬁ)zfxﬁ’

6; (1.40)
> _-D

dt
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i s
p=mv

S

Rys.1.7. Ruch punktu materialnego w przestrzeni 3D.

=b

gdzie J=Fxmy jest momentem pedua D =7 x F jest momentem dzialajacej sity
wzgledem punktu zerowego przyjetego uktadu wspotrzednych. Z definicji wektora momentu
pedu wynika ze jest on prostopadly zarowno do wektora potozenia 7 jak i do wektora pedu
my , tzn. jest wektor momentu pedu prostopadty do ptaszczyzny ruchu. Jezeli w danym ruchu
moment sity D wynosi zero, wektor momentu pedu pozostaje staty, mamy wiec do czynienia
z ruchem plaskim.

1.4. Ruch w polu sil centralnych

Sita centralna jest zdefiniowana réwnaniem:

F=_F (1.41)
r

gdzie 7 jest wektorem potozenia, r jest jego dtugoscig wigc % jest wektorem jednostkowym

réwnoleglym do wektora polozenia (rys.1.8). Moment takiej sity centralnej wzgledem punktu

T
Fi1=TF;: F>0
’
4
4
. /
4 - =
r
”,f"fl R=Thi <0
- —

Rys. 1.8. Definicja sily centralnej

zerowego uktadu wspotrzednych wynosi:

D=rx

~ |y

F=0 (1.42)

Jak wynika z rownania (1.42) ruch w polu sit centralnych jest ruchem plaskim. Pokazemy ze
jesli potencjat pola sit zalezy tylko od odleglosci od centrum pola, czyli od dtugosci wektora
potozenia to takie pole jest polem sit centralnych.
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Zatozmy ze mamy do czynienia z polem zachowawczym i1 ze V=V(r). Obliczmy site
dzialajaca na umieszczone w takim polu ciato biorgc pod uwage ze V(r(x,y,z)) jest funkcja
ztozona:

ﬁ:—gradV(r)—— 18_V+~8V Ea—V =
Ox oy 0z

(dV@r - dV or EdV@r]

+j——+
dr ox 7 dr oy dr oz
(1.43)

dV y > z _

1/x +y’+2° 1/x2+y2+22 VXY 4z’
vl - - dv r
=———\ix+ jy+kz)=———
dr r( 7 Z) dr r

1.4.1. Wzor Bineta
Jak pokazalismy wyzej, ruch w polu sit centralnych jest ruchem ptaskim, mozliwy jest
wiec opis tego ruchu we wspotrzednych biegunowych. Znajdziemy rownanie ruchu w polu sit
centralnych we wspétrzednych biegunowych, tzn. rownanie stuzgce znalezieniu rownania toru
w postaci r=r(9).
Moment pedu poruszajacego sie punktu materialnego jest dany przez':
= |77 X m\7| =mrv, =mr'g (1.44)

Roéwnanie ruchu w polu sit centralnych ma postac:

mazprﬁ /ol (1.45)
r r

otrzymujemy wigc:

ma, =F, (1.46)
gdzie a, jest radialng sktadowa przyspieszenia a F; jest sita centralng (zerowy punkt uktadu
wspoétrzednych jest w centrum pola). Uwzgledniajgc wyrazenie na radialng sktadowa
przyspieszenia (1.44) otrzymujemy uktad rownan:

.

i =rg)=F, (1.47)

J=mr’g

Aby otrzymac rownanie na tor ruchu w postaci r=r(¢) musimy wyeliminowac z powyzszego
uktadu réwnan czas. Wektor potozenia moze by¢ uwazany za funkcj¢ ztozong postaci
r=r(¢(t)), mamy wiec:

1,)
,;:ﬂ(é':ﬂ J __J \r) (1.48)

d¢ d¢ mr’ m d¢

! Poniewaz mamy do czynienia z ruchem plaskim, mozemy uzywa¢ skalarnej wartosci momentu pedu. Wektor
momentu pedu jest prostopadty do stalej ptaszczyzny ruchu, wigc jego kierunek nie ulega zmianie.
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bl o

_drdg_dir J _ J
d¢ dt d¢ mr’® m mr2 m2r2 d¢’
JZ
ml — 1.50
1 ostatecznie otrzymujemy:
L
- J? r 1 ; .
—_— +—¢=F wzor Bineta (1.51)

mr® | d¢® 7 '

Roéwnanie (1.51) znane jest jako wzor Bineta. Uzyjmy tego wzoru do rozwigzania ruchu w

polu sit centralnych w ktorym sita radialna ma posta¢ F, = —k% .
r

PRZYKEAD: Sita centralna jest postaci F. = —kL2 . Wzor Bineta:
r

1
N GG .
2 | dp? (= — mamy wiec:

2 1
d (;) 1 km dst. 1 o .
e S =7 podstawmy ; = Xx iotrzymujemy:

. L . km . .
Rozwigzaniem jest funkcja x = Acos ¢+ ? wiec ostatecznie mamy:

]2

— km

r = e
1+— cos @

Powyzsze rownanie jest rownaniem jednej z krzywych stozkowych. Dla

odpowiednio malych wartosci momentu pedu jest to rownanie elipsy’.

1.5. Ruch nieswobodnego punktu materialnego

Przypus$émy, ze ruch punktu materialnego jest ograniczony do powierzchni kuli, ktorej
srodek znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych (Rys.1.9).

S
l+e-cos¢
hiperbole.

. Jesli e<1 otrzymujemy elipse, jesli e=1 otrzymujemy paraboleg, jesli e>1 otrzymujemy
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: Rys.1.9. Ruch punktu materialnego ograniczony
do powierzchni kuli o promieniu R.

A - Wspotrzedne tego punktu musza przeto spetniaé
o réwnanie kuli:
’ x*+y*+z =R’ (1.52)

Roéwnanie to przedstawia ograniczenie ruchu punktu materialnego i zwane jest rownaniem
wiezOow.
PRZYKEAD 1: Punkt porusza si¢ po powierzchni pionowego walca. Promien
podstawy walca rosnie liniowo w czasie (Rys.1.10).

(x,y.2)

p=pgt pit

Rys.1.10. Punkt na powierzchni pionowego walca.

Wspotrzedne (x,y,z) punktu pozostajgcego na powierzchni walca spelniajq rownanie
Xyt =potpt.

PRZYKEAD 2: Punkt porusza sie we wnetrzu kuli z rys.1.9. W takim przypadku
réwnanie wiezoéw jest nieréwnosciq: x> +y* +z° —R* <0 lub x*+y*+z°-R*<0
w zaleznosci od tego czy punkt porusza sie tylko we wnetrzu kuli czy tez takze na jej
powierzchni.

PRZYKEAD 3: Punkt porusza sie po okregu w ptaszczyznie xz (Rys.1.11).

(X0,0,20)

Y

Rys.1.11. Punkt na okregu w plaszczyznie xz.

(x=x,F +(z=2,F ~ R =0

y=0

PRZYKEAD 4: Ruch punktu jest ograniczony do powierzchni kuli poruszajgcej sie
jednostajnie w przestrzeni:

(x—at) +(y—bt) +(z—ct) =R* =0

rownania wigzow
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W ogo6lnosci punkt materialny (lub uktad punktow materialnych) nie ma peilnej swobody
ruchu. Najczgsciej potozenie punktu (uktadu punktéw) musi spetnia¢ pewne geometryczne
ograniczenia zwane wi¢zami. Jesli rownania (lub nierdwnosci) wigzéw moga by¢ zapisane w
postaci:

f(x,y,z,t)=0 lub f(x,y,z,6)<0 albo f(x,y,2z,6)>0 (1.53)

Mowimy ze wiezy sg wigzami HOLONOMICZNYMI. Niekiedy réwnania wigzow zawieraja
pochodne wspotrzednych wzgledem czasu, sg wigc postaci:

f(x,y,z,x,9,2,t)=0 or f(x,y,z,x,y,2,6)<0 or f(x,y,z,%,p,2,t)>0 (1.54)
Ten rodzaj wigzé6w nosi nazwe wiezow nicholonomicznych.

Jesli rbwnania wigzow nie zawierajg czasu, méwimy ze mamy do czynienia z wi¢zami
SKLERONOMICZNYMI, w przeciwnym przypadku wiezy sa REONOMICZNE. Wiezy
dane rownaniami sg wiezami DWUSTRONNYMI, wigzy wyrazone za pomocg nieroOwnosci
sa wigzami JEDNOSTRONNYMI.

Wiezy sa wigc geometrycznymi lub kinematycznymi ograniczeniami mozliwosci
ruchu ciata (uktadu ciat). Mowimy wowczas ze ciato (uktad cial) poddany jest dziataniu
wiezéw danych réwnaniami (1.53) lub nieréwnosciami (1.54).

1.5.1. Sily reakcji wiezow, praca sit wigzow

Roéwnanie ruchu punktu materialnego poddanego dziataniu wigzow ma postac:

mr=F +F, (1.55)

gdzie F jest sita dzialajaca na punkta F " jest sita reakcji wigzow. Z doswiadczenia wynika
ze sily reakcji wiezow sq prostopadle do powierzchni wigzow pod warunkiem ze sily tarcia

sq wlgczone do sil danych, wyrazonych w rownaniu (1.55) przez F . Jesli tak, to to sita
reakcji wigzow w przypadku ruchu po powierzchni danej rownaniem f(x,y,z) dana jest przez:

F,=A-grad(f) (1.56)

W przypadku ruchu punktu materialnego po krzywej danej rownaniami fi(x,y,z)=0 oraz

F

curve of intersection of
the two surfaces

Rys. 1.12. Sily reakcji wynikajgce z oddzialywania z dwiema ptaszczyznami. Sita reakcji jest
kombinacjq liniowg dwu sit reakcji F; i F> (rownanie (1.57)).

f(x,y,z)=0 (Rys.1.12) sita reakcji wigzow jest dana przez:

F,=2-grad(f)+2,-grad(f,) (1.57)
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1.5.2. Praca sit reakcji wiezow

W przypadku ruchu po powierzchni zdefiniowanej rownaniem f(x,y,z)=0 praca sit reakcji
wiezoéw dana jest przez:

W, =F,-ds = Agrad(f)-rdt (1.58)
Dla wiezéw skleronomicznych mamy:

Oz%zg)&vt%jﬂrg—]z{z':gmd(f)? (1.59)

Poniewaz wektor 7 jest prostopadly do wektora grad(f) , praca sit reakcji wiezow w
przypadku wigzow skleronomicznych jest rowna zeru. Dla wigzéw reonomicznych mamy:

0-L T ¥ VoY graaly) i+ L

(1.60)
dt Ox oy 0z ot

Poniewaz pochodna Y o Jestw ogo6lnosci rézna od zera, praca sit reakcji rozni si¢ od zera

dla przypadku wigzoéw reonomicznych.

1.5.3. Motion at a surface — equation of motion
Zatdzmy, ze punkt materialny porusza si¢ po powierzchni F(x,y,z,t) pod dziataniem

sity F . Réwnanie ruchu tego punktu ma postaé:
mi =F +F, =F + Agrad(f)
f(x,y,z,t=0

Celem jest wyeliminowac z powyzszych réwnan A(t) (ktére moze by¢ funkcjg czasu) aby
otrzymac réwnanie ruchu w postaci:

(1.61)

m#:f+function(f,?,l7) (1.62)

Pierwsza pochodna f(x,y,z,t) ma postac:
ﬁzgﬂgw%ﬂ@:gmd(f)-ﬂ@ (1.63)
dt Ox oy 0z ot ot

Druga pochodna wynosi:

a’f = - d d of
= d\f)+r— d +—— 1.64
= rgrad(f)+ 7 —(grad(f))+—— (1.64)
Biorac pod uwage (1.64) 1 (1.61) otrzymujemy:
mr = F + Agrad (f) (1.65)
gdzie A jest postaci:
—m(?dgmd(f)wtdafj—ﬁgrad(f)
p) dt dt ot
= > (1.66)
(grad (1))

Powyzsze réwnania sg do$¢ skomplikowane i cho¢ mozna je czesto rozwigza¢ numerycznie,
ich przydatnos¢ jest niewielka, istniejag bowiem znacznie bardziej poreczne metody
rozwigzywania tego typu zagadnien.
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1.5.4. Ruch po krzywej — rownanie ruchu
W przypadku ruchu po krzywej zdefiniowanej przez przecigcie dwu plaszczyzn
f1(x,y,z) 1 £2(x,y,z) uktad réwnan ruchu ma postac:

mr = F+ﬂqgrad(f1)+ /”tzgrad(fz)
£, y,2,6)=0 (1.67)
fz(x,y,z,t)=0

Mozliwe jest wyeliminowanie A1 1 A2 z powyzszego uktadu rownan aby otrzymaé rownanie
ruchu w postaci:

mr =F+functi0n(?,l7,ﬁ,f2) (1.68)

jednak otrzymane w rezultacie rownania sg tak zlozone Ze ich uzyteczno$¢ jest znikoma.
Mozna jednak otrzymac wiele pozytecznych informacji o ruchu bez doktadnego rozwigzania
tego uktadu rownan. Przedstawione nizej rozwazania sa rowniez okazja do zapoznania si¢ z
pojeciem funkcji specjalnych i poznania jednej z takich funkcji zwanej funkcja I'.

Pomnézmy réwnania (1.67) przez wersor ¢ styczny do toru ruchu:

A +F, -1

3
S & &
[ —.

+ T
S~

ma, = F, (1.69)
ma, = I,
gdzie a, styczng sktadowa przyspieszenia, F, jest styczna sktadowa przylozone;j sity.

F, .- =0 poniewaz sita reakcji wigzow jest prostopadta do toru ruchu. Otrzymujemy wiec:
ms =F, (1.70)

s jest odlegtoscia przebyta przez punkt, jest to dtugos¢ tuku krzyej pomiedzy poczatkowym i
koncowym punktem ruchu. Zastosujmy réwnania (1.69) do rozwigzania zagadnienia wahdta
matematycznego przy amplitudzie ruchu wahadta rownej n/2 (rys.1.13).

F;=mgsina

Rys.1.13. Wahadto matematyczne. Amplituda ruchu wynosi /2.
Styczna sktadowa sity wynosi:

F, =-mgsina (1.71)
otrzymujemy wigc:
ms = —mg sin o (1.72)

Biorgc pod uwage zaleznosci geometryczne s =Ila i § =l& otrzymujemy:
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a= —%sin a mnozac przez /-o (1.73)
dd:—%a'zsina (1.74)
Biorac pod uwagg ze li(022)= aad i M =—sina -a otrzymujemy:
2 dt dt
Ld (;2)- _gdleosa) (1.75)
2 dt [ dt
Calkujac powyzsze rownaie mamy:
%dz :§cosa+C (1.76)
C jest stata. Poniewaz o =0 gdy a=0 stata C=0, mamy wigc:
LIPEI - oay (1.77)
2 /
Przeksztatcajac powyzsze rownanie otrzymujemy:
d_a 2g cosa (1.78)
dt

Rozdzielajac zmienne mamy:

da [2g
= |==dt 1.79
Jeosa / ( )

Catkujac roéwnanie (1.79) dla katéw od 0 do n/2 dostajemy:

7r/2 2g \/7
dt = 1.80
\/ cosao \/7 I ( )

Calka po leweJ stronie tego roGwnania nie moze by¢ wyrazona przez zadng funkcje
algebraiczng, trygonometryczng itp. Dla obliczenie tej catki zdefiniujemy funkcje I'.

1.5.4.1. Funkcje I i B

Definicja funkcji I ma postaé:
F(p)z_[x”_le_xdx (1.81)
0

Udowodnimy nastgpujaca zaleznos$¢ rekurencyjna:

I(p+D=pL(p) (1.82)

Korzystajac z definicji (1.81) otrzymujemy I'(p+1) = jx” e “dx. Obliczajac t¢ calke przez
0

czg$ci otrzymujemy:
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I'(p+1)=—x"e™ ff—pTxp_l (— e )dx = pJ.x”_le_de = pl'(p) (1.83)

0

Rys.1.14. Funkcja I” w przedziatach (-5,5) i (0,4)°.

/2

Forp=1I'(1) = Ie_xdx =1, for p=2 I'(2)=1-T'(1)=1, for p=3 I'(3)=2-1=2, and in general:

0

I'(n+1)=n! (1.84)
Ksztalt funkcji I’ w przedziale wartosci p (-5,5) jest pokazany na Rys.1.14.

Definicja funkcji Beta ma postac:

/2

B(p,q)=2 j (sin @) (cos Oy d6O (1.85)

Zwiazek pomigdzy funkcjami I' I B ma postac:

_I(pI'(q)
Bp.q) ot a)

Dla p=1/2 i g=1/4 funkcja 3 ma postac:

ll :7[/2 %1 :Z 2_g
,5(2,4j J.(cosa) da 4\/T (1.87)

0

(1.86)

otrzymujemy wigc:

T e 11 w (1.89)
4\Fz [2’4j r[ j

Biorac pod uwagg ze:

AW

3 Wikipedia
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r (%) = 1.7724538509 T G) = 3.6256099082 I G) = 1.2254167024

otrzymujemy zwigzek:

T;7.4163\/z (1.89)
g

Jak wida¢ okres ruchu wahadta przy amplitudzie ruchu réwnej n/2 istotnie r6zzni si¢ od

okresu dla matych wychylen wynoszacego T = 6,28 \/g .

1.6. Zasada D’Alemberta

Zasada d’Alemberta jest inng, rtownowazng formg réwnan ruchu. Skorzystamy z tej zasady
przy wyprowadzaniu rownan Lagrangea. Rozwazymy trzy przypadki ruchu punktu
materialnego.

1.6.1. Swobodny punkt materialny
Zasada d’Alemberta dla swobodnego punktu materialnego ma postac:

(F = mit ) =0 (1.90)

gdzie o jest dowolnym wektorem. Pokazemy ze taka posta¢ zasady d’ Alemberta jest
réwnowazna Il zasadzie dynamiki Newtona.

—

F=mr (1.91)
LJesli F=mr to F—mr = 0, wiec mnozac przez dowolny wektor o otrzymujemy
(F —mr)oi =0.

II: Jesli (ﬁ’ —mr )5;7 =0 dla dowolnego wektora & , to moze to by¢ prawda tylko jesli
F-mr=0 co prowadzi do II zasady dynamiki Newtona.

1.6.2. Ruch punktu materialnego na powierzchni
Roéwnanie ruchu Newtona ma w takim przypadku postac:

mr = F + Agrad ()
f(F,1)=0

Pokazemy ze powyzsze roOwnania sg rownowazne zasadzie d’Alemberta, ktora w przypadku
ruchu punktu materialnego po powierzchni ma postac:

(ﬁ'—m?)§f =0
f(7.1)=0 (1.93)
grad(f)-&F =0

(1.92)

W tym przypadku wektor o nie jest dowolny lecz spetnia dodatkowy warunek
grad(f)-é’fzo.

I: Jesli przemnozymy réwnanie mr = F + Agrad ( f ) przez wektor & spetniajacy warunek

grad( f ) or =0 otrzymujemy natychmiast rownanie (1.93).
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II: Pomno6zmy trzecie réwnanie uktadu (1.93) przez (na razie) dowolny wspdiczynnik A 1
dodajmy wynik do réwnanie pierwszego (1.93). Otrzymujemy:

(F + Agrad (f)- mi J7 =0 (1.94)
Przeanalizujmy natozony na wektor 6r warunek grad ( f ) oF =0ktory mozna zapisaé w
postaci:

P51 5.9 5 -
6x&+8y5y+8z& 0 (1.95)

Wektor grad(f) nie moze by¢ rOwny zeru co oznacza ze przynajmniej jedna z jego

o

sktadowych jest r6zna od zera. Zatozmy ze ™ # 0. X-owa skltadowa o jest wigc rowna:

X
(o af&j
St = (ﬁy@}-’_@z

a
ox

(1.96)

Z réwnania (1.96) wynika ze sktadowe dy 1 8z pozostajag dowolne i niezalezne, lecz sktadowa
dx jest wyznaczona wartosciami dwu pozostatych sktadowych oF . Zapiszmy réwnanie (1.94)
W postaci:

X 0z

(X+ﬂzl—mx‘j5x+(}’+/1%—mj}j@z+(z+ﬂg—méjdz:0 (1.97)

X,Y i Z sa sktadowymi sity F . O wspolczynniku A zaktadalismy do tej chwili ze moze
przyjmowac¢ dowolng warto$¢. Ustalamy teraz takg warto$¢ wspodiczynnika A ze spetnione jest
réwnanie:

X+/1@—m)'c'=0 (1.98)
ox
Oznacza to ze A przyjmuje wartos¢ A = mxa; . Jest to mozliwe poniewaz zatozyliSmy ze
ox
of , . ) . .
™ # 0. Rownanie (1.97) jest wigc zredukowane do postaci:
X
(Y+l@—mj}jéj/+(2+lg—méj&=0 (1.99)
oy 0z

Powyzsze rownanie musi by¢ spetnione dla dowolnych wartosci dy i dz. Jest to mozliwe tylko
wtedy gdy:

Y+/1g—mj}:0 (1.100)
oy
oraz
229 0 (1.101)
0z

Roéwnania (1.98), (1.100) oraz (1.101) sg rownowazne rownaniu (1.92).
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1.6.3. Ruch punktu materialnego wzdtuz krzywej
Roéwnania ruchu punktu poruszajacego si¢ wzdtuz krzywej majg postac:

F=F+ Agrad(f;)+ A,grad(f,)
fi(7.r)=0 (1.102)
£(F,1)=0
fi (77 , t) =0 and fz(F , t) =0 s3 rbwnaniami dwu powierzchni przecinajacych si¢ wzdtuz
zdefiniowanej w ten sposob krzywej. Obydwie te funkcje musza by¢ od siebie niezalezne aby

nie wyznaczaly dwu ptaszczyzn réwnolegtych. Udowodnimy ze réwnania (1.102) sg
rownowazne zasadzie d’ Alemberta zapisanej w postaci:

(ﬁ—m?)é? =0

fi(7.1)=0

£,(7.1)=0 (1.103)
grad(f,)-& =0

grad(f,)-& =0

I: Jesli przemnozymy pierwsze rownanie (1.102) przez wektor o spehniajgcy warunki
grad(fl)- o =0 and grad(fz)- or =0 otrzymamy pierwsze z rownan (1.103).
II: Przemno6zmy ostatnie dwa z réwnan (1.103) przez (na razie) dowolne wspotczynniki A; i
A2 1 dodajmy je do pierwszego z réwnan (1.103). Otrzymujemy:
(F + Agrad (f,)+ Aygrad (f,) - mi )7 = 0 (1.104)
Réwnanie 1.104) mozna zapisa¢ w postaci:
(X+21%+/12%—mjéj5x+(}’+ﬂ1%Jr/iz%—mj}jéjML
ox ox oy

3
4 (1.105)

+ Z+21%+/1 %—mé oz=0
oz oz

WSTAWKA MATEMATYCZNA:

Funkcje zaleZne i niezaleine

Rozwazmy zbior m funkcji n zmiennych fi(x1, ...,xn), ..., fm(X1, ....Xn). Zalozmy Ze wartosci
Jednej z tych funkcji fi(xi,...,x») sq jednoznacznie wyznaczone przez inne funkcje:

St .. xn) =1, ... fi-1fi+1, o fm)

Funkcja f; jest zalezna od pozostalych funkcji zbioru. Jesli Zadna z funkcji zbioru nie
jest zalezna od pozostatych funkcji to taki zbior funkcji jest zbiorem funkcji

niezaleznych.
EXAMPLE: Dla trzech funkcji:

fl(xla"-axn): XXy — X3

fz(xl,‘..,xn): XX + X,
f3(xl,‘..,xn)= (xlz +1 xz2 + x32)— (xl2 - l)x2x3 - xl(xz2 —x3)2

Spetniona jest tozsamosc:

== hh 1
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Uktad funkcji niezalenych
Zatozmy ze istnieje uklad m funkcji n zmiennych fi(x1,...,.Xn), ..., fu(X1,....Xn) [ Z& n>m.
Jesli istnieje rozny od zera wyznacznik macierzy Jacobiego tego uktadu:

LA
ox, Ox, ox,
ox, ox, | oOx, (1.106)
P S U
ox, ox,  ox,

to uktad tych funkcji jest uktadem funkcji niezaleznych?. Prawdziwe jest réwniez
twierdzenie odwrotne. Zauwazmy ze aby dwie funkcje f1(x,y,z) i f2(x,y,z) mogly
definiowac¢ krzywq muszq byc¢ uktadem funkcji niezaleznych.

Ostatnie dwa rownania uktadu (1.103) sg warunkami ktore ograniczajg wartosci wektora oF .
Zapiszmy je w postaci:

%5x+%5y+%&=0
zZ

ox oy
5 5 5 (1.107)
LN AR W L
ox oy 0z
Macierz wspotczynnikow tego uktadu réwnan ma postac:
9 9
ox oy oz
1.108
A I
ox oy oz

Funkcje fi i f> sg niezalezne. Mozna wigc z macierzy (1.108) wyja¢ macierz kwadratowa o
wyznaczniku réznym od zera. Zat6zmy Ze ten niezerowy wyznacznik zawiera dwie pierwsze
kolumny (1.108):

o o
ox Oy

#0 1.109
&% o (1109
ox Oy

Oznacza to Ze nastgpujacy uktad réwnan mozna rozwigzac:

%&4_%@/:—%&

ox oy 0z

5 of o (1.110)
Lé}c+—26j/=——25z

ox oy oz

Oznacza to ze zarowno sktadowa ox jak I sktadowa dy sa funkcjami oz: :

4 Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym do tego aby m funkcji n zmiennych fi(x1,...,Xn),...,fm(X1,...,Xn) byto
funkcjami niezaleznymi jest aby istnial w macierzy Jacobiego wyznacznik stopnia m rézny od zera..
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ox=funkcja(6z)
dy=tunkcja(6z)
tzn. zardbwno 0x jak i Oy sg zalezne od dz. 8z pozostaje jedyna niezalezng sktadowa wektora
or.
Wybierzmy takie wartosci A1 1 A> w dwu pierwszych réwnaniach (1.105) aby spetnione
byty nast¢pujace dwa warunki:

A
Ox Ox
o o (1.111)
AL, L= my—y
oy oy

Wybor takich wartosci A1 I A2 jest mozliwy poniewaz wyznacznik uktadu rownan (1.111) jest
wyznacznikiem macierzy transponowanej (1.109) ktéry jest rozny od zera. Tak wigc z rGwnan
(1.105) pozostaje:

(Z+21%+/12%—mzj52=0 (1.112)
1074 oz

i rownanie to musi by¢ spetnione dla dowolnych wartosci dz. Jest to mozliwe tylko wtedy gdy
wyrazenie w nawiasie jest rOwne zeru, mamy wigc:

mjé:X+ﬂ1%+/12%
Ox

Ox

.. of, of,
my=Y+A —+A4—= (1.113)

oy oy

mZ:Z+ﬂ1%+/12%

oz oz

Powyzszy uktad réwnan jest rownowazny rownaniu (1.102).

1.7.  Przesunie¢cie rzeczywiste, mozliwe i przygotowane
Przesunigcie rzeczywiste wynika z rozwigzania réwnan ruchu i dane jest przez:

dr = Fdt (1.112)
Przesunigcie mozliwe jest przesunigciem dopuszczalnym z punktu widzenia rbwnan wigzow.

Dla wigzé6w reonomicznych przesunigcie mozliwe A7 jest wyznaczone przez warunek:

D ae (1113)

A =0=Lacr Lays Lpos afAz:gmd(f)-AﬂE

o oy - oz ot

Natomiast dla wiezéw skleronomicznych przesuni¢cie mozliwe spetnia warunek:

0:@m+@Ay+@Az:gmd(f)-Af (1.114)
Ox oy 0z

Przesunigcie rzeczywiste jest jednym z przesuni¢¢ mozliwych.

Dla naszych przysztych rozwazan waznym pojeciem jest przesunigcie przygotowane o
zdefiniowane przez:

grad(f)- & =0 (1.115)
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Zgodnie z powyzszg definicjg przesunigcie przygotowane jest prostopadte do wektora grad F,
tzn. jest styczne do powierzchni wiezéw skleronomicznych, za§ w przypadku wigzow

reonomicznych przesunigcie przygotowane jest styczne do na chwilg zatrzymane;j
powierzchni wigzow.

1.8. Uklad nieswobodnych punktow materialnych, przesuniecie przygotowane ukladu

Rozwazmy ograniczenia ruchu dwu punktow materialnych potaczonych sztywnym pretem.

Jesli dlugos$¢ preta jest rowna | to réwnanie wigz6w ma postac:
(xz_x1)2+(y2_y1)2+(22_21)2_12:O (1.116)

Gdyby te dwa punkty byty polaczone nicig, mielibySmy do czynienia z wigzami

jednostronnymi i réwnanie wigzo6w bytoby postaci:
(x2—xl)z+(y2—y1)2+(zz—zl)2—lzSO (1.117)
PRZYKEAD 1: Dwa punkty materialne sq polgczone sztywnym pretem i poruszajq sie
w plaszczyznie xy po okregu. Diugosé preta wynosi I, promien okregu jest rowny R,
srodek okregu znajduje sie w poczqtku uktadu wspotrzednych.

(xz —x )+ (- ) +(Zz _21)2 -’=0
xl2 +y12 +212 ~-R*=0

X, +y, +z, —R*=0

z,=0

z,=0

PRZYKEAD 2: Dwa punkty materialne sq polaczone sztywnym pretem. Punkt O tego
preta dzieli go na dwie czesci w proporcji 2:1 i jest przymocowany do punktu
zerowego kartezjanskiego uktadu wspotrzednych. Pret moze swobodnie obracac sie
wokot punktu O.

(xz —x1)2 +(y2 _yl)z +(22 _21)2 -1’=0
2
xl2 +y12 +212 —(éj =0

2
Xty _(%lj =

W ogo6lnosci rownania wigzéw dwustronnych uktadu punktoéw materialnych majg postac:

£, (77 t) =0 (1.118)
natomiast w przypadku wigzow jednostronnych sg nierownosciami:
B (577 1) S0 (1.119)

k=1,...,p is a number of equations (or inequalities).

1.9. Liczba stopni swobody

Aby okresli¢ potozenie swobodnego punktu materialnego w przestrzeni trojwymiarowe;j
nalezy poda¢ warto$ci trzech niezaleznych wspotrzednych tego punktu. Jesli ruch tego punktu
jest ograniczony jednym réwnaniem wigzow (np. rownaniem x° + y> +z° —R* =0) wtedy
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jedna ze wspotrzednych moze by¢ obliczona jesli dwie pozostate sg znane, wigc liczba
wspotrzednych niezbednych do okreslenia potozenia punktu w przestrzeni zmniejszyla si¢ o
jeden.

Dla dwu swobodnych punktéw materialnych liczba wspotrzgdnych niezbgdna do
ustalenia potozenia takiego uktadu w przestrzeni wynosi 6. W ogdlnosci, liczba
wspotrzednych potrzebnych do okreslenia potozenia uktadu n punktéw materialnych w
przestrzeni wynosi 3n. Kazde réwnanie wigzo6w zmniejsza t¢ liczbe o jeden, tak wigc liczba
stopni swobody uktadu punktoéw wynosi:

f=3n-p (1.120)
gdzie p jest liczba réwnan wigzow.

1.10. Przesunigcie przygotowane ukladu punktow materialnych

Dla dwu punktow materialnych poruszajacych si¢ po powierzchni okreslonej réwnaniem

f (771, 7y, t) =0 ich przesunigcie przygotowane o 1 o, jest zdefiniowane rownaniem (patrz
Rys.1.15):

grad,(f)&; + grad, (f )&, =0 (1.121)
gdzie grad; jest dany réwnaniem:
gradizfi ]‘i+1€i (1.121a)
ox; oy, 0z,

Rys.1.15. Gradienty w dwu roznych punktach sq prostopadte do powierzchni
f (771 ,172,t) = 0. Przesunigcie przygotowane or, i oF, musi by¢ prostopadte do tych
gradientow, tzn. jest styczne do powierzchni.
Dla ruchu wzdtuz krzywej zdefiniowanej przecigciem powierzchni  f, (771 s t) =0 i

s (171 s t) =0 przesuni¢cie przygotowane jest zdefiniowane przez:

grad,(f;)5 + grad, (f;}o% =0

1.122
arad, (1, )57 + grad, (1,)%, =0 (1122

Z powyzszych rownan wynika ze dwie sktadowe przesunigcia przygotowanego o and or,
sg prostopadte do obydwu powierzchni w miejscach potozenia punktéw materialnych.

Dla n punktéw materialnych poddanych dziataniu p wig¢zéw danych rownaniami

fk(?1 yeel' s t) =0, gdzie k=1,...,p, przesunigcie przygotowane uktadu jest zdefiniowane
uktadem p rownan:

Zn:grad,.(fk)-é?i =0 fork=1,....p (1.123)
i=1
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1.11. Przestrzen konfiguracyjna
Zat6ézmy, ze mamy uktad n punktéw materialnych ktorych polozenie w przestrzeni
okresla n wektorow 7, = [xl., Vis zi], i=1,...,n. Wprowadzamy poj¢cie 3n-wymiarowej

przestrzeni i ustalamy nastepujace zwiazki pomiedzy wspotrzednymi [xi,yi,zi] 1
wspotrzednymi w tej 3n-wymiarowej przestrzen:

X, = X
=X
7, =X,
X, =X,

yn = x3n—1

zZ, = X3,

Ktore moga by¢ zapisane w ogolnej postaci:

Xis VisZi = X3in5 X35 15 X3,

(1.124)

(1.125)

Punkt takiej 3n-wymiarowej przestrzeni x=[X1,X2,...,X3n] okresla sobg potozenie catego uktadu
punktow materialnych. Podobnie jak dla wspoétrzednych spelnione sg nastepujace zwiazki
pomiedzy sktadowymi sit dziatajacych na punkty materialne uktadu:

Xi’Yi’Zi = X3i—2’X3i—l’X3i
Tak zdefiniowana przestrzen 3n-wymiarowa nosi nazwe przestrzeni konfiguracyjnej. Aby
uprosci¢ zapis rownan ruchu w przestrzeni konfiguracyjnej ustalamy nastgpujaca
odpowiednio$¢ pomiedzy masg i-tego punktu materialnego i masami odpowiadajgcymi
kolejnym wspotrzednym konfiguracyjnym:

m, = my, , =My, | =My,

(1.126)

(1.127)

Stosujac pojecie przestrzeni konfiguracyjnej i wprowadzonych oznaczen mozemy w podany

w tabeli zapisa¢ rownania ruchu i1 przesunigcie przygotowane.

Przestrzen 3-wymiarowa

3n-wymiarowa przestrzen

punktow materialnych.

0xi,0Yi,0zi s3 dowolne

konfiguracyjna
Potozenie punktow uktadu P=lx,y.z] X=[X1,X2,...,X3n]; X
i=l..n przedstawia sobg wszystkie
sktadowe wektora polozenia
Rownania ruchu m, ,71 = ﬁ‘l mi =X,
i=1..,n j=1..3n
Wiezy fi(Fpes 1) =0 E3nep f,(x,2)=0 30
k=1,.,p k=1,..,p
Przesunigcie przygotowane | oF = [@ci,éyi,&i] Ox=[0x1,0X2,...,0X3n]
swobodnego ukladu i=1l...n warto$ci 0x; sg dowolne,

j=1,...,3n

Przesunigcie przygotowane
nieswobodnego uktadu
punktéw materialnych

> grad,(f,)- &% = 0

i=1
i=1,...,n

3n

z%&j =0
=1 OX;
k=1,....p
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1.12. Prawa ruchu dla ukladéw nieswobodnych
Dla nieswobodnego punktu materialnego rownanie ruchu uwzgledniajace istnienie
wiezOW mozna zapisaé w postaci:
1. WIEZY= SILY REAKC]I F,
2. mF=F+ ﬁ’R sita reakcji wigzow ﬁ’R = lgrad(f)
3. Definicja przesuni¢cia przygotowanego grad( f ) or =0 prowadzi do wniosku ze praca
sity reakcji wigzow na przesunigciu przygotowanym jest rowna zeru W = F Ror=0.
Dla uktadu nieswobodnych punktéw materialnych ograniczonych pewng liczbg rownan
wiezoéw rownania ruchu uktadu majg postac:
1. WIEZY= SILY REAKCJ]I FR,. lub w przestrzeni konfiguracyjnej X %,
2. mf, = F, + Ij“Ri lub w przestrzeni konfiguracyjnej m X, =X, + X

3. Catkowita praca sit reakcji wigzow na przesuni¢ciu przygotowanym uktadu jest rowna
zZeru:

n 3n
D F, 0 =) X, & =0 (1.128)
1 =1
Pierwsze dwa punkty sa oczywiste, drugi jest zapisem réwnan Newtona. Punkt trzeci nie
wynika z rownan Newtona 1 nie moze by¢ z tych rownan wyprowadzony.

1.13. Zasada d’Alemberta dla ukladu nieswobodnych punktéw materialnych
Roéwnania ruchu dla uktadu nieswobodnych punktow materialnych maja postac:
m¥; =X, +Xp

filx,2)=0 dlak=1,...,p (1.129)
3

n
X r ;=0
Jj=1
Pomno6zmy pierwsze rownanie przez odpowiednie sktadowe przesunigcia przygotowanego

3n
Z—ka ox,; =0 izsumujmy tak otrzymane iloczyny po wszystkich indeksach j.
X .
J

3n 3n 3n
DomEd =YX b+ Xy O (1.130)
Jj=1 j=1 Jj=1

j=1

Ostatni sktadnik tego réwnania jest rowny zeru (praca na przesuni¢ciach przygotowanych),

wigc otrzymujemy:
3n
Z(Xj —mX; Jox; =0

=

filx,1)=0 k=1,....p (1.131)
G
Ye 5 =0

Zaxj )

Powyzszy uktad rownan jest zasadq d’Alemberta dla uktadu punktéw materialnych. Zasada
d’Alemberta stanowi ze suma prac sit przylozonych i sit bezwtadnos$ci na przesunigciach
przygotowanych jest rowna zeru.

Zasada d’Alemberta bedzie punktem wyj$cia przy wyprowadzaniu rownan Lagrangea
pierwszego 1 drugiego rodzaju.

29



1.14. Zasada prac przygotowanych

Zalézmy ze uktad punktow materialnych jest w rownowadze. W takim przypadku
x; =X, =0 dla wszystkich wspotrzednych przestrzeni konfiguracyjnej. W konsekwencji

zasada d’Alemberta przyjmuje postac:

3n
ZXjé'xj =0
Jj=1

filx,1)=0  fork=1,....p (1.132)

Z%&c.:o

J
Ox;
Wynika z powyzszego ukladu rownan ze gdy uktad jest w stanie rownowagi suma prac sit
przylozonych na przesunigciach przygotowanych jest rowna zeru.
Prawdziwe jest twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym rownowagi uktadu punktow materialnych
poddanych dziataniu wiezow skleronomicznych jest aby catkowita praca przytozonych sit
na przesunieciach przygotowanych zgodnych z wiezami byta rowna zeru.

1. LAGRANGE EQUATIONS
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2.1. Lagrange equations of the first kind

Rozwazmy uktad n punktoéw materialnych ktorych ruch jest ograniczony przez p
rownan wiezow. Rownania ruchu takiego uktadu mozna zapisa¢ w postaci:
mx. =X +X
PO fork=1,..p (1.133)
i (x, t) =0

Mozna przypuszczaé ze sity reakcji wugzoéw Xgr;j sa w jaki$ sposob zalezne od réwnan wigzow
fk(x,t). Sprobujmy wyrazic€ te sily reakcji wigzow za pomoca funkcji fk(x,t). Uzyjemy do tego
celu metody mnoznikow Lagrangea. Niech punktem wyjscia bedzie zasada d’ Alemberta dla
uktadu n punktow materialnych:

3n
Z(Xj —mj)5xj =0

j1

filx,t)=0 k=1,...,p
$ %5

p=gey

Pomno6zmy kazde z ostatnich rownan (jest ich p) przez (na razie) dowolny wspdtczynnik Ay,
nastepnie wykonajmy sumowanie wzgledem indeksu k:

3n

> Zaf"@f “¥% af"@c =0 (1.134)

k=1 ]1 Jj=1 k=l /

Dodajmy tak otrzymane wyrazenie do do pierwszego rownania zasady d’ Alemberta.
Otrzymujemy:

3n )4
Z[XﬁZﬂkgi—mjijﬁxj =0 (1.135)
X ;

3n a
Roéwnania zié}c =0 sa warunkami natozonymi na skfadowe przesunigcia 6x;. Zapisane
j=l

w rozwinietej formie majg postac:

%éx +%§x2 +...+ﬁ&3n =0

o, ox, 0x;,

.......................................................... (1.136)
0 0

f,, o, +—= Yy =0

ox, Oox, 0x;,

Macierz powyzszego uktadu rownan jest macierzg Jacobiego uktadu p niezaleznych funkcji
f1(x,1),...,fp(x,t). Mozna wigc z tej macierzy wyjac wyznacznik rzedu p rdzny od zera. Niech
pierwszych p kolumn tej macierzy tworzy ten niezerowy wyznacznik. Przepiszmy uktad
rownan (1.136) w postaci:
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B o Dige s Digy By Oy
ox, ox, ox, X, ox;,
.......................................................... (1.136a)
0 0 0 0 0

Do rPoge s +Pog o Yo g Doy

ox, ox, ox, " ox,, 7 0x;,

Jak wida¢ pierwszych p sktadowych przesunigcia przygotowanego uktadu 6x moze by¢
obliczonych jesli pozostate 3n-p sktadowych jest znana, tak wiec pierwszych p sktadowych
przesuni¢cia przygotowanego nie sg juz niezalezne. Roéwnania (1.135) mozna zapisa¢ w
postaci:

Z(X +Z,1 ——m X, J5x + Z [X +Zz ——m X, jé., =0 (1.137)

Jj=1 J=p+l
Poniewaz pierwsze p sk%adnik(')w tego roOwnania zawiera zalezne sktadowe przesuni¢cia
przygotowanego 0xk, sprobujemy wyzerowac pierwsza czgsc rownania (1.137) poprzez
wybor takich wartosci wspotczynnikow Ak (do tej chwili dowolnych) dla ktorych spetnione
jest rbwnanie przy j=1,...,p.

P
Xﬁz/lk%—mjxj:o (1.138)

Innymi stowy pytamy czy nastepujacy uktad rownan dla nieznanych Ai,...,Ap moze by¢
rozwigzany:

0
ilafl +4, af2+ A+ A, Yy —+=mi - X,
o, ox P ox,
................................................................... (1.139)
0 of. f, N
/11 8x; 2’271 ﬂ“p xi =m,x, _XP

Ot6z ten uktad réwnan moze by¢ rozwigzany poniewaz macierz wspotczynnikow tego
uktadu:

o o 9,
ox, Ox ox,
a0 b Y,
Ox, Ox, 0ox, (1.140)
4 & 9,
ox, Ox, ox,

jest macierzg transponowang uktadu (1.136a). W rezultacie z rownan (1.135) pozostaje:

Z(X +z/1 ——me&cj:o (1.141)

Jj=p+1

Powyzszy uktad rownan musi by¢ spetniony przy dowolnych 6x; przy j=p+1,...,3n. To jest
mozliwe tylko wtedy gdy sumy w nawiasach sg rOwne zeru, wigc mamy:

of,
mix, =X+ E A, =~
= 6x] dlaj=1,...3n i k=1,...,p (1.142)

fk(x,t)z 0
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Powyzszy uktad 3n+p réwnan zawiera 3n+p nieznanych funkcji (3n wspotrzednych i p

Yk

3n
mnoznikow Ok ) jest uktadem rownan Lagrangea I rodzaju. Wyrazenie z A, = przestawia
J=l j
sobg sity reakcji wiezow.
EXAMPLE (wprawka z angielskiego): Let us find the motion of a point-like particle
on side-surface of a vertical cylinder. The radius of the cylinder base changes as

P=poTpit.

Fig.2.1. Cylindrical coordinates describe position of a point with the radius p, the
angle ¢ and the coordinate z. The position of a point in the cylindrical coordinates is given by
F=ph, oz,

The relation between the versors of Cartesian coordinates and cylindrical coordinates
are given by:
n,=1n,cosQ+n,sing
n,=-nsing+n,cose
n,=n,
The versors 1 ,and 1, change their direction in time, the versor n_ is constant. The
velocity of a point-like particle in the cylindrical coordinates is given by:
V=F=pii,+pi, + 2,

Taking into account that n, = ¢n, we get:

r

pii, + pgi,, + 21,
so the cylindrical components of velocity are:

v,=p
v, = PP
v, =z

In the same way we can calculate the cylindrical coordinates of acceleration:
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a,=p-pp’

d
0= 5 0%)
a,=:z

Lagrange equations are as follows:
m(p—pi*)=0+2

1d¢,.
m—— =0
ol
mz =—mg
P=pytpit
and finally we get:
_J- const
po +pl
gt2 .
Zz=———+z+z
2 0 0
P=pytpit

2.2. Rownania Lagrangea II rodzaju
Rozwazmy jako przyktad ptaskie wahadlo matematyczne (Rys.2.2).

AZ

X
S

Rys.2.2. Wahadto matematyczne. Polozenie wahadla moze by¢ okreslone zarowno przez
wspotrzedne kartezjanskie x,z jak i przez kgt ¢.

Roéwnania wigzow dla przypadku ptaskiego wahadta matematycznego majg postac:

x> +z2°-1"=0

y=0
Liczba stopni swobody wahadla wynosi f=3-2=1. Polozenie tego uktadu moze by¢ okreslone
zardwno przez wspolrzedne kartezjanskie x,z jak tez przez kat ¢. Zwigzek pomiedzy
wspotrzednymi kartezjanskimi oraz katem ¢ ma postac:

2.11)
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x=1Ising 2.12)
z=-lcos¢ '

Zauwazmy ze jesli podstawimy (2.12 do (2.11) to otrzymamy tozsamo$¢:

I*sin® g +1>cos’ g=1°
Powyzszy prosty przyktad uogélnimy dla uktadu n punktow materialnych. Niech uktad
punktow materialnych bedzie poddany dzialaniu wigzéw danych rownaniami fi(x,t),
k=1,...,p. Liczba stopni swobdy tego uktadu wynosi f=3n-p. Za t6zmy ze istnieje f
parametrow q=[qu,...,q3np] ktore jednoznacznie okreslaja potozenie uktadu w przestrzeni.
Jesli tak, musza by¢ spelnione rownania:

x, =x,(g.t) dlaj=1,...,3n (2.13)
Jesli zwigzki (2.13) podstawimy do rownan wigzow I otrzymamy w wyniku nastgpujace
tozsamosci:

£ (x(g.2)t)=0 k=1,....p (2.14)
To parametry q=[qq,...,qf] nazywamy wspélrzednymi uogoélnionymi tego uktadu punktow
materialnych. W konsekwencji tozsamosci (2.14) spetnione sg zwiazki:

Y

=0 dlak=l1,....p iI=1,...,.3n-p (2.15)
aq,
Udowodnimy dwie tozsamosci, przydatne w naszych dalszych rozwazaniach:
ox. Ox;
—~=—" (2.16)
0q, 0q,
ox . ox
o, _d o (2.17)
0q, dt 0q,

Poniewaz kazda wspotrzedna konfiguracyjna jest w ogdlnosci funkcjg wszystkich
wspc')%rzqdnych uogolnionych I czasu mamy:

Ox ox
X, = o+ —= 2.18
) 2 20 (2.18)
Roézniczkujac (2.18) wzgledem ¢, dla ustalonego 1 otrxymujemy:
ox. Ox;
—~=—" (2.19)
aq, 0q,
. d ox;
Tym samym udowodnili§my rownosc (2.16). Pochodna _ta_/ jesr rowna:
q,
d 8x S 82 82x.
=> . (2.20)

dr oq, i= ana% W otoy,
Rézniczkujac (2.18) wzgle;dem pewnej wartosci qi otrzymujemy:
__z[ x ) 8xj aqs]+82xj
0q, oq,2q, " " 3, 2q, | oq,0n

(2.21)

Wielkos$ci ¢, and g, sa od siebie niezalezne co oznacza ze a%q =0, tak wiec drugi
!

sktadnik tego rownania jest rowny zeru. Jesli tak, to rownosci (2.20) and (2.21) stajg si¢

identyczne I zwigzek (2.17) jest udowodniony.
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2.2.1. Zasada d’Alemberta we wspotrzednych uogolnionych
Wspotrzedne kartezjanskie sa funkcjami f=3n-p wspotrzednych uogoélnionych (czasem
tez funkcjg czasu) x; = x;, (ql,qz,...,q f,t). Wspoétrzedne przesunigcia przygotowanego w

pewnej ustalonej chwili czasu mozna wyrazi¢ poprzez:
L Ox,

&, = Ly, (2.22)

= 0q,
Z matematycznego punktu widzenia wyrazenie (2.22) jest wariacjg (bez wariacji czasu)
wspotrzednych kartezjanskich®. F-wymiarowy wektor 8q=[8q1,8qp, .. .,8q¢] uogdlnionym
przesuni¢ciem przygotowanym. Jak wiemy, przesuni¢cie przygotowane w 3n-wymiarowej

przestrzeni konfiguracyjnej spetnie nastgpujace warunki:
3n

Zsf" &, =0 fork=1,2,....p (2.23)
e

Znajdzmy warunki narzucone na sktadowe uogolnionego przesuni¢cia przygotowanego:

3n% 3n afk S [ 3n afk Ox B
Z::ax. / ;8];8%5% Z(Za aquﬁg -

(2.24)
= z Y &g, =0

1= 0q,
Zgodnie z rownaniem (2.15) wszystkie pochodne a%q =0. Oznacza to ze rOwnania (2.24)
1

nie naktadaja zadnych ograniczen na sktadowe uogolnionego przesuni¢cia przygotowanego.
Gdy ruch uktadu punktéw materialnych opisujemy w f-wymiarowej przestrzeni
wspotrzednych uogdlnionych, opis takiego ruchu staje si¢ podobny do opisu ruchu uktadu
swobodnego.

Wyprowadzenie rownan Lagrangea

Zasada d’Alemberta w przestrzeni konfiguracyjnej ma postac:

(X mx)&x =0

Jj= 1

fk(x,t):O
Y 5
Zax. ox, =0

J
S
Podstawmy dx, = Z_&]l do pierwszego rownania zasady d’Alemberta. Otrzymujemy:
=1 l

i(X mx)&x Z(X mx)z jdql ;;(X mx)gq &, =
Z(ZXJ__ mjxj 8q Jd% =0

L=l

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenie:

0 = ZX,-é—q" (2.25)

5 Uzywamy tu terminu “wariacja” aby podkre$liz ze zmienne q1,q,...,qr tez sg funkcjami czasu I przedstawiaja
tory ruchu punktow uktadu w f-wymiarowej przestrzeni wspotrzednych uogoélnionych. Czytelnik moze znalez¢
rozwinigcie tego tematu w dowolnej ksigzce poswigconej rachunkowi wariacyjnemu.
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wielko$¢ Q quziemy nazywaé sitg uogodlniong.  Otrzymujemy:

Z[Qz S, g =0 (2.26)

Jj=1
Zajmiemy si¢ druglm sk%admklem tego roOwnania. Obliczmy na poczatek:

d 3n 3n d ax_

“Smx—L=Smi—L+>Smx,——L 2.26a

dt ;= ”8 ; ”8 = 7 dt oq, ( )
mamy wiqc

d 3n ] axj 3n ) d axj
ij X =L N T L X =
8% dt3 oq, = dt g,

J=1 J

d 3n ox. 3n ox. d 3n 1 axlz 3n 1 ax
=— m.x. X m. nm.
dt4s 7 84, 7og, dt“S 72 9q,

j .
=1 =1 2 a%

8( i ] 8( J ] , ,
d & 2 3n 2 ~ d 0 & mjxj 3n m_/xj
_z _z ___z 2 _zjl 2

0
dt= 0q, = 0g, dt 0, = oq, -

J=1

otrzymujemy:
3n ax )
Zm,x,—aia—r—a—T (2.27)
7=~ 0q, dtog, dq,

I ostatecznie mamy:
L d oT  oT
ZEQ/ ————+——|0g,=0 (2.28)
I=1 dt o4, 0q,

Powyzsze rownanie musi by¢ spetnione dla dowolnych wzrtosci sktadowych uogoélnionego
przesuni¢cia przygotowanego oq. Jest to mozliwe tylko wtedy gdy dla wszystkich wartosci
I=1,...,f spetnione s3 rOwnania:
L0 =0 for 1=1,....f (2.29)
dt oq aq,
Rownania Lagrangea w polu potencjalnym
Jesli ruch uktadu punktow odbywa si¢ w polu potencjalnym sktadowe sity dane sg
przez:
oV (x,t)
ox;
Sktadowe sit uogolnionych maja postac:
&, 0% oV ox; o or
0-3x S-S @3
S"aq  Sox 09, g
Potencjat V jest tutaj wyrazony w funkcji wspotrzednych uogoélnionych
V(x,t)=V(x(q,t),t)=V(q,t). Rownania Lagrangea mozna wtedy zapisa¢ w postaci:
dor_or__or =1,...f (2.32)
dt 6q, 0g, a%

Po przeksztalceniu otrzymujemy:

X, =- (2.30)
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dor-v) oT-v)

E aq, B aq,
Wielkos$¢ T-V oznaczana jest przez L I nosi nazwe funkcji Lagrangea. Ostatecznie dla uktadu
punktow materialnych poruszajacych si¢ w polu potencjalnym otrzymujemy:

=0 I=1,...f (2.33)

ia—L oL =0 (2.34)
dt 06, 0g,

Ogolne rozwigzanie rownan Lagrangea ma postac
9,=9t.CrsCyy) =L E=300p (2.34a)

gdzie Ci,...Cor to 2f stalych zaleznych od warunkéw poczatkowych.
2.3. Niezmienniki rownan Lagrangea
Wyrazenie a%q' = p, okresla I-ta sktadowa pedu uogdlnionego. Rownania
i

Lagrangea mozna wigc zapisa¢ w postaci:
dp, _oL _oT-v)_ ov

= = = 2.35

& oq og  og 2 (23
Mamy wigc:

Do (2.36)

Powstze réwnanie przypomina drugg zasad¢ dynamiki Newtona. ZnajdZmy zaleznos$¢
pomiedzy pedem uogdlnionym a “zwyklym” pedem we wspotrzednych kartezjanskich w polu
potencjalnym. Funkcje Lagrangea mozna zapisa¢ w postaci:

L=1L(g.¢.t)= L(x(q,t), x(q.¢.).¢) (2.37)
wiec sktadowe pedu uogdlnionego:

gt gt

= - (2.38)
0q, 10x; 0q, ‘= ox; 0q,
Biorac pod uwagge ze:
_ 3n
oL _A=V)_ 8 2 ps=p, (2:39)
Oox Oox ox, 5 2 : k
otrzymujemy
Z p, —L (2.40)

! a‘]l
Jak wida¢ zw1qzek pomigdzy sktadowymi pedu uogdlnionego i pedu we wspotrzednych
kartezjanskich jest podobny do zwigzku (2.25) pomiedzy sita uogolniong z “zwykla” sita.

2.3.1. Wspolrzedne cykliczne
Przypomnijmy réwnania Lagrangea w postaci:
dp, _ oL (2.41)
dt 0q,
Zatozmy ze funkcja Lagrangea L(q,q,t)6 nie zalezy od jednej ze wspotrzednych

uogodlnionych gs. Taka wspolrzgdna nosi nazwe wspotrzednej cyklicznej. W konsekwencji:

6 Pamietajmy ze 4 = [ql,...ng przedstawia sobg wszystkie f=3n-p wspotrzednych uogélnionych, zas

q= lql,...,qu przedstawia wszystkie f sktadowych ,,predkoéci” uogélnione;.
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dp, _OL _, —  p, =const (2:42)
dt 0q ‘

Jak widzimy sktadowa pedu uogoélnionego odpowiadajaca wspotrzednej cyklicznej jest stala
W czasie, tzn. jest catka ruchu.

s

Symmetry in Physics (wprawka 7 angielskiego)

We say that a system is symmetrical when there exists such a transformation of the
system which transforms it to itself. For instance if a system transfers to itself after reflection
across a plane we say that the system posses a mirror symmetry. If a physical structure
transforms into itself when rotated round an axis we say it possess an axis of symmetry.
Transformation into itself leads to conclusion that the physical properties of a system are
independent of the transformation. Because the mechanical properties of a physical system are
defined by its Lagrangian it is obvious that Lagrangian must be independent of any
transformation which transforms a system into itself. In other words any symmetry should be
reflected by independence of Lagrange function of some parameter describing the symmetry.
There are three main symmetries of physical space and time which are of crucial importance
for analytical mechanics, namely translational symmetry of space (Lagrange function is
independent of point of space), rotational symmetry (Lagrange function is independent of
rotation around some axis) and translational symmetry in time (Lagrange function is not
explicit function of time) .

2.3.1.1. Funkcja Lagrangea nie zalezy od poloienia w przestrzeni (przestrzen jednorodna)

W przestrzeni jednorodnej funkcja Lagrangea nie zalezy od wektora wodzacego, tzn.
Nie zalezy od wspotrzednych kartezjanskich x,y oraz z. Innymi stowy mamy do czynienia z
symetrig translacyjng jednorodnej przestrzeni fizycznej. Jesli tak, o funkcja Lagrangea punktu
materialnego ma postac:

L=T-V, :L()'c,y,z',t):%(xz +37+2) (2.43)

Wspotrzedne X,y oraz z sg wiec wspotrzednymi cyklicznymi. W konsekwencji sktadowe pedu
odpowiadajace tym wspotrzegdnym pozostajg stale w czasie, mamy wiec:

8_L:0:>dpx =0= p_ =const
Ox dt
d
a—L=0:>&=0:>p = const (2.44)
oy dt ’
a—L:0:>@=0:>pzzconst
oz dt

WNIOSEK: Prawo zachowania pgdu wynika z jednorodnosci przestrzeni fizyczne;.
2.3.1.2. Funkcja Lagrangea niezaleina od obrotow w przestrzeni (przestrzen izotropowa)

Obliczmy funkcje Lagrangea swobodnego punktu materialnego we wspotrzednych
sferycznych (Rys.2.3).
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Fig.2.3. Polozenie punktu materialnego jest dane poprzez ditugosc¢ wektora r I dwa kqty 01 ¢.

Wykorzystujac zwigzek pomigdzy wspotrzednymi kartezjanskimi I sferycznymi:
x=rsindcos¢

y=rsindsing (2.45)
z=rcos@

Otrzymujemy nastgpujace wyrazenie na energi¢ kinetyczng punktu materialnego:
T=%(x2 + 37 +z'2)=%(f2 +720° + 17 sin” 09° ) (2.46)

Zauwazmy ze energia kinetyczna zalezy od dwu z trzech wspotrzednych sferycznych r oraz 0
I nie zalezy od wspotrzednej ¢. Zaldozmy, ze energia potencjalna réwniez jest niezalezna od
wspotrzednej ¢. Mamy wtedy:

L =%(f2 +720° + 17 sin® 09 )~ V' (r,0) (2.47)

Taka funkcja Lagrangea jest niezalezna od kata ¢, jest wigc niezalezna od obrotéw wokot osi
z. Kat ¢ jest wspotrzedna cykliczng, wigc sktadowa pedu uogoélnionego odpowiadajacego
katowi ¢ jest stata w czasie, tzn. jest catkg ruchu.

Dy = 8_L = mr’sin® 9;/5 =mr.r, ¢ =mvyr, =J, (2.47)

a¢ Xy’ xy

Wynika z powyzszego rozumowania ze zasada zachowania momentu pedu jest konsekwencja
1zotropowosci przestrzeni.

2.3.1.3. Funkcja Lagrangea nie jest jawng funkcjq czasu.
Pomnézmy rownania Lagrangea

aL 3n
p=— /-q (2.48)
: aq, 112:1:
przez ¢,1 zsumujmy tak otzrymane wyrazenie wzgledem wskaznika l. Otrzymujemy:
L. . oL .
Z(plql __qu:() (2.49)
= aq,
Obliczmy nastepujaca pochodna:
d, . .. .
—(Pa))= b+ pid (2.50)

Korzystajac z wyrazenia (2.50) otrzymujemy:
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L (d oL L (d oL oL
o) oL, oL, -
Z[ dt(p,q,) P q,j Z[ dt(plq,) 5 5 q,j (2.51)

Pochodna funkcj 1 Lagrangea wzgledem czasu ma postac:

rI_v a_L- oL . | oL 5 5o
dt N\ 3g, 1 5 1) (2.52)
mamy wiec:
L d dL oL
‘ ~0 253
;dt(pz%) o (2.53)

Przeksztalcajac (2.53) otrzymujemy :
oL
2 = 2.54
( P, - j a y ( )

Oznaczmy G = z p,q, — L . Mamy wtedy:

I=1
dG 0oL
dt ot

Jezeli funkcja Lagranfea nie jest jawna funkcja czasu, tzn. jesli 0L/dt = 0to wielko$¢ G jest
catka ruchu. Pokazemy, ze przy pewnych zatozeniach G jest energiag catkowita uktadu.
TWIERDZENIE: Jesli wspotrzedne koordynacyjne wyrazone jako funkcje wspotrzednych
uogolnionych nie sg jawna funkcjg czasu, tzn. jesli x, = x, (q) i mamy do czynienia z ruchem

(2.55)

w polu potencjalnym, tzn. V=V(q,t), to funkcja G jest energia catkowitg uktadu, tzn. G=T+V.

Dla udowodnienia powyzszego twierdzenia skorzystamy z dwu twierdzen pomocniczych.

oS
LEMAT 1: Jesli x, =x,(q) to T=)>"a,4,, , tzn. energia kinetyczna jest forma
I=1 k=1
kwadratowg predkosci uogélnionych.
3n m.
Energia kinetyczna uktadu punktéw materialnych ma posta¢ 7' = Z—]x jz . Biorgc pod
j=1

.. Lox .
uwage ze x, = ) ——q, otrzymujemy:
= 0q,
am; L ox, 3”ffm8x8x”
T= —JZ—q,Z ZZ —L 24,4, (2.56)
Jj=1 1:181 i1 O j=1 I=1 k=1 28 8

2
Poniewaz wynik sumowania nie Zalezy od kolejnosci sumowania otrzymujemy:

f S (3 m ox. d ;o
T= Z(Zn; ax ax J%% Zzalkqlq.k (2.57)
]

=1 k=l

Wyrazenie (Z—’—/ d J zalezy od wskaznikow 11k, mozna wigc oznaczy¢ ja przez ai.

LEMAT 2: Jezeli f(x1,...,Xn) jest jednorodnym wielomianem stopnia n to

iixi =mf (2.58)
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Funkcje G mozna zapisa¢ w postaci:

L oL
G= zpz% :za_.% -L (2.59)
=1 04,
L=T-V(q,t), wiec pochodna 8_L = 6_?“’ mamy wiec:
dq, 04,
L 0T
G= Z— —L=2T-T+V=T+V (2.60)
= 0q,
Poniewaz T jest jednorodnym wielomianem stopnia 2, wigc Z T =2T.

%

2.4. The action principle (wprawka z angielskiego)

We derived the Lagrange’s equations from Newton’s equations of motion. This is not
the only way to get the Lagrange’s equations. The equations can be obtained in another, very
general way. In order to show this alternative way to get the Lagrange’s equations we must
get familiar with some concepts of calculus of variations.

2.4.1. Functions and functionals
A function is a relation between a set of inputs and a set of permissible outputs
assuming that each input is related to exactly one output. The input to a function is called an

set of inputs set of permissible

(arguments) ::> outputs (values)

output

Fig.2.4. FUNCTION: relation between a set of inputs and a set of permissible outputs. Each
input related to one output.

set of arguments: set of outputs:

functions FUNCTIONAL

numbers

N y h y

Fig.2.5. In case of functional arguments are functions.

argument and the output is called the value of function. In case of functions both the set of
arguments and the set of values are numbers.

When the set of arguments is a set of functions, and a set of values is a set of numbers
we have to do with a functional. Definite integral
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FLA0)]= [ f(x)dx (2.61)

is a good example of a functional. We often use square brackets in order to emphasis the fact
that functional F is a function of functions.

2.4.2. The action principle

Let us suppose we have a system of point-like particles subject to holonomic
constraints. Let the number of degrees of freedom be f=3n-p, so a motion of the system is
given by f generalized coordinates qi(t) (f=1,...,f). The Lagrange function of such a system is
given by L(q(t) q'(t) t). The action for such a motion is defined:

I[q(H)] = j L(q(¢), 4(¢), 0 )t (2.62)
The action is a functlonal, the set of arguments are functions qi(t),...qdt). Among many
functions describing possible motion between two fixed point of time to and t, one set of

functions qr refers to the path actually taken between the two points. For this set of functions
the functional I[q(t)] has its minimum.

I[q(®)] = jL t)dt .has.dts..min.. = ..q(t).correspond .to.real. motion

It results from detailed considerations of calculus of variations that the functional (2.62) has
its minimum for Lagrange functions satisfying the Lagrange equations:
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2. PRZESTRZEN FAZOWA, ROWNANIA HAMILTONA

Potozenie uktadu punktow materialnych w trojwymiarowej przestrzeni moze by¢
okreslone przez 3n wspotrzednych kartezjanskich x; lub przez f=3n-p wspotrzgdnych
uogo6lnionych qi. Aby przewidzie¢ rozwdj uktadu w czasie potrzebne sa dodatkowo
poczatkowe wartosci predkosci lub pedu. Mowimy, ze potozenie oraz pedy punktow uktadu
w pewnej chwili czasu okreslaja jego stan. Zbior wartosci wspotrzednych (w przypadku
uktadéw nieswobodnych wspotrzednych uogoélnionych) I wartosci pedow wyznaczajg
potozenie uktadu w PRZESTRZENI FAZOWEIJ. Przestrzen fazowa jest waznym pojgciem w
fizyce, uzywanym w mechanice i fizyce statystycznej. Ruch uktadu w przestrzeni fazowe;j
mozna okresli¢ rozwigzujac rownania Hamiltona.

Roéwnania Hamiltona sg elementem tzw, hamiltonowskiego sformutowania mechaniki.
Jesli rozpatrywacd tylko zagadnienia mechaniczne, rownania Hamiltona nie wnosza wiele przy
rozwigzywaniu problemow. Jednak pojecia wniesione przez hamiltonowska postaé
mechaniki, w szczegdlnos$ci sama funkcja Hamiltona, sg niezbedne przy studiowaniu innych
dziatow fizyki, szczegdlnie mechaniki kwantowe;.

2.1.Rownania Hamiltona

S
Zdefiniowana wczes$niej funkcja G = z p,q, — L jest funkcja wspotrzednych,
=1
predkosci, pedow I czasem jest rowniez jawng funkcja czasu. Zapiszmy te funkcje w postaci:

S
G=Y pv-L (3.1
=1

WSTAWKA MATEMATYCZNA: Wezmy 3n funkcji xj(q1, ...,q5t) okreslajgcych zwigzki
pomiedzy 3n wspotrzednymi konfiguracyjnymi a 3n-p wspotrzednymi uogolnionymi. W
ogolnoscu funkcje te mogq by¢ jawnymi funkcjami czasu, cho¢ nas interesuje
przypadek x(q1,...,qp. Wariacje tych funkcji maja postac:
S, = iax s+ 2% ar (3.2)
T H o, Lo ‘
Symboli 6 zamiast d uzywamy tu dla podkreslenia ze zmienne q; sq funkcjami czasu.
Wyrazenie (3.2) zwane jest wariacjqg wspotrzednych x; z wariacjq czasu. Gdy chcemy
otrzymac wariacje wspotrzednych x; dla ustalonej chwili czasu mamy:
L, Ox;
&, = Yy (3.3)
= 0q,
7

Powyzsze wyrazenie jest zwane wariacjq xj z wariacjq czasu’.
f
Obliczmy wariacje funkcji G = Z p,v, — L. Otrzymujemy:

/=1

S S S
= Z(plgvl + v,5p,)— Z Pi%q, + pov z v,0p, — p,é‘q, Z(%ép/ - pzé‘qz) (3.4)
/=1 =1 =

1

7 Rachunek wariacyjny jest wazna cze$cig matematyki, stosowanym m.in. przy sformutowaniu tzw.
wariacyjnych zasad mechaniki. Przedmiotem rachunku wariacyjnego jest m.in. poszukiwanie warunkoéw
ekstremow funkcjonatoéw (tzn. wyrazen bedacych funkcjami funkcji). Dla celow niniejszego skryptu bedziemy
uzywac prostych analogii pomiedzy funkcjami i funkcjonatami.
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Poprzednio uzywalismy funkcji G jako funkcji wspoirzednych uogoélnionych ¢,, predkosci
uogolnionych ¢, =v,, pgddw uogdlnionych p, = 0L/6¢, 1niekiedy czasu t. Zauwazmy ze jest
mozliwe zastapienie sktadowych predkosci uogélnionych v, przez sktadowe pedow
uogélnionych p, poprzez uzycie definicji pedéw uogoélnionych p, =0L/0g,®. Zastepujac
predkosci pedami otrzeymujemy:

G(g.v,p.t)= H(q, p.t) (3.5)

Funkcja H(q,p,t) zwana jest funkcjg Hamiltona. Obliczmy wariacje¢ funkcji Hamiltona bez
wariacji czasu:

(ot s ot
571—2[8% &, + o, 51?;} (3.6)

Poroéwnajmy wyrazenia (3.4) 1 (3.6). Obydwa te wyrazenia przedstawiaja wariacje funkcji G I
funkcji H, tzn. tych samych funkcji, cho¢ zapisanych przy uzyciu innych zmiennych.
Odejmujac (3.4) od (3.6) otrzymujemy:

S S
éH—élz():Z:[Z_H'i'szé‘ql+Z(Z7H_QIJ5PJ (3.7)

-1\ Y,
Wyrazenie (3.7) musi by¢ spetnione dla dowolnych wariacji 8¢g;1 dp:. Jest to mozliwe tylko
wwtedy gdy:
_on
o p,
b aq,

(3.8)

Powyzsze rownania sg uktadem rownan Hamiltona.

8 Zastgpienie predkosci pedami w praktyce jest mozliwe jesli potrafimy rozwigza¢ uktad 3n-p rownan
p, = aL/ oq ; zmiennych v, . Jednak nawet gdy nie potrafimy rozwigza¢ tego ukladu zaktadamy ze istnieje

jednoznaczne przyporzadkowanie p, = p, (vl,...,vf).
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4. CALKIRUCHU, NAWIASY POISSONA
Rozwazmy uktad punktéw materialnych poddanych wigzom holonomicznym
dwustronnym o f=3n-p stopniach swobody. Zat6zmy, ze istnieje funkcja postaci:
F(Gyssq 5 G1oersd 1) = Clconst.) (4.1)
ktora jest spetniona przez dowolne rozwigzanie rownan Lagrangea opisujacego ten ruch. Taka
funkcja (4.1) nosi nazwe catki pierwszej ruchu lub stalej ruchu. Natomiast dowolna funkcja
postaci:

F(gysq,51)= C(const.) (4.2)
zwana jest calkg drugg ruchu. Catki drugie odgrywaja w opisie zjawisk mniejszg role od catek
pierwszych.

Zatdzmy, ze mamy s roznych pierwszych catek ruchu Fi,...,Fs. Dowolna funkcja
G(F1,...,Fs) = const jest stata w czasie, jest wigc takze catka ruchu, lecz jednocze$nie jest
funkcjg zalezng od funkcji Fy,...,Fs.

Znajomosc catek ruchu moze dostarczy¢ istotnych informacji o przebiegu zjawisk
fizycznych. W szczegolnosci:

(1) Cziki pierwsze czgsto dostarczajg informacji o podstawowych wtasciwos$ciach
uktadow
(i) W niektorych przypadkach catki pierwsze ruchu wynikaja z fundamentalnych
zasad zachowania takich jak zasada zachowania pedu, momentu pedu lub zasada
zachowania energii.
Nawiasy Poissona sg sposobem znajdowania nowych jesli znane sg minimum dwie catki
ruchu.

4.1. Nawiasy Poissona
Zatozmy, ze mamy dwie funkcje F(q,p,t) and G(q,p,t) okreslone w przestrzeni
fazowej, tzn. sg to funkcje uogdlnionych wspotrzednych i pgdow. Nawiasem Poissona
tych funkcji nazywamy wyrazenie:

L \(6F 0G OF 6G
F.G)=Y| ——-—2 (4.3)
( ) ;(aqz op, Op, a%}

Podstawowe wlasciwos$ci nawiasow Poissona:

(F,G)=—(G,F) (4.4)
(F,F)=0 (4.5)
(F+F,.G)=(F.G)+(F,.G) (4.6)
(FF.G)=F(F,.G)+F(F.G) (4.7)
0 oF oG
Z(F,G)=| —.,G|+| F,=2 4.8
) (7.G) ( ot’ e ot j (4.8)
(5. (7, B+ (R (FL )+ (Fu(FLE))=0 (4.9)

4.1.1. Rownanie ruchu wielkosci fizycznej F(q,p,t)
Obliczmy szybko$¢ zmiany w czasie pewnej wielkosci fizycznej F(q,p,t):

oF . aF oF
_ZE ple = (4.10)

Stosujac rownania Hamiltona otrzymujemy:
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z[a_Fa_H_a_Faﬂj oF @11)
df =\ 04, op,  Op; Oq, ot ‘
Wigc ostatecznie mamy:
9 _(r)+ L 4.12)
dr o
Dla F=H dostajemy:
il =(H,H)+ oH _oH (4.13)
dt ot ot

Z réwnania (4.13) wynika ze jesli funkcja Hamiltona zalezy od czasu, to tylko w sposéb
jawny.

4.1.2. Twwierdzenie Poissona-Jacobiego

Zatozmy, ze dla pewnego uktadu znamy dwie catki ruchu Fi(q,p,t) and F2(q,p.t).
Zgodnie z twierdzeniem Poissona-Jacobiego nawias Poissona tych dwu funkcji tez jest catka
ruchu, tzn. (FiF2)=const.

Dla dowodu wykorzystamy wtasciwos¢ (4.9) nawiaséw Poissona przyjmujac ze F3=H, tzn. F3
jest funkcjg Hamiltona uktadu:

(B (P H))+ (P (HL R )+ (HL(F,L F ) = 0 (4.14)
Obliczmy pochodng wzgledem czasu funkcji F1 1 F». Korzystajac z rownosci (4.12)
otrzymujemy:
dF, OF, 0OF,

dF, OF,
=(FH)+— ———p (F.H)= = 4.15
dt (7, 81)+ ot (£, 41) dt ot ot (*.15)
dt at at dt at
d(E,Fz) oR.F,)
— L 22— ((F,F,),H)+—~L12-22 4.17
LB (7, m ) AL @)
Przeksztatcajac (4.17) dostajemy:
o(F,F,) d(F.F
(H,(F,F))= (:% ) (Clh 2) 4.18)
Podstawiajac (4.15), (4.16) 1 (4.18) do (4.14) otrzymujemy:
ERANCEARC N ARCD 419
G 2 ot ) " ot dt

Sktadniki pierwszy I czwarty oraz drugi I trzeci maja t¢ sama warto$¢ bezwzgledna lecz
przeciwne znaki, wigc ostatecznie:

d(FuF) _, (4.20)
dt
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