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Temat 12. Energia i ciepło właściwe kryształu (izolatora) - 
model Einsteina i model Debye’a. 
 

Energię drgań cieplnych kryształu wyznaczymy ze wzoru 

 ∫ ωω>ω<ω= d)()( hnDE , (12.1) 

gdzie D(ω) jest liczbą stanów (modów) drgań przypadających na jednostkowy przedział częstości 

wokół ω. Obsadzenie stanów dla fononów jest opisane statystyką Bosego-Einsteina: 
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12.1. Przybliżenie Einsteina 

W modelu Einsteina drgania sieci złożonej z N atomów rozpatruje się jako N niezależnych 

oscylatorów (dla jednego typu polaryzacji) o identycznych częstotliwościach ωE. W sieci 

trójwymiarowej każdy oscylator może wykonywać drgania o trzech typach polaryzacji, więc 

 D(ω) = 3N·δ(ω - ωE). (12.3) 

Energia termiczna układu wynosi więc 

 EEnNE ω>ω<= h)(3  (12.4) 

i po podstawieniu rozkładu Plancka (11.3) w miejsce <n(ωE)> otrzymujemy 
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Stąd pojemność cieplna przy stałej objętości 
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. (12.6) 

� Dla wysokich temperatur pojemność cieplna dąży do stałej wartości 3NkB, co jest zgodne z 

prawem Dulonga-Petita dla pierwiastków. 

� W niskich temperaturach CV według tego prawa jest proporcjonalne do exp(-ħωE/kBT), co jest 

niezgodne z wynikami doświadczalnymi, które wskazują na proporcjonalność do T
3
. 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 12.1. Porównanie doświadczalnych i 

teoretycznych wartości ciepła właściwego 

diamentu cp = Cp/m: 

(o) – wartości doświadczalne, 

(---) – obliczenia na podstawie modelu 

Einsteina dla θE = ħωE/kB = 1320 K [2]. 
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Ciepło właściwe przy stałym ciśnieniu CP wynika z zależności 

 BVTCC VP
29α=− , (12.7) 

gdzie: α – współczynnik liniowej rozszerzalności cieplnej, B – moduł sprężystości objętościowej, 

V – objętość. Dla większości ciał stałych (CP - CV)/CP nie przekracza rzędu 10-
4
, więc można 

przyjąć CP ≈ CV. 

 

12.2. Przybliżenie Debye’a 

Poprzednio wyznaczyliśmy (wzór 11.31), że gęstość stanów w przybliżeniu Debye’a dla 

jednej polaryzacji 
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przy czym dozwolone stany kończą się na częstotliwości odcięcia 
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Dla uproszczenia załóżmy, że prędkość fononu jest niezależna od jego polaryzacji, zatem dla 

wszystkich polaryzacji 
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Po podstawieniu wzorów (12.2) i (12.10) do (12.1) otrzymujemy 
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W przybliżeniu Debye’a prędkość dźwięku v jest stała i w takim przypadku 

 
( )∫∫ −π

=ω

−






 ω

ω

π
=

ω DD

0

3

332

443

0

3

32

3

d
1exp2

3
d

1exp
2

3
x

B

B

x
x

x

v

TkL

Tk

v

L
E

hh

h
, (12.12) 

gdzie 
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Ostatnie równanie definiuje temperaturę Debye’a θ poprzez częstość odcięcia ωD daną wzorem 

(12.9). Stąd 
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i równanie (12.12) możemy zapisać w postaci 
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Dla wysokich temperatur przedział całkowania 0…xD jest na tyle mały, że możemy zastosować 

przybliżenie exp(x) ≈ 1 + x. Wtedy 



 60 

 TNkxx
T

TNkE B

x

B 3d9
D

0

2
3

=







θ

≈ ∫ . (12.17) 

Stąd pojemność cieplna przy stałej objętości V = L
3
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Przypadek niskich temperatur 

Ponieważ 

 ∞=
→

D
0

lim x
T

, (12.19) 

zatem dla niskich temperatur można przesunąć do nieskończoności górną granicę całkowania 
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i wzory (12.16) i (12.17) upraszczają się do postaci 
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Ostatni wzór jest nazywany prawem Debye’a T
 3

. Prawo to jest dość dobrze spełnione w niskich 

temperaturach. Charakterystyczna dla danego pierwiastka temperatura Debye’a typowo zmniejsza 

się w ramach danej grupy układu okresowego wraz ze wzrostem masy atomowej (Tabela 12.1). 

 

Tabela 12.1. Temperatury Debye’a [K] dla wybranych pierwiastków [2]. 

grupa I grupa IB grupa IV 

Li 344 Cu 343 C (diament) 2230 

Na 158 Ag 225 Si 645 

K    91 Au 165 Ge 374 

 


