Realizacja logicznych uktadow

kombinacyjnych z bramek.
Wprowadzenie do ¢cwiczen E51 | E52.

Plan prezentacji:

1. Algebra Boole’a

2. Podstawowe bramki logiczne

3. Uktady kombinacyjne - wprowadzenie

4. Synteza uktadu kombinacyjnego metoda tablic Karnaugha
- przyktad petnego projektu.

5. Literatura



1. Algebra Boole’a

Definicja
Algebra lub algebra abstrakcyjna lub algebra uniwersalna
nazywamy strukturw postaci

A= (U, f,f, ..., T), (1.1)

gdzie:
U jest niepustym zbiorem,
f,, f,, ..., T, S3 dziataniami okrélonymi w zbiorzeU,
tzn. nie wyprowadzgjpoza zbioJ.



Algebra Boole’a

Algebra Boole’a zostata rozwita przez angielskiego
matematyka George Boole'a (1815-1864) w celu anaidai
logicznych ktore mogzosta okreslone wyhcznie jako
prawdziwe (1) albo fatszywe (0).

Podstawowe operacje algebry Boole’a to:
- lloczyn logiczny (koniunkcja) y= a-b =ab =allb
- suma logiczna (alternatywa) y=a+b=allb
- negacja y= a =-a=-a

Algebra Boole’a jest zatem strukiv postaci:

A= (U=1{0, 1}, -, 0, D), (1.2)



Tabela 1.1. Definicje podstawowych operacji algebry Boole’a.

a b atb ab -a
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

a(é;/b a{

0 fres
y=ab / y=a+tb

styki rozwierne

b

o e
é
/

. Masa —— Masa - Masa

Rys. 1.1. Elektrotechniczna realizacja operacji algebry Boole’'a.



Tabela 1.2. Podstawowe prawa i tozsamosci algebry Boole’a.

Nazwa przeksztatcenia | Dla iloczynu logicznegqg Dla sumy logicznej
Prawa przemienrsioi alb=bla at+tb=b+a
Prawa §cznaci al(blc)=(alb)lc at(b+c)=(at+b)+c
Prawa rozdzielnsi al(b+c)=alb+alc atblc=(a+b)[(a+c)
Prawa De Morgana albl..=a+b+... atb+..=albl..
Prawa pochtaniania al(a+b)=a a+alb=a
Tozsamdci podstawowe |al0=0 a+l1=1
all=a a+0=a
ala=a ata=a
ala=0 ata=1
Tozsamdci dodatkowe |al(a+b)=a at+alb=a
a+talb=a+b alfa+b)=alb
(a+b)[(a+b)=Db alb+alb=Db
Prawo podwaojnego przeczenja ; = a

Prawa algebry Boole’a oznaczone ciemnotoitym ttemmiaga
swoich odpowiednikow ¥wod dziata w zbiorze liczb rzeczywistych.




Tabela 1.3. Przykiad sprawdzenia prawa rozdzielnosci sumy wzgledem iloczynu
a+b-c=(a+b)a+tc).

a b C bc a+bc a+b a+c (a+b)(a+c)
0 0) 0 0 0 0 0 0)
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1
1 0) 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
Whniosek: kolumnya + bcoraz @+ b)(a + ¢) 3 zgodne.
Tabela 1.4. Przykiad sprawdzenia prawa De Morgana alb=a+b .
a b ab ab a b a+b
0 0 1 1 1 1
0 1 o) 1 1 0 1
1 0 0) 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0

Whiosek kolumny ab oraz a+b s3 zgodne.



Tabela 1.5. Rozszerzony zestaw operacji logicznych

nazwa operacji | symbol zapis nazwa bramki
suma logiczna, +, [ at+b OR
alternatywa
lloczyn logiczny, | brak,0 |ab AND
koniunkcja
negacja - ,0 | a NOT
operator Pierce’a ! alb=a+b=ab NOR
opertor Sheffera | alb=ab=a+b NAND
nierownoanose, [ allb=ab+ab EXOR,
suma modulo 2 XOR
rownowanosé, 0, = |alb=ab+ab EXNOR,
parzystac XNOR
implikacja = a=b=a+b tranz.
b=a=a+b bipolarny




2. Podstawowe bramki logiczne

Tabela 2.1. Symbole podstawowych bramek logicznych i ich tablice prawdy.

Nazwa elementu | symbol symbol Tabela prawdy
ang. / pl. ANSI/IEEE IEC, ANSI/IEEE
AND A| Bly=AB
2l y Als Y 0|0 0
| B — B o1 O
— — 110 0
1] 1 1
NAND A A A| B|Y=AB
Y — & Y 0|0 1
I-NIE - }F 51" b o 1| 1
— — 110 1
1] 1 0
OR, p A A| B|y=A+B
— 21 0|0 0
LUB D—Y 5| 0| 1] °
— 110 1
1] 1 1
A| B|Y=A+B
NOR, A A_21 y T ;
LUB-NIE @ 5| pY 0 1] o
— 110 0
1] 1 0




c.d. podstawowe bramki logiczne

Nazwa elementu | symbol symbol Tabela prawdy
ang. / pl. ANSI/IEEE IEC, ANSI/IEEE
BUFFER
1 AlY=A
BUFOR i[y Al 1Y ol 0
1] 1
NOT p y T Alyea
NIE — o 0| 1
1] 0
EXOR (XOR) A A Al B Y=A®B
ALBO, - } N ) I o[ 1] 7
WYLACZNIE LUB B A
EXNOR (XNOR) | 4 2 A| B|Y=A2B
Y —1 =1 Y 00 1
ALBO-NIE B } B o— 0| 1 0
— 110 0
1] 1 1

Obecnie dopuszczone deytkowania g oba zestawy symboli wprowadzone
w normach IEEE Std 91/91a-1991: IEC 60617-12:1997.




NOT

System wskaznikdw negacii

Negative OR

< 2 O

Negative AND

< -

Negative NOR

@ 2 O

Negative NAND

< d r
@w[}

» System wskanikdw negacji
stosowany jest z obydwoma rodzajar
symboli bramek (ANSI/IEEE, IEC).

» Przyjmuje st¢, ze miejsce
oznaczenia negacji opisuje sposob
funkcjonowania realnych ukfadow.
Obecnd¢ wskaznika negacji oznacza,
ze stan wewetrzny jest negagjstanu
zewretrznego.

» Obecnd¢ lub brak wskanika
negacji nie maadnego zwjzku z
poziomami wielkdci fizycznych
(napkcie, pad) na kocowkach
realnych uktadow.

Rys. 2.1. Rébwnowazne symbole graficzne elementéw logicznych. 10



Uniwersalnos¢ bramek NAND

WSszystkie funktory logiczne mozna zrealizowac przy uzyciu samych bramek NAND.
NOT A
A Y A Y - Y
Do o 4D D
i
AND
Y A Y
= 'S D=
NOR
L £ »-
o) Dot ©

[ |*

DD
) EXOR ) 4 ,il_ })7 ;

Rys. 2.2. Przykiady realizacji innych funktorow logicznych przy uzyciu bramek NAND.




Uniwersalnos¢ bramek NOR

WSszystkie funktory logiczne mozna zrealizowac przy uzyciu samych bramek NOR.

© |»
Z
>
Z
O
~<
~<

Rys. 2.3. Przyktady realizacji innych funktorow logicznych przy uzyciu bramek NOR.
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3. Uktady kombinacyjne - wprowadzenie

Uktad logiczny (ang.logic circuit)
— zbior funktoréw logicznych pgézonych ze sapw okreslony sposob, tak
aby realizowa przyjeta funkcje.

Uktad kombinacyjny (ang.combinational logic circuit
— szczegolny typ uktadu logicznego w ktorymAaiey stan wy§¢ Y uktadu
jest jednoznacznie oldleny przez bieacy stan jego wef X

Xx ) X)) —)v

()J(d_z \I/(\?éktor we§c ztozony ze stanow sygnatow wejowychx,, X, ..., X, ,
X = (X, X500y X)) (3.1)
Y - wektor wyg¢ ztozony ze stanow sygnatow wégjowychy,, Vs, ..., Y,
Y =(Y1,Y2,--s Yim) (3.2)
f — funkcja boolowska (przgtzapca, ...)
Y =f(X) (3.3)

13



Etapy projektowania uktadu kombinacyjnego

1). Opis problemu/uktadu kombinacyjnego.
2). Ustalenie sygnatow w&giowychx i wyjsciowychy;
(Jesli nie podano bezpoednio w opisie).
3). Ustalenie funkcji prze€zapcejf (jesli nie podano bezgoednio w opisie).
4). Znalezienie najprostszej (minimalnej) postaaikicii.
5). Schemat uktadu.
6). Ocena kosztu uktadu | ewentualnie korekta sctem

Metody opisu uktaddéw kombinacyjnych: Metody minimalizacji wyraen logicznych:
» 0pis stowny » przeksztatcenia na podst. praw algebry
> tablica prawdy Boole’'a,
> zbior jedynek funkcjF1! (albo zerr 9) » metoda tablic (siatek) Karnaugha,
» funkcja boolowska (przetzapca, logiczna) > metoda Quine’a-McCluskey’a (Q-MC),
» - posta& kanoniczna sumy, » metoda Kazakowa,
» - post& kanoniczna iloczynu, » metoda Tablic Niezgodsgoi (TN),
» - posta zminimalizowana. » metoda bezpwedniego przeszukiwania
» schemat uktadu zimnego (BP),

z podstawowych funktoréw logicznych, > inne.
> inne.
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Opis stowny uktadu kombinacyjnego

W instalacji przemystowej dane dwa podobne zbiorniki, z ktorych k@dy zawiera
po dwa czujniki poziomu cieczy. Czujnik znajglty sk powyzej poziomu cieczy
wysyta sygnat o warkei O, natomiast sygnat 1 oznacza zanurzenie czujmikeeczy.

Zaprojektowa uktad, ktory steruje pomyP, wedtug nasipujacych regut:

- jezeli w zb. 1 jest wgcej cieczy ni w zbiorniku 2, to wicz pompg,

- jezeli w zb. 1 jest mniej cieczy lub poziomow nie ina odr@nic, to wylacz pompg.
Odbior cieczy ze zbiornika 2 zapewnia inny uktamrk nie jest przedmiotem tego
projektu. Oznaczenia czujnikdw przedstawiono namysi:

P, —~¥
zbiornik 1 F% zbiornik 2

B B— D m—
> uktad | |
A R— C— : ster.
o J o J Rys. 3.1. Schemat instalacji do stownego
opisu kombinacyjnego uktadu sterowania.
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Opis stowny uktadu nie zawsze zapewnia projektanpmine i jednoznaczne dane.
Zleceniodawca ma nie mi€ wystarczajcej wiedzy technicznej, by uzupetropis.

W opisanym ukfadzie nie dop¢ do awarii czujnika, ktora przejawiegpoprzez

zalczenie czujnika leascego wyej przy niezasczonym czujniku lzacym nizej.

Potrzebna jest decyzja dotyca zachowania suktadu sterowania w sytuaci

awaryjnej, np.:

> nie rozwaamy stanow awaryjnych (wariant najprostszy),

» Wwytagczenie pompy w kale] mazliwe) do wykrycia sytuacji awaryjnej,

» dodajemy do uktadu sterowania \Weie do sygnalizowania stanow awaryjnych
dla nadzoru technicznego,

» dodajemy do uktadu sterowania dwa $oyg do sygnalizowania stanow
awaryjnych osobno dla zbiorniléai osobno dlaB,

> inne.
Dale] rozwaymy najprostszy wariant
awaria
czujnika B
BR—— 1 BR— 1
AR——0 Am——0 Rys. 3.2. Przykltadowe sytuacje, w ktérych
awaria .- c - - . .
Sl mo;llwe Je.st wykrycie awarii czujnika

N J \ y poziomu cieczy.
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Ustalenie sygnatow wejsciowych i wyjsciowych

Dla rozwaanego problemu sygnaty wejowe A, B, C, D wynikaja wprost
Z opisu stownego ukladu. Zaidy brak dodatkowych nieoczywistych 4|

Jedno wy§cie uktaduP wynika z analizy opisu stownego oraz dodatkowego

zatazenia projektowego. Przgie do realizacji bardziej ztonego wariantu
moze wymaga dodatkowych wy4¢.

Ustalenie funkcji przetaczajace]

Odpowied uktadu na poszczegolne kombinacje stanowei@jvych wynika
bezpdadrednio z analizy opisu | dodatkowych zz#b projektowych.

17



Tabela 3.1. Tablica prawdy dla uktadu sterowania z rys. 3.1.

A B C D P A B C D P
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 — 1 0 0 1 —
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 — 1 1 0 0 1
0 1 0 1 — 1 1 0 1 —
0 1 1 0 - 1 1 1 0 1
0 1 1 1 - 1 1 1 1 0

gdzie symbolem~) oznaczono stany nieokiene.

Post& kanoniczna sumyto suma iloczynow petnych zmiennych lub ich neg&tpzna p
otrzyma wprost z tablicy prawdy, bigc pod uwag jedynie te wiersze, dla ktérych
wartas¢ funkcji P=1 i przypisujc:

wartasciom 1 argumentu — zmienne niezanegowayd( C, D),

wartasciom O argumentu — zmienne zanegowar® (B, C, D)

P=ABCD + ABC D + ABCD. (3.4)

Post& kanoniczna iloczynuo iloczyn sum petnych ze zmiennych lub ich negacj
Kazda suma petha odpowiada jednej linii w tablicy padgiywdla ktorej funkcja przyjmuje

wartas¢ zero P=(A+B+C+D)A+B+C+D)(A+B+C+D)!I (3.5)
mﬁ_l_B_'_é_FD)(K+B+C+§)(ﬁ+§+é+§). 18




Kaza funkcje logiczrg mozna przedstawiw postaci kanoniczne),
jednake zazwyczaj nie jest to posétainimalna tej funkcji.

Przyktad minimalizacji postaci kanonicznej sumy przez bezposrednie
wykorzystanie praw algebry Boole’a,

L m== S — przemienn&¢ iloczynu logicznego,
P=ABCD+ABC D + ABCD = rozdzielnd¢ iloczynu logicznego wzgtlem sumy

=(B+B)ACD + ABCD= prawo wyhczonegairodka
przemienné¢ iloczynu logicznego,

=ACD + ABCD= rozdzielnd¢ iloczynu logicznego wzgtlem sumy
= (6 + BC) AD= tozsama¢ pomocnicza (Shannona)
=(B+C)AD (3.6)

Funkcg nazywamy zupejezeli jest jednoznacznie olglena dla wszystkich
kombinacji swoich argumentow.

Funkcg nieokrelong dla niektorych kombinaciji argumentéw nazywamy fygkc
niezupeta (np. funkcja z tabeli 3.1).

Uwaga:
Post& kanoniczna sumy | post&anoniczna iloczynu dla funkcji niezupetnej nie s
rownowane.

19



4. Synteza uktadu kombinacyjnego metod g tablic Karnaugha

Metoda tablic Karanauga wykorzystuje zdaiatudzi do rozpoznawania
geometrycznych wzorow. Tablica Karanugha jest t@wieznie utazona tablica

prawdy

uporzadkowane wg. ko
Graya (BRGC), w ktorym
kazde dwie kolejne
wartasci réznia sie
doktadnie jednym bitem.

Kopia tabeli 3.1 (od zadania z pomp3).

01
AB
11

10

CD

00 01 11 10
Wartcici argumentoM

0

0
A

0

1

0

1

1

0

>
o
O
O

P

cfofofofooNoNe
PFRPRRPPRPOOOO
PFRPOORRFROO
RPORORFRORFRO

| ©O | O

Tabela 4.1. Tablica
Karnaugha odpowiadajaca
tabeli prawdy 3.1.

Etap 1. Kopiowanie danych
do tablicy Karnaugha.

RPRPRRPRRPRRPRRRERR|D>

OFR | RPOO | —|T

I—\I—‘OOI—‘-I—‘OO?/
HOHOHOH/éD

PFRPPRPPOOOOI
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Kolejnym etapem jest grupowanie jedynek (alternaiywzer) w gsiednich komorkach.

Obowigzujg nastpujace reguty:

» tworzymy tylko prostoitne obszary zawiergge 2 sasiednich komorekn(- liczba naturalna),

> wszystkie ,1” (alternatywne ,,0”) trzeba wdzy¢ do ktorege obszaru,

» darg komorke mozna whczy¢ do wiecej niz jednego obszaru,

» komoarki ze stanem nieoldlenym (=) mazna ale nie trzebad¢zy¢ z jedynkami albo zerami.

» tablica Karanugha nie ma brzegow, przeciwlegle kdaie widoczne na rysunku tablicy
traktujemy jak sklejone ze sgb

CD CD
P 00 01 11 10 P00 o1 11 10
o|lo|-|o]o 00 (o — 1o ow
ol O _ | _ F‘ - L_ N _J Rys. 4.1. Przyktady |
AB |- AB optymalnego grupowania
11 ([ 1] —) 0 b_ M1 f-10/1 jedynek oraz zer na tablicy
10 | | 1 j 0| O 10| 1 |- [[oJ| 0 Karnaygha dotyczacej
— zadania z pompa.

Zasady OPTYMALNEGO grupowania:

» staramy si zgrupowa wszystkie ,1” (alternatywnie ,,0”) wewdtrz mazliwie
najmniejszej liczby gtli,

> petle o wikszych rozmiarachgkorzystniejsze odgili mniejszych.
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Przypadek grupowania jedynek

» Kazda grupa jedynek i znakow ) odpowiada iloczynowi tych spmd argumentow
A, B, C, D, ktore maj ustalor wartas¢ na wszystkich komorkach wetbi.

» Zmienne do iloczynu podstawiamy wprost albo zanegmytak by iloczyn dawat
wynik ,1” dla wszystkich komorek w odpowiadagej mu tli.

» Kompletmy funkcje logiczm budujemy jako sugiloczynow odpowiadacych

wszystkim gtlom.
D = 0 w zielonej petli

- CD / ale iloczyn musi dawac 1
o0 01 11 10 XBXE
oo|o|-|ofo T T
AB‘”__—\ - | - F A i C nie s3 state
(1] )] o b_ w zielonej petli
i Lj 010 Rys. 4.2. Przyktad konstrukcji wyrazenia

odpowiadajgcego petli zielonej grupujacej jedynki.

Razem dla obu zaznaczonygattlpotrzymujemy

P=AC+BD (4.1)
22



Przypadek grupowania zer

» Kazda grupa zer i znakow) odpowiada sumie tych sfrod argumentow
A, B, C, D, ktore maj ustalor wartas¢ na wszystkich komorkach wetbi.

» Zmienne do sumy podstawiamy wprost albo zanegowakdyy suma dawata
wynik ,,0” dla wszystkich komorek w odpowiadagj jej ftli.

» Kompletrg funkcje logiczm budujemy jako iloczyn sum odpowiadeych
wszystkim gtlom.

C =1 w zielonej petli
/ ale suma musi dawa¢ 0

00 (o —l0) OT (X+B+C+K)

N EEEE oo
AB L J A i D nie sg state
M- 0o w zielonej petli
10| 1 |- |[o 0) Rys. 4.3. Przyktad konstrukcji wyrazenia

odpowiadajgcego petli zielonej grupujacej zera.

Razem dla wszystkich zaznaczonyetliptrzymujemy

P=(B+C)AD (4.2)
23



Porownanie schematow uktadow kombinacyjnych

Przypadek grupowania jedynek

A

D_

Lo

1 -

D_>O_

Przypadek grupowania zer

|0 W >

o

| S

) >—

o

P

P

Uktad zbudowano na podstawie funkcji (2.7):

P=AC+BD

Uktad zbudowano na podstawie funkcji (2.8):

P=(B+C)AD

Rys. 4.4. Schematy ukladoéw sterowania pompg otrzymane metodg tablic
Karnaugha dla przypadkow grupowania jedynek oraz grupowania zer.
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Ocena kosztu uktadu

Bezpdrednia realizacja uktadu
odpowiadajcego funkcji (2.7) wymaga
uzycia 3-ech uktadéw scalonych
zawierajcych bramki NOT, AND oraz OR.

Po korekcie uktad wymagazycia 2-ch
uktadow scalonych z bramkami NOT
| NAND.

A E A

D p B2l
)

Be

Wy

E—
. 17 E+F=EF i -
E >0 _><F

z prawa De Morgana
o 2 >0

Rys. 4.5. Poréwnanie schematow przed i po ocenie kosztow uktadu.

| »)

Jezeli uktad ma by zrealizowany z bramek TTL, to zaptenie bramek NOT przez bramki
NAND nie przyniesie oszezncsci, bo 2-wefciowe bramki NAND g oferowane po
4 bramki na uktad scalony.
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t+1
a

pLoF
00

01

11

10

i
1
q1

Tablice Karnaugha dla duzej liczby zmiennych

Dla 5 i wigce] zmiennych nie mma na ptaszcznie narysowéobok siebie wszystkich
komorek gsiadupcych w tablicy Karnaugha. Tabdiprzedstawiamy wtedy w postaci
rozckte] na kilka ptaszczyzn 4 x 4.

RABC Rys. 4.6. Przyktad transformacji
G000 0001 0011\_0010 0110,0111 0101, 010Q 1100 ,1101 1111 1110 1010,1011 1001 1000 tabllcy Karnaugha dla 6_Ciu
OB el Sl N AN M et LU P ol O L Y M s zmiennych miedzy rozktadem na
O = || =11 |v |||t ][=[o]|1]|-|—-|-]]o ptaszczyznie a kostkg w 3-trzech
— ===t |1 =]1]1|l-]ol1]|=]=-]-o0 wymiarach przestrzennych.
C=T-1-lr]ol =)+ ]lolr]-1-T-] o

+ | RA

Lo /S o0/0 /)7 /)0
/\ /\ ﬂ;/— -/ = _/0
7 /) -/ =/ 0 —
0
R 70 / — — /|/
1()&08% 1%00% 1&/00 o 17 17 / /0
IR 10 11 100 - - /
Q \1001 111V 0 1%11 o= 0 Vil
B A NS o1 | = |1 | 1| - /Mo
\\\\~\\1’///\\\~1//’/// 9.9, - _///
~ N _ / 11 1 1 /
IS T T Lo T - T o
~] ~ ~ > 1 |1 ~ A~ |~ ~] 1 -~ | /// 1 - 1 1 - /
\\\\/ 1 %-/ 1§\0\///" 0 0
N IS ol 5 Kostka 4 x 4 x 4. Ograniczoncesio

grupowania komorek zegi liliowe.
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Zastosowanie arkusza MS Excel do testowania

wyra zen logicznych

funkcja Excel PL rownowazna bramka log.

Arkusz kalkulacyjny Excel posiada tylk@

3 podstawowe predefiniowane funkcje
Boole’a:

=nie(al) NOT
=lub(al; az; ...) OR
=oraz(al; az; ...) AND

Edytor makrodefinicji wgzyku Visual BASIC pozwala na tatwe rozszerzenig¢aes
dostpnych funkcji. Przyktad definicji funkcji EXOR, EXBIR, NAND i NOR:

etap 1

-'1':_;- Zeszyt1 - Module1 (Code)

etap 2

Wstawianie funkcji

|{General}

j |E:-:0R

WwszUkaj Funbcje:

Function EXOR({a ALz Boolean, b Ls Boolean) Az Boolean
EXOR = f(a And (Mot h)) Or ((Not a) And b)
End Function

Wpisz kratki apis kega, co cheesz zrobic, a nastepnie Kiknij

praycisk Praejdz

Lub weybierz kategarie: | Uzytkownika W

Function EXNOR (a As Boolean, b As EBoolean) As Boolean
EXNOR = (a And h) Or ((Not &) and (Mot b))
End Function

Wwhierz funkcje:

3EESPPath

Function MNAND (a Az Boolean,
MNAWND = Mot [(a And b)
End Function

b A=z Boolean) A=z Boolean

MAMD

MOR
RegClosekey
ReglpenkevEx

Function NOR(a As EBoolean,
MNOE = MNot (& Or k)
End Function

=<l |

b Az EBoolean) As Boolean

miE

EXMNOR{a;b)
Pormoc niedostepna,

Pormoc dokvczaca bej funkcii QI

anuluj ]
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